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Vorrede  zum  vierten  Bande. 

Mit  dem  Bande  IV^  dessen  ersten  Teil  ich  hiermit  dem  Publikum 
Torlege,  beginnt  gemäss  dem  Plan  der  Encyklopädie  die  Reihenfolge 
der  drei  Bände,  welche  den  Anwendungen  der  Mathematik  auf  NiUur- 
wissenschaß  und  Technik  gewidmet  sein  sollen^  also  der  Mechanik,  der 
theoretischen  Physik  und  der  Geonomie  und  Astronomie.  Wie  Hr. 
Y.  Dyck  in  seinem  ^^Einleitenden  Bericht'^  in  Band  I  bereits  ausein- 
andergesetst  hat,  will  die  Encyklopädie  in  diesen  Bänden  mehr  sein 
als  eine  blosse  Zusammenstellung  der  fertig  ausgearbeiteten  mathe- 
matischen Theorieen;  sie  möchte  der  ferneren  mathematischen  Ent- 
wickelung  der  in  Betracht  kommenden  wissenschaftlichen  Disziplinen 
allgemein  die  Wege  ebnen,  indem  sie  ihren  Lesern  neben  den  Resul- 
taten auch  die  Ansätse  zur  Kenntnis  bringt,  mit  denen  die  Fach- 
yersiändigen  der  verschiedenen  Gebiete  yersucht  haben,  den  ihnen 
Yorli^^den  Bedingungen  der  Wirklichkeit  mathematisch  gerecht  zu 
werden. 

Die  Schwierigkeiten,  welche  sich  der  Durchführung  dieses  Pro- 
gramms sogleich  bei  der  Inangriffnahme  der  Bände  und  dann  Schritt 
für  Schritt  bei  der  weiteren  Arbeit  entgegenstellten  und  fortgesetzt 
entgegenstellen,  sind  in  der  Tat  sehr  bedeutende.  Denn  die  Ent- 
wickelung  im  19.  Jahrhundert  ist  im  ganzen  die  gewesen,  dass  sich 
die  yerschiedenen  Gebiete  der  mathematischen  Praxis  Yon  dem  Betriebe 
der  reinen  Mathematik  immer  mehr  abgetrennt  haben,  so  dass  die 
sachliche  und  namentlich  auch  die  persönliche  Verbindung,  welche 
die  notwendige  Voraussetzung  ftlr  die  Durchführung  unseres  Planes 
ist,  von  Fall  zu  Fall  immer  erst  mühsam  hergestellt  werden  muss. 

Hr.  V.  Dyck  hat  in  seinem  „Einleitenden  Bericht^  bereits  des 
näheren  dai^elegt,  wie  sich  diesen  Verhältnissen  gegenüber  der 
Gtedanke  der  Encyklopädie  allmählich  durchgesetzt  hat.  Den  Anfang 
machte  vor  nun  zehn  Jahren  eine  allgemeine  Orientierung  nach  der 
persönlichen  Seite,  unter  direkter  Bezugnahme  mit  hervorragenden 
Vertretern  der  verschiedenen  Gebiete  im  Inlande  und  Auslände,  wofür 
die  Akademieen  in  dankenswerter  Weise  die  Mittel  zur  Verfügung 
gestellt  hatten.     Die  Redaktion  der  Bände  V  (Theoretische  Physik) 


TI  Vorrede  zum  vierten  Bande. 

und  VI  (Geonomie  und  Astronomie)  konnte  bald  hernach  hervor- 
ragenden jüngeren  Kräften  übertragen  werden.  Die  Bearbeitung  von 
Band  IV  aber  (Mechanik)  übernahm  ich  selbst  (Herbst  1899)  und 
dies  um  so  lieber,  als  mir  die  Herstellung  normaler  Beziehungen 
zwischen  theoretischer  und  angewandter  Mechanik  nach  dem  Gange 
meiner  persönlichen  Entwickelung  von  je  Herzenssache  gewesen  ist. 

Ein  besonderes  Mittel,  sich  in  Gebiete,  die  ihm  femer  liegen,  einzu- 
arbeiten, ist  für  den  deutschen  Universitätsdozenten,  der  in  hohem  Masse 
über  die  besondere  Richtung  seiner  Lehrtätigkeit  frei  verfügen  kann,  die 
Abhaltung  geeigneter  Vorlesungen  und  Übungen.  Ich  habe  von  diesem 
Mittel  im  Interesse  meiner  Tätigkeit  an  Band  IV  der  Encyklopädie 
alle  die  Zeit  hindurch  vielseitigen  Gebrauch  gemacht.  Insbesondere  las 
ich  im  Winter  1899 — 1900  über  Hydrodynamik  und  verband  damit 
Seminarübungen  über  Schiffsüxeorie;  -  Vorlesung  und  Übungen  waren 
nicht  mehr  als  ein  erster  Versuch,  aber  sie  haben  mir  denjenigen 
Mitarbeiter  zugeführt,  der  mir  für  meine  Aufgabe  sehr  bald  die  aller- 
wesentlichste  Hilfe  werden  sollte,  Hrn.  Conrad  H.  Müller.  Ich  bezeichne 
den  Umfang  seiner  Mitwirkung  am  einfachsten,  indem  ich  angebe, 
dass  er  nur  an  den  drei  Referaten  Voss,  Schönflies -Grübler  und 
Abraham  (IV  1,  3  und  14)  nicht  direkt  mitgearbeitet  hat;  bei  allen 
anderen  hat  er  durch  eindringendes  Sachstudium  und  sorg^tigste 
Eontrolle  sowohl  der  allgemeinen  Exposition  als  der  bibliographischen 
und  drucktechnischen  Einzelheiten  zur  Vollendung  der  endgültigen 
DarsteUung  ausserordentUch  viel  beigetragen,  was  von  sämtUchen  be- 
teiligten Verfassern  gewiss  mit  Dankbarkeit  bestätigt  werden  dürfte. 
Hr.  Müller  war,  als  unser  Zusammenarbeiten  begann,  noch  Student. 
Er  ist  dann  später  zwei  Jahre  lang  bei  mir  Assistent  gewesen  und 
folgeweise  in  die  Bibliothekarlaufbahn  eingetreten.  Ich  habe  der 
Verwaltung  der  hiesigen  UniversitätsbibUothek  wie  dem  vorgesetzten 
Ministerium  meinen  besten  Dank  dafür  auszusprechen,  dass  Hr. 
Müller  seit  dem  1.  Juli  1906,  wo  er  zum  Hülfsbibliothekar  befordert 
wurde,  im  Interesse  seiner  Arbeit  an  der  Encyklopädie  für  längere 
Zeit  beurlaubt  worden  ist.  Seit  Ende  1904  wird  Hr.  Müller  auf  dem 
Titel  von  Band  IV  neben  mir  ausdrücklich  als  Mitherausgeber  genannt. 

Was  die  Abgrenzung  der  Mechanik  gegen  die  Nachbargebiete 
angeht,  so  ist  diese  dem  Wesen  der  Sache  nach  in  hohem  Masse 
willkürlich.  Für  eine  abstrakte  Auffassung  ist  die  Mechanik,  wie  sie 
hier  verstanden  wird,  nur  ein  Teil  der  theoretischen  Physik  und  die 
Lehre  von  der  Bahnbestimmung  der  Gestirne  hinwiederum  nur  eine 
Anwendung  der  Mechanik.  Für  den  Umfang  von  Band  IV  glaubten 
wir  uns  statt  dessen  im  ganzen  an  das  historische  Herkommen  halten 
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zu  Bollen^  wie  es  der  Hauptsache  mach  durch  Lagranges  Mecanique 
analytique  festgelegt  ist.  Elastizität  und  Akustik  haben  wir  noch  mit 
zur  Mechanik  gerechnet;  dagegen  Kapillarität  und  kinetische  Gastheorie 
nicht  mehr,  ebensowenig  Thermodynamik.  Die  astronomischen  Einzel- 
heiten bleiben  dem  Bande  VI  vorbehalten.  Auch  treten  hier  diejenigen 
Entwickelungen  zurück^  deren  Schwerpunkt  nach  Seiten  der  reinen 
Geomebrie  Uegt;  nach  dem  Pkn  der  Encyklopädie  gehören  sie  in  den 
Band  m. 

Innerhalb  des  so  umgrenzten  Bereiches  haben  wir  dann  gemäss 
den  oben  genannten  Grundsätzen  nach  möglichster  Vielseitigkeit  des 
Inhaltes  gestrebt.  Neben  der  analytischen  Formulierung  kommt  die 
anBchaaungsmässige  Behandlung  zn  ihrem  Recht,  nehen  Untersuchungen, 
welche  die  höchsten  Mittel  der  Analysis  erfordern,  die  elementar  ge- 
haltene Darstellung.  Insbesondere  aber  haben  wir  überall  die  besonderen 
Ansätze  und  Approximationsmethoden  zur  Geltung  gebracht,  deren  sich 
die  Physiker  und  Ingenieure  zur  Erledigung  der  ihnen  entgegentreten- 
den mechanischen  Aufgaben  bedienen.  Auf  diese  Weise  sind  aus  dem 
ursprünglich  einheitlich  gedachten  Band  lY  allmählich  vier  Teilbände, 
jeder  im  DmÜEUige  von  etwa  40  Bogen,  geworden,  die  selbständig 
paginiert  sind  und  auf  den  Titelblättern  der  einzeln  ausgegebenen 
Hefte  als  lY  1  (bezw.  IV  i,  i),  IV  i,  n,  IV  2  (bezw.  IV  2,  i)  und  IV  2, 11 
unterschieden  wurden. 

Die  Disposition  des  Gesamtstoffes  wird  sich  erst  ganz  über- 
sehen lassen,  wenn  die  gesamten  Teilbände  sämtlich  yollendet  yor- 
liegen;  ich  behalte  mir  vor,  in  einem  Schlussworte  zu  IV  2, 11  auf  die 
hierher  gehörigen  Fragen  zurückzukommen.  Dort  soll  dann  auch  ein 
alphabetisch  geordnetes  Register  für  den  Gesamtband  gegeben  werden. 
Vielleicht  aber  darf  schon  hier  hervorgehoben  werden,  dass  die  Dis- 
position trotz  aller  Verschiebungen,  die  sich  im  Laufe  der  Ausfahrung 
einstellten,  einer  gewissen  Symmetrie  nicht  entbehrt.  In  der  Tat 
stehen  zu  Anfang  und  Ende  Artikel,  die  sich  mit  der  Frage  nach  der 
philosophischen  Begründung  der  Mechanik  befassen  (der  Artikel  Voss 
über  die  Prinzipien  der  rationellen  Mechanik  und  der  ursprünglich 
Ton  BdÜBmann  übernommene  Artikel  über  das  Eingreifen  der  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung in  die  Mechanik  der  aus  sehr  zahlreichen 
diskreten  Teile  bestehenden  Systeme),  während  die  zwischeugelagerten 
Artikel  sich  ziemlich  zu  gleichem  Umfange  auf  die  Mechanik  der 
Systeme  Ton  endlichem  Freiheitsgrad  und  die  Mechanik  der  Kontinua 
TerteUen. 

Dies  eine  wird  man  uns  jedenfalls  zugestehen,  dass  eine  ausser- 
ordentliche Menige  von  Stoff  kritisch  durchgearbeitet  und  nach  einem 


> 


Vm  Yorred«  iiim  vierteil  Bind«. 

emlieitlichen  Plane  geordnet  worden  ist  Daes  dabei  yieles  noch  an- 
Tollkommen  nnd  nnyoüstandig  geblieben  ist,  ist  niemandem  besser 
bewnsst  als  der  Redaktion.  Aber  immer  sind  die  ersten  wichtigen 
Schritte  anf  das  im  Eingang  dieser  Vorrede  bezeichnete  Ziel  hin  getan. 
Der  Stadierende,  der  sich  eine  Übersicht  über  das  G^amtgebiet  der 
Mechanik  yerschafiPen  will,  erfShrt  doch  zum  mindesten  von  dem 
Vorhandensein  der  verschiedenen,  neben  einander  herlaufenden  unter- 
snchnngsrichtongen  und  der  zugehörigen  Litteratur.  Mögen  unsere 
Bibliotheken  ein  übriges  tun  und  dafür  sorgen,  dass  diese  Litteratur 
überall  zugänglich  sei.  Mögen  namentlich  auch  die  elementaren  Lehr- 
bücher ihre  lieUach  einseitig  gehaltenen  Darstellungen  an  der  Fülle 
des  gebotenen  Stoffes  einer  Revision  unterziehen. 

Wir  meinen  also,  wenn  erst  Band  IV  vollendet  vorliegt,  etwas 
Bestimmtee  und  Nützliches  geleistet  zu  haben.  Aber  freilich  ist  es, 
vom  höheren  Standpimkte,  nur  eine  Vorbereitung.  Mechanik,  über- 
haupt angewandte  Mathematik,  kann  nur  durch  intensif>e  Besehäftigfing 
mit  dm  Dingen  sdbst  gelernt  werden;  die  Litteratur  giebt  nur  eine 
Beihilfe.  Anleitung  zum  Beobachten  mechanischer  Vorgänge  von 
firüher  Jugend  an,  und  auf  höherer  Stufe  Verbindung  des  mathe- 
matischen Nachdenkens  mit  der  Arbeit  im  Laboratorium,  das  ist,  was 
behufs  gesunder  Weiterbildung  der  Mechanik  daneben  und  vor  allen 
Dingen  in  die  Wege  geleitet  werden  muss.  Die  moderne  Entwickelung 
hat  ja  auch  in  dieser  Hinsicht  in  vielversprechender  Weise  eingesetzt. 
Möge  die  Wissenschaft  der  Mechanik,  die  eine  Ghrmddisadplin  aller 
Naturwissenschaft  ist,  solcherweise  einer  neuen  Blüte  entgegengeführt 
werden.  Möge  insbesondere  auch  das  Wort  Lecmardo  da  Vincia  sich 
wieder  bewahrheiten,  dass  die  Mechanik  das  Paradies  der  Mathe- 
matiker ist! 

Es  erübrigt,  dass  ich  allen  Denen  namens  der  Redaktion  danke, 
die  uns  mit  hingebender  Arbeit  unterstützt  haben  oder  weiter  zu 
unterstützen  bereit  sind.  Zunächst  unseren  geehrten  Referenten,  deren 
guten  Willen  wir  vielfach  auf  eine  harte  Probe  gestellt  haben,  indem 
wir  immer  wieder  genauere  Darlegungen  oder  vielseitigere  Darstellung 
verlangten.  Dann  aber  nicht  minder  der  Verlagsbuchhandlung,  welche 
die  vielen  weitgehenden  Änderungen  des  Textee,  die  im  Laufe  der 
Arbeit  notwendig  schienen,  immer  in  entgegenkommendster  Weise 
aufgenommen  und  zur  Ausführung  gebracht  hat.  Mögen  sie  alle  die 
Befriedigung  empfinden,  die  aus  dem  Bewusstsein  entsteht,  an  einer 
guten  Sache  in  hervorragender  Weise  mitgewirkt  zu  haben. 

Göttinnen,  Weihnachten  1907.  „   _,,  , 

°     '  F.  Klem. 
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I.   Begriff  und  Aufgabe  der  Med 

1.  Einleitung.  Die  Erscheinung,  dass  die  Resultate  mathema- 
tischer Lehrgebäude  von  grundlegender  Wichtigkeit  oft  eine  lange 
Zeit  hindurch  ihrer  strengen  wissenschaftlichen  Begründung  voraus- 
geeilt sind,  hat  sich  in  weit  höherem  Grade  bei  der  Mechanik,  wie 
bei  der  Arithmetik  oder  der  Infinitesimalrechnung  wiederholt.  Man 
kann  den  Standpunkt,  welchen  die  systematische  Entwicklung  der 
Mechanik  in  ihrer  gegenwartigen  Oestalt  einnimmt,  etwa  mit  dem 
der  Infinitesimalrechnung  vor  Cauchy  vergleichen,  auf  den  sich  fast 
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worüich  die  Bemerkungen  von  Herbs")  in  seiner  Einleitung  zur 
Meclianik  anwenden  lassen.  Die  folgende  Darstellung^  welche  die 
Primipien  der  Mechanik,  wie  sie  sich  im  Lcmfe  des  19.  Jahrhmderts 
entwickeU  haben,  darzulegen  bemüht  ist,  erhebt  nicht  den  Anspruch 
darauf,  die  vorliegenden  logischen  Schwierigkeiten  überall  zu  beseiti- 
gen, sie  wünscht  vielmehr  nur  dazu  beizutragen,  dass  eine  befriedigende 
Einigung  über  diese  Prinzipien,  die  ein  unabweisbares  Bedürinis  ist, 
allmählich  getroffen  werden  könne  ^). 


1)  Siehe  die  Bemerkung  von  Herig,  Mechanik,  p.  8,  über  das  bei  der  Ex- 
position der  Grundlagen  der  Mechanik  häufig  hervortretende  Bestreben,  über 
die  Schwierigkeiten  und  Verlegenheiten  in  denselben  möglichst  bald  hinaus  und 
zu  konkreten  Beispielen  zu  kommen. 

Dass  wir  aus  der  neueren  Zeit  verschiedene  vorzügliche  Darstellungen  der 
Mechanik  besitzen,  soll  hier  keineswegs  unterschätzt  werden;  überhaupt  liegt 
dem  ganzen  Artikel  eine  polemische  Tendenz  völlig  fem.  Ein  Blick  auf  den 
gegenwärtigen  Zustand  der  Werke  über  Mechanik,  soweit  sich  dieselben  nicht 
auf  eine  rein  mathematische  Behandlung,  sondern  auf  die  Entwicklung  der 
eigentlich  mechanischen  Vorstellungen  beziehen,  dürfte  indes  zeigen,  dass  unter 
denselben,  da  wo  es  sich  nicht  um  stereotype  Wiederholung  gewisser  Wendungen 
handelt,  die  grössten  Verschiedenheiten  hinsichtlich  der  Prinzipien  bestehen. 
Zur  Gewinnung  einer  möglichst  objektiven  Prüfung  ist  sowohl  im  Text,  als 
auch  in  den  Fussnoten  eine  Übersicht  über  zum  Teil  ganz  verschiedene  An- 
sichten gegeben. 

2)  Die  Forderung  eines  eingigen  allgemein  verbindlichen  Lehrgebäudes  soll 
damit  nicht  bedingungslos  erhoben  werden.  Ob  sich  dieselbe  überhaupt  befrie- 
digen lässt,  kann  um  so  mehr  zweifelhaft  erscheinen,  als  auch  in  der  reinen 
Mathematik  zur  Zeit  über  grundlegende  Fragen  noch  verschiedene  theoretische 
Anffaasrmgen  bestehen. 

Dass  eine  Darlegung  der  Prinzipien  der  Mechanik  eine  allgemeine 
Kenntnis  der  mechanischen  Untersuchungen  bereits  voraussetzen  muss,  ist  wohl 
selbstverständlich.  Die  folgende  Ausführung  bestrebt  sich  indessen,  soviel  wie 
möglich,  die  direkte  Anknüpfung  an  spezielle  mathematische  Theorieen  zu  ver- 
meiden. 

Die  in  den  letzten  dreissig  Jahren  entstandene  umfangpreiche  Litteratur 
9ur  krüisd^en  Betrachtung  der  Mechanik  ist  bisher  noch  sehr  wenig  gesichtet. 
Dühring'B  kritische  G^chichte  der  Mechanik  enthält  über  die  älteren  Perioden 
viele  interessante  Bemerkungen,  die  sich  in  schlichterer  und  angemessenerer 
Darstellung  zum  Teil  auch  schon  in  WheweU's  History  of  the  inductive  sciences 
finden;  eine  eigentliche  Kritik  ist  indessen  in  Dühring^B  Werk  nicht  versucht; 
auch  fehlte  dem  Verfasser  vollständig  das  Verständnis  der  mit  L<igrange'a 
Arbeiten  beginnenden  Entwicklung  der  Mechanik.  MaxwelVs  Matter  and  motion 
erscheint  nicht  frei  von  schwer  zu  vereinigenden  Widersprüchen  und  bezieht 
sich  vorzugsweise  doch  auf  (Gegenstände  der  physikalischen  Mechanik.  Die 
Meehamk  von  Maehj  welche  von  einer  einheitlichen  Grundanschauung  aus  mit 
dem  feinsten  Verständnis  der  Entstehung  der  mechanischen  Prinzipien  nach- 
geht, wird  man  in  vielfacher  Beziehung  wohl  als  grundlegend  ansehen  dürfen. 
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2.  Frinzipe  und  Prinsipien  der  Mechanik.  Der  Ausdruck 
Priiäilipe  oder  Prinzipien  wird  in  der  Mechanik  in  sehr  verschiedener 
Weise  Itoigewendet.  Unter  Prinzipien  versteht  man  in  irgend  einer 
Wi8sen8(»f);;  hier  speziell  der  Mechanik,  erstens  Aussagen,  die  nicht 
wieder  auf  Pudere  demselben  wissenschaftlichen  Gebiete  angehörige 
Behauptungen  mirückgefUhrt^  sondern  als  Ergebnis  anderer  Resultate 
der  Erkenntnis  äligesehen  werden^),  z.  B.  die  Axiome  oder  Poskdaie^), 
und  die  teils  logisclter  oder  methodologischer  teils  metaphysischer  oder 
physikalischer  Art  se)ii  können;  zweitens  allgemeine  aus  den  Grund- 
Vorstellungen  der  MechafÜk  gewonnene  Sätze,  die  wenn  auch  in  ihren 
einfacheren  Fallen  auf  GiUnd  früherer  deduzierbar,  doch  in  ihrem 
weitesten  Umfange  thatsäch^ch  nicht  mehr  vollständig  beweisbar 
erscheinen  (z.  B.  das  Prinzip  dtr  virtuellen  Geschwindigkeiten,  das 
cCAlemberf^che  resp.   6rau^'sche  I^hnzip);   drittens^)  allgemeine  rein 


Auch  hier  ist  aber  —  allerdings  in  Rücksicht  auFilen  ganzen  Plan  des  Werkes 
—  die  Ausbildong  der  Mechanik  im  19.  Jahrhundert  insbesondere  in  ihrem 
Zusammenhang  mit  der  gleichzeitigen  Vertiefung  der  matheifeatischen  Methoden 
nur  an  wenigen  Stellen  berührt,  während  der  vorliegende  Artikel  den  Versuch 
macht,  diese  Epoche  in  den  Vordergrund  zu  rücken  und  mit  Hülfe  der  ge- 
samten Litteratur  historisch  und  kritisch  dem  allgemeinen  Verständnis  näher 
zu  bringen.  Hertz^  kritische  Einleitung  erscheint,  auch  wenn  man  von  einzelnen 
Missverständnissen  absieht,  im  ganzen  doch  zu  einseitig  bestimmt  durch  die  in 
ihrer  näheren  Ausführung  leider  unvollendet  gebliebene  Absicht,  ans  einem  ein- 
zigen Grundprinzip  alles  zu  deduzieren.  M.  Cantor  berücksichtigt  in  seiner 
Geschichte  der  Mathematik  die  Entwicklung  der  Mechanik  nur  bis  zur  Zeit  von 
Galilei.  Ausgezeichnet  sind  durch  die  Klarheit  der  analytischen  Darstellung 
C.  Neumcmn'8  über  fast  alle  Gegenstände  der  Mechanik  und  mathematischen 
Physik  sich  erstreckende  Arbeiten.  Von  grosser  Bedeutung  erscheinen  für  die 
neuere  Entwicklung  der  physikalischen  Mechanik  die  zusammenfassenden  Ge- 
sichtspunkte von  Duhem  im  Commentaire  sur  les  principes  de  la  thermodyna- 
mique;  besonders  beachtenswert  sind  auch  die  in  ganz  modernem  Geiste  ab- 
gefassten  Lectures  on  natural  philosophy  von  Th.  Young.  Auf  eine  weitere 
Darlegung  der  Vorarbeiten  zur  kritischen  Untersuchung  der  Prinzipien  der 
Mechanik  glauben  wir  hier  nicht  eingehen  zu  sollen. 

3)  Hertz^  Mechanik,  p.  4. 

4)  Über  den  Unterschied  zwischen  Axiom  und  Postulat  in  physikalischer 
Hinsicht  vgl.  P.  Volknumn,  Theor.  Physik,  p.  11. 

5)  Die  methodologische  Stellung  der  Prinzipien  zweiter  und  dritter  Art 
zueinander  wird  sehr  verschieden  beurteilt.  Auch  wenn  man  beide,  wie  viel- 
fach zu  geschehen  scheint,  gleichsam  als  Beschwörungsformeln  ansieht,  in  denen 
ein  lange  fortgesetzter  Prozess  induktiver  Erkenntnis  seinen  Ausdruck  gefunden 
hat,  besteht  doch  ein  sehr  wesentlicher  Unterschied  in  dem  Grade  der  Ab- 
straktion, der  in  beiden  Fällen  eintritt.  —  Die  im  Texte  getrofiPene  Unterschei- 
dung von  Prinzipien  verschiedener  Art  kann  überhaupt  nur  eine  allgemeine 
sein;  an  welcher  Stelle  jede  einzelne  der  mannigfaltigen  als  „Prinzipe"  im  Laufe 
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maihemoHsche  MeOioden  für  die  Behandlung  der  mechanischen  Probleme^ 
die  an  sich  zunächst  völlig  auf  Grund  von  Prinzipien  der  zweiten 
Art  erweisbar,  zur  rein  deduktiven  Behandlung  ausgedehnter  Teile 
der  Mechanik  ausreichend  sind,  in  ihrer  weitesten  Ausdehnung  aller- 
dings wieder  einen  heuristischen  Charakter  erhalten  (j9amt76>n*sches 
Prinzip,  Prinzip  der  kleinsten  Aktion),  endlich  nach  C.  G,  J.  Jacobi^) 
analytisdie  Methoden,  Integralgleichungen  der  dynamischen  Differen- 
tialgleichungen  zu  gewinnen.  Hinsichtlich  der  Prinzipe  der  letzteren 
Art  verweisen  wir  auf  IV  11  a.  Eine  Übersicht  über  den  Einfluss 
der  mathematischen  MethodiTc  auf  die  gegenwärtige  Darstellung  und 
Behandlung  der  mechanischen  Probleme  gehört  ihrem  Wesen  nach  aller- 
dings in  die  Lehre  von  den  Prinzipien  der  Mechanik.  Wir  treten 
indes  hier  auf  eine  solche  Erörterung  nicht  ein,  da  die  speziellen 
mathematischen  Methoden  in  den  folgenden  Artikeln  des  vorliegenden 
Bandes  der  Encyklopädie  zum  grössten  Teil  eine  ausführliche  Dar- 
stellung erfahren. 


3.  Begriff  und  Aufgabe  der  Mechanik.  Die  Mechanik"^  ist  die 
Grundlage  der  gesamten  physikdlischen  Wissenschaften,  d.  h.  der  Wissen- 
schaften, die  Vorgänge  in  der  Natur  durch  na^h  bestimmten  Gesetzen 
geordnete  Zdhlwerte^),  deren  Abhängigkeit  durch  das  mathematische 
Bild  der  Funktion  dargestellt  wird,  beschreiben®).  Seit  Aristoteles^^) 
ist  die  durch  den  metaphysischen  Begriff  der  Identität  begründete 
Ansicht  mehr  oder  weniger  maassgebend  gewesen,  dass  eine  solche 
Erklärung  nur  durch  ZurückfOhrung  aller  Erscheinungen  auf  Be- 
wegnngsvorgänge  räimilich  unveränderlicher  Substanzen  geliefert  wer- 
den  könne  ^^).     Diese    Ansicht    aber    kann    möglicherweise   zu   enge 


der  Zeit  bezeiclineten  Aussagen  einzuordnen  ist,  wird  von  den  oft  schwanken- 
den Vorstellungen  abhängen,  die  den  Ausdruck  Prinzip  begleiten. 

6)  Jacobiy  Dynamik,  1842,  herausg.  v.  Ä.  Clebsch,  p.  2.  Wir  rechnen  dahin 
die  analytische  Verwendung  des  Satzes  von  der  lebendigen  Kraft,  die  Schwer- 
punktsintegrale, das  Prinzip  der  Flächen,  des  letzten  Multiplikators,  HamiUon^B 
Prinzip  der  variierenden  Wirkung,  das  Poisson'Jacobi'ache  Prinzip,  die  mannig- 
fachen Transformations-  und  Äquivalenzprinzipe  etc.  etc. 

7)  Das  Wort  Mechanik  zuerst  in  den  Aristoteles  zugeschriebenen  luixccvixcc 
nffofli^fuxxa  (Erklärung  einer  Reihe  sinnreicher  Erfindungen),  übers,  von  F.  Th. 
Poselger,  Berlin,  Abhandlungen  d.  Akademie  1829,  p.  66. 

8)  VgL  J,  C.  MaxweU,  On  FaradaifB  lines  of  force,  1866,  Scientific 
Papers  1,  p.  166;  auch  Ostwald,  K.  B.  Nr.  69. 

9)  E,  du  BoiS'Beymond,  Beden,  zweite  Folge  1848,  p.  6,  Leipzig  1887. 

10)  Vgl.  W.  Wtmdt,  Physikal.  Axiome,  p.  6  ff.;  K.  Lasswite,  Atomistik  1, 
p.  89;  2,  p.  1. 

11)  So   auch  WwHdt  in    seiner  Logik,   2,  p.  226  ff.;    desgl.   H.  Petrini, 
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gefasst  sein^^);  auch  findet  trotz  der  vielleicht  entgegenstehenden 
philosophischen  Bedenken,  die  in  dem  Begriff  der  Substanz  liegen, 
die  moderne  physikalische  Anschauung  keine  Schwierigkeit  darin,  von 
verschiedenen  nicht  weiter  zu  erklärenden  Ztiständen  einer  Substanz  ^^ 
zu  reden,  deren  funktionelle,  auch  in  der  Zeit  veränderliche,  Beziehung 
zu  ermittebi  lediglich  eine  Aufgabe  der  mathematischen  Darstellung 
ist;  es  sei  hier  nur  ausser  der  ganzen  durch  Maocweä  eingeleiteten 
Forschungsrichtung  an  die  Ausbüdung  einer  chemischen  Statik  und 
Dynamik  erinnert,  welche  z.  B.  Lösungs-  und  Reaktionsgeschwindig- 
keiten mit  Hülfe  von  Formebi  bestimmt. 

Abgesehen  von  dieser  sehr  wesentlichen  Erweitenmg  der  Gesichts- 
punkte handelt  es  sich  aber  in  erster  Linie  bei  den  rein  physikalischen 
Wissenschaften  um  die  Betrachtung  derjenigen  Vorgänge,  die  durch 
Vorstellung  der  Bewegung  verständlich  gemacht  werden.  Insofern  ist 
dann  die  Mechanik  die  Lehre  von  der  Bewegung,  und  ihre  Aufgabe, 
aus  einem  als  gegeben  vorausgesetzten  Bewegungszustande  alle  seine 
Folgen  herzuleiten. 

Da  es  sich  lediglich  um  Zahlwerte  handelt,  ist  die  Mechanik 
ebenso  wie  die  analytische  Geometrie  angewandte  M<i;(hematüc\  sie  wird 
wie  die  Geometrie  an  gewisse  Voraussetzungen  gebunden  sein.  Wäh- 
rend aber  diese  in  der  Geometrie  früher  in  der  begrifflichen  Formulie- 
rung a  priori  gewisser  Aussagen  gesucht  wurden,  sind  dieselben  in  der 
Mechanik  von  Anfang  an  ganz  anderer  Art  gewesen.  Die  naive  An- 
sicht der  früheren  Zeit  wollte  durch  das  Wirken  der  Dinge  aufein- 
ander den  realen  Verlauf  der  Erscheinungen  begreifen  und  erJdärenx 
so  vermischen  sich  denn  von  Anfang  an  mit  den  rein  mathematischen 
Elementen  der  Bewegungslehre  metaphysische  Spekulationen.  Das 
Wirken  der  Dinge  besteht  hiemach  darin,  dass  sie  Kräfte  aufeinander 
ausüben,  d.  h.  Beschileu/nigungsursachen  für  einander  sind^^). 

Kritische  Studien  über  die  grundlegenden  Prinzipien  der  Mechanik,  Archiv  fQr 
sjstenL  Philosophie  1  (1896),  p.  204. 

12)  E.  Mach^  Geschichte  d.  Satzes  v.  d.  Erhaltung  d.  Arbeit^  Prag  1872, 
bemerkt,  p.  23,  dass  keine  Notwendigkeit  vorliegt,  sich  alles  Gedachte  blos  räum- 
lich vorzustellen,  so  z.  B.  sei  die  Auffassung  von  funfatomigen  isomeren  Molekülen, 
die  nur  durch  Beziehung  ztceier  Punkte  sich  unterscheiden  sollen,  im  dreidimen- 
sionalen Baum  unmöglich,  ib.  p.  29;  desgl.  Mach,  Mechanik,  p.  486:  „Dass  alle 
physikalischen  Vorgänge  mechanisch  zu  erklären  seien,  halten  wir  für  ein  Vor- 
urteil." Vgl.  auch  P.  Beck,  Der  Substanzbegriff  in  d.  Naturwissenschaften,  Diss. 
Leipzig  1896,  p.  59. 

13)  P.  Drude,  Physik  d.  Äthers,  Stuttgart  1894,  p.  10;  bei  W.  Thomson 
treten 'diese  Ideen  schon  1847  auf  (Papers  1,  p.  76);  vgl.  auch  P  Duhem,  Trait^ 
^lementaire  de  mäcanique  chimique,  4  vols.,  Paris  1897/99,  Bd.  1,  p.  29. 

14)  Diese  bekannte  Definition  der  Mechanik  schon  bei  P.  Varignon,  Nou- 
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Gewiss  halten  auch  jetzt  noch  viele  an  diesem  Kamalitätsgedanken 
fest,  der  alle  Vorgänge  durch  das  VerhäUnis  von  Ursache  und  Wirkung 
^^erklaren^  will.  Aber  immer  mehr  macht  sich  die  Auffassung  von 
der  NottcendigheU  und  Eindeutigkeit^^)  des  Naturgeschehens  gdtend: 
Abs  einzig  thatsächlich  Feststellbare  läuft  darauf  hinaus^  dass  gewisse 
vollkommen  quantitativ  bestimmte  Erscheinungsklassen  in  unlöslicher 
und  eindeutiger  Verbindung  mit  anderen  so  verknüpft  sind^  dass  die 
eine  ab  zeitliche  Folge  der  anderen  erscheint^^). 

Lässt  man  die  Voraussetzung  einer  metaphysischen  Kausalität 
fidlen  ^^),  so  bleibt  als  Aufgabe  der  reinen  Mechanik  einzig  und  allein 
die^  den  gesetzmässigen  Verlauf  der  Bewegungen  zu  bestimmen^  resp. 
zu  heschreiben^^).    Diese  durch  KirchhofjTs  Autorität  für  weite  Kreise 


velle  m^caniqne  (1687),  1726,  Bd.  1,  p.  1 :  La  m^canique  en  gdn^ral  est  la  science 
da  monvement,  de  sa  cause  et  de  ses  effets. 

16)  J.  Petzoldi,  Das  Gesetz  der  Eindeutigkeit,  Viertel] ahrsschrift  für  wiss. 
Philosophie  19  (1896),  p.  267,  in  Übereinstimmung  mit  H.  v.  Heimholte,  Wiss.  Abh. 
1,  p.  13  u.  68:  „Ich  habe  mir  erst  später  klar  gemacht,  dass  das  Prinzip  der  Kau- 
salität nichts  anderes  ist,  als  die  Voraussetzung  der  Gesetzlichkeit^^  Auch 
P.  Volkmann,  Erkenntnistheor.  Grundzüge  der  Naturwiss.,  Leipzig  1896,  desgl. 
Theoretische  Physik,  p.  89,  lehnt  die  Eausalitötsidee  grundsätzlich  ab;  nach 
E.  Mach,  Die  Prinzipien  der  Wärmelehre,  Leipzig  1896,  p.  433  ist  der  Eausali- 
tätsgedanke  nichts  anderes,  als  Fetischismus;  vgl.  auch  Mach,  Das  Prinzip  der 
Yergleichnng  in  der  Physik,  Leipzig  1894,  p.  12:  „Ich  hoffe,  dass  die  künftige 
Naturwissenschaft  die  Begriffe  Ursache  und  Wirkung  ihrer  formalen  Unklarheit 
wegen  beseitigen  wird.^^ 

16)  H,  Weber,  Über  Kausalität  in  den  Naturwissenschaften,  Leipzig  1881, 
will  allerdings  den  philosophischen  Begriff  der  Kausalität  festhalten,  ihn  aber 
mit  der  Vorstellung,  dass  der  notwendige  Verlauf  der  Erscheinungen  vom  that- 
B&chlichen  nicht  verschieden  sei,  vereinigen. 

17)  So  wie  aber  der  Fortschritt  der  mathematischen  Wissenschaften  fast 
unabhängig  von  den  allgemeinen  Untersuchungen  über  die  erkenntnistheoreti- 
sehen  Grundbegriffe  von  der  Zahl  gewesen  ist,  so  zeigt  auch  der  geschichtliche 
Verlauf,  dass  gerade  besonders  erfolgreiche  Erweiterungen  in  der  Erkenntnis  der 
Naturerscheinungen  von  solchen  Männern  ausgegangen  sind  (z.  B.  Poncelet,  Fa- 
raday,  B.  Mayer,  auch  Marwell  und  Helmholtz  in  ihren  an^Lnglichen  Schriften), 
die  von  besonders  lebhaften  und  konkreten  Kawalitätsideen  erfüllt  waren.  Die 
prinzipielle  Unterdrückung  derselben  würde,  wie  es  scheint,  auch  dem  forschen- 
den Physiker  einen  grossen  Teil  der  lebendigen  Anschauung  rauben,  welche 
man  z.  B.  in  Kirchhoff'%  abstrakten  Darstellungen  vermisst.  Das  Ideal  der 
WissenBchaft  in  ihrer  vollkommensten  Gestalt  kann  dabei  ganz  wohl  in  einer 
Weise  gefasst  werden,  welche  dem  jeweiligen  Standpunkte  der  Erkenntnistheorie 
besser  zu  entsprechen  scheint;  man  wird  aber  stets  zu  beachten  haben,  dass 
onsere  abstrakten  Begriffe  in  einer  beständigen  Anpassung  und  Weiterbildung 
durch  die  Anschauung  und  Beobachtung  sich  befinden  müssen. 

18)  (r.  Kirchhoff,  Mechanik,   p.  m  u.  1 — 6.    Über  Beschreibung  und  Er- 
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maassgebend  gewordene  Auf&ssimg  mag  noch  weiterer  erkenntnis- 
theoretischer  Erläuterung  bedürfen^  jedenfalls  ist  sie  allgemein  genug, 
um  in  erweiterter  Form  auch  noch  der  obigen  allgemeinen  Begriffs- 
bestknmung  der  Mechanik  sich  anzupassen. 

Sidifc  man  von  der  naiYen,  durch  Kant  ein  für  allemal  beseitigten 
Auffassung  a});  dass  sich  über  das  Wirken  der  Dinge  an  sich  auf  ein- 
ander etwas  erkfttnen  lasse,  so  folgt,  dass  die  metaphysische  Erklärung 
der  NaturrorgängeL  überhaupt  keine  Aufgabe  der  Naturwissenschaft 
ist^^),  sondern  dass  dii  Mechanik  ebenso  wie  die  Geometrie  mit  den 
idealen  durch  Axiome  dw  Anschauung  definierten  Raumvorstellungen 
operiert,  aber  auf  Grund  beetimmter  in  Axiomen  und  Postulaten 
formulierter  Erfahrungsthatsachen  ein  Bild  der  Wirklichkeit^)  zu 
entwerfen  sucht,  dessen  Brauchbarkttt  durch  die  Erfahrung  zu  be- 
stätigen, resp.  weiter  zu  erproben  bleibt.  Sctlbstverständlich  kann  sich 
die  Aufgabe,  ein  solches  Bild  zu  entwerfen,  nur  insoweit  lösen  lassen, 
als  die  betreffenden  Vorgänge  in  ihren  gegenseitigen  quantitativen 
Beziehungen  bereits  als  hinreichend  bekannt  voraui^psetzt  werden 
dürfen.  Ob  dies  in  Bezug  auf  die  Erscheinungen  des  organischen 
Lebens  in  weiterem  umfange  schon  zutnfft,  kann  hier  nicht  unter- 
sucht werden*^*). 


kl&nmg  vgl.  Wundt,  Logik  2,  p.  282;   Mach,  W&rmelehre,  p.  4S0  ff.;   C.  Neu- 
mann, Prinzipien  der  Ckililei'schen  Theorie,  p.  13  u.  22. 

19)  Vgl.  H.  Burkhardt,  Mathematisches  u.  naturwissenschaftliches  Denken, 
Beilage  Münch.  AUg.  Zeitung  1897,  Nr.  264. 

20)  Dies  ist  die  wesentlich  durch  MaxfweU^  On  Faraday's  lines  of  force, 
Papers  1,  p.  165  und  On  the  math.  Classification  of  phjsical  quantities,  Lond. 
Math.  Sog.  Proc.  8  (1871)  =  Scientific  Papers  2,  p.  267,  eingeleitete  Vorstellung; 
ygl.  auch  Maxwell,  p.  68  in  Ostwald's  K  B.  Nr.  69.  Vgl.  auch  L.  BoUzmann,  Über 
die  Entwicklung  der  theoret.  Physik  in  neuerer  Zeit,  Deutsche  Math.-Ver.  8 
(1900),  p.  71.  Ähnlich  auch  C.  Neumann,  Prinzip,  d.  Galil.  Theorie,  1870.  Die 
Existenz  der  (Treen^schen  und  ähnlicher  Funktionen,  die  Eindeutigkeit  gewisser 
Lösungen  in  anderen  Problemen  hat  man  geradezu  daraus  geschlossen,  dass  in 
der  WirklicJtkeit  der  durch  jene  Funktionen  bezeichnete  Zustand  vorhanden  sein 
müsse.  Dieser  metaphysische  Grund  wird  hinfällig,  wenn  man  die  Theorieen 
der  Mechanik  nur  als  Bilder  ansieht,  deren  Übereinstimmung  mit  den  Erschei- 
nungen keineswegs  a  priori  feststeht.  Damit  soll  natürlich  der  hettrisUsche 
Wert  solcher  Vorstellungen  nicht  bestritten  werden. 

20*)  Vgl.  J.  Larmor,  Aether  and  matter,  p.  288,  Hertz,  Mechanik,  p.  165.  — 
Gegenüber  der  ganz  abstrakten  Auffassung  modemer  Theorieen  mag  hier  noch 
darauf  hingewiesen  werden,  dass  die  Untersuchungen  von  G,  O.  Stokes,  Heimholte, 
namentlich  aber  von  TT.  Thomson  doch  im  allgemeinen  von  der  Voraussetzung 
einer  durch  mechanische  Konstruktionen  begründeten  Einführung  der  allgemei- 
nen Koordinaten  ausgehen,  von  der  erst  Maxwell  in  seiner  Herleitung  der  Elek- 
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Die  Mechanik  geht  dabei  allerdings  etmä^chst  von  den  hörperlichen 
Dingen  aus,  welche  Eindruck  auf  unsere  Sinne  machen.  Aber  schon 
die  einfachsten  Vorgänge  haben  von  jeher  dazu  geführt,  über  dieses 
rein  sinnliche  Erfahrungsgebiet  hinauszugehen,  von  Atomen,  Mole- 
külen, materiellen  Punkten  zu  reden,  neben  den  ponderablen  alsbald 
auch  imponderable  Substanzen  einzuführen.  Sehen  doch  manche 
gegenwärtig  das  vollendete  Bild  der  Naturwissenschaft  in  einer  Lehre, 
welche  alle  Vorgänge  als  Zustandsändenmgen  des  Äthers  aufGEtssen  will. 

Als  Gesichtspunkte,  nach  denen  man  den  Wert  der  Darstellung 
physikalischer  Theorieen  in  diesem  Sinne  zu  beurteilen  hat,  bezeichnet 
Hertjg^^)  „diese  Bilder  müssen  so  beschaffen  sein,  dass  die  denknot- 
wendigen Folgen  der  Bilder  stets  wieder  Bilder  seien  von  den  natur- 
notwendigen Folgen  der  abgebildeten  Gegenstände'^;  sie  müssen  lo- 
gisch zulässig,  einfach  imd  zweckmässig  und  möglichst  umfassend  sein. 

Diese  Anschauimg  befreit  uns  zugleich  yon  der  Verpflichtimg, 
in  der  Mechanik  selbst  den  psychologischen  Urspnmg  dieser  Bilder  zu 
entwickeln,  so  wichtig  das  auch  in  anderer  Beziehung,  z.  B.  bei  einer 
pädagogischen  Behandlung  sein  mag^^).  Denn  eine  innere  Wahrheit 
an  sich,  welche  sich  durch  psychologische  Analyse  erweisen  liesse, 
besitzen  dann  diese  Bilder  überhaupt  nicht;  ihre  einzige  Berechtigung 
liegt  in  ihrer  Zweckmässigkeit.  Und  wir  glauben  daher  hier  die 
Frage,  woher  diese  besonderen  Formen  der  mechanischen  Grundvor- 
Stellungen  stammen,  dem  Gebiet  der  philosophischen  Analyse  über- 
lassen zu  soUen,  in  demselben  Sinne  wie  wir  etwa  in  den  Grundlehren 
der  Arithmetik  darauf  verzichten  können,  die  primitiven  Verknüpfungs- 
gesetze  des  Zählens  selbst  noch  psychologisch  besonders  zu  recht- 
fertigen. 

4»  Versohiedene  Zweige  der  Mechanik  ^^*).  Man  pflegt  theoretische, 
reine,  ratiandle,  allgemeine  (m^canique  g^n^rale,  rationelle,  theoretical 

trizitätsbewegmig  aus  den  Lagrange''Bcheu  Gleichungen  den  letzten  Rest  ab- 
gestreift hat. 

20^)  Herte,  Mechanik,  Einl.  p.  I;  vgl.  auch  H.  Kleinpeter,  Entwicklung  des 
Raum-  und  Zeitbegriffs  in  der  neueren  Mathematik  u.  Mechanik  und  seine  Be- 
dentong  für  die  Erkenntnistheorie,  Archiv  für  System.  Philosophie  4,  p.  82  (1898). 

21)  Man  Tgl.  in  dieser  Hinsicht  Mach,  Beiträge  zur  Analyse  der  Empfin- 
dungen, Jena  1886;  Wärmelehre,  p.  422  ff.;  Föppl,  Mechanik  1,  p.  21;  Klein  u. 
Sommerfeld,  Theorie  d.  Kreisels,  p.  70,  Leipzig  1897;  Budde,  Mechanik  1, 
p.  111 ;  Lassunts,  Atomistik  2,  p.  28. 

21^)  Vgl.  Netctony  Principia,  praefatio  ad  lectorem:  Mechanicam  vero  du- 
plicem  veteres  constituenmt:  rationalem,  quae  per  demonstrationes  accurate  pro- 
cedit,  et  practicam.  Quo  sensu  mechanica  rationalis  erit  scientia  motuum  qui  ex 
viribus  quibuscunque  resultant.    Newton' 8  mechanica  practica  ist  indes  Technik. 
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mechanics)  Mechanik  von  der  angewandten  zu  unterscheiden  und  letztere 
als  astronomische  Mechaniky  mathematische  Physik  und  angewandte  Mecha- 
nik (m^canique  appliqu^e^  applied  mechanics)  zu  charakterisieren. 

Eine  völlig  scharf  definierte  Grenze  lässt  sich  zwischen  diesen 
Disziplinen  nicht  ziehen  *^^).  Von  jeher  sind  einzelne  Teile  der 
astronomischen  Mechanik  (z.  B.  Planetenbewegung)  und  mathematischen 
Physik  (z.  B.  Hydrodynamik^  Elastizitätstheorie)  in  den  rein  theo- 
retischen Werken  über  Mechanik  behandelt.  Sieht  man  es  ab  die 
Aufgabe  der  Mechanik  an^  vollständig  klare  Bilder  der  Erscheinungen 
in  mathematischer  DarsteUung  zu  liefern,  so  ist  insbesondere  der 
Charakter  der  rationellen  Mechanik  durch  die  Forderung  bestimmt. 
dass  diese  Bilder  amschliesslich  oAJif  der  Vorstellung  reiner  Bewegungs- 
verhcUinisse  beruhen  soUen,  Dem  entspricht  freilich  die  astronomische 
Mechanik  in  hohem  Maasse;  mhrend  aber  die  reine  Mechanik  ihre 
Probleme  selbst  insoweit  auswählt^  als  die  mathematische  Bearbeitung 
dei*selben  mit  den  Mitteln  der  Analyse  sich  vollständig  wenigstens 
im  Prinzip  durchführen  lässt  —  wobei  die  Gewinnung  numerischer  End- 
resultate oft  als  Nebensache  erscheint  —  sah  man  sich  in  der  Astro- 
nomie bestimmten  Angaben  gegenüber^  die  nur  mit  Hülfe  von  Nähe- 
rungsproeessen  zu  erledigen  waren^  deren  Grenzen  sich  durch  die  sich 
verfeinernde  Beobachtungskunst  stets  verschiAen.  —  Anders  liegen 
wieder  die  Verhältnisse  in  der  mathemcMschen  Physik]  hier  sind  es 
vorzugsweise  eigentümliche  mathematische  Methoden^  die^  mit  der  Poten- 
tialtheorie beginnend,  vermöge  der  GVean'schen  Sätze  sowie  der  voOr 
ständig  ausgesprochenen  Veraichfleistung  auf  die  ErJdänmg  der  physi- 
kaUschen  Erscheinungen  im  alten  Sinne  den  Untersuchungen  ihr  be- 
sonderes Gepräge  verleihen. 

Die  angewandte  Mechanik  endlich  hat  im  weitesten  Sinne  zur 
Aufgabe  die  statische  und  dynamische  Untersuchung  der  Baukon- 
struktionen und  Maschinen  (siehe  lY  8  u.  23),  sowie  die  Lehre  von 
den  mechanischen  Theorieen  derjenigen  physikalischen  Vorgänge,  die  bei 
der  Durchführung  der  Präzisionsmessungen  in  der  Physik  in  Betracht 
kommen  (IV  7  u.  25).  Da  hier  schon  die  aus  der  Erfahiimg  zu 
entnehmenden  Voraussetzungen  vorzugsweise  durch  Mittelwerte  aus- 
gedrückt sind,  welche  durch  die  veränderliche  Natur  der  Materialien 
bedingt  sind,  so  hat  die  rein  mathematische  Durchführung,  selbst 
wenn  sie  möglich  wäre,  überhaupt  keinen  eigentlichen  Zweck  mehr 
und  muss  durch  besondere,  stets  durch  die  Erfahrung  zu  kontrollierende 


21^)   Auch  die  folgenden  Erörterongen  sind  nur  als  ein  Yersnch  zu  be- 
trachten, diese  Gebiete  in  angemessener  Weise  gegen  einander  abzugrenzen. 
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Hitielweitschätznngen  ersetzt  werden,  durch  welche  zugleich  eine  Be- 
wältigung der  mathematischen  Schwierigkeiten  überhaupt  erst  möglich 
wird.  Zudem  verlangen  die  Aufgaben  der  angewandten  Mechanik  fast 
immer  die  Berücksichtigung  solcher  Erscheinungen,  bei  denen  infolge 
der  unbekannten  Natur  der  Kräfte  (insbesondere  derjenigen  der 
Reibung,  Zähigkeit  und  unvollkommenen  Elasticität)  Energieände- 
rui^en  im  dissipativen  Sinne  eintreten,  für  die  die  rationelle  Mecha- 
nik nur  die  allgemeinen  Schemata  zu  entwickeln  pflegt  (siehe  lY  8). 
Selbstverständlich  sind  ihrem  allgemeinen  Ansatz  nach  auch  hier  die 
Probleme  im  Sinne  einer  rein  mathematischen  Behandlung  zu  fassen. 
In  Rücksicht  auf  diese  Erörterungen  rechnen  wir  im  folgenden 
zur  rationellen  Mechanik  alle  Untersuchungen,  welche  bei  der  Zurück- 
fühmng  der  Naturvorgänge  auf  Bewegungen  keine  andern  als  mathe- 
matisch scharf  definierte  Bilder  verwenden  und  ohne  Rücksicht  auf 
eine  unmittelbare  praktische  Verwendung  die  Lösung  der  Probleme 
mit  derjenigen  Genauigkeit  anstreben,  welche  der  jeweilige  Zustand 
der  mathematischen  Analyse  gestattet. 

6.  HiBtorisohe  Bemerkungen.  GcUüei's  Untersuchungen  in  den 
Discorsi  und  der  Scienza  meccanica  enthalten  neben  der  Dynamik  der 
fallenden  Körper  die  Theorie  der  einfachen  Maschinen,  die  Anfänge 
der  Festigkeitslehre  etc.  Varignon  fasst  in  seiner  Nouvelle  m^cani- 
que  die  Mechanik  als  Statik^  Euler  in  seiner  Mechanica  sive  motus 
scientia  ausschliesslich  ab  Dynamik  auf.  Newton  kann  man  als  Be- 
gründer, Laplace  als  eigentlichen  Vollender  der  mit  Clairautj  d'Älem- 
berty  Lagrange  und  anderen  beginnenden  klassischen  Epoche  der  astro- 
nomischen Mechanik  ansehen;  Lagrange  gab  der  rationellen  Mechanik 
ihre  charakteristische  Form  in  der  M^canique  analytique.  Daneben 
entwickelt  sich  unter  den  BemauUi  auch  die  technische  Mechanik  sowie 
die  mathematische  Physik  als  Hydrostatik  und  Hydrodynamik.  Mit 
PanceUt  und  Coriolis  beginnt  die  eigentliche  schöpferische  Zeit  der 
iechnisdien  Mechanik,  allerdings  mit  vorwiegend  dynamischer  Färbung; 
sie  wird  später  durch  CulnMmn  namentlich  in  Rücksicht  auf  die  sta- 
tischen Fragen  ausgebaut,  während  die  Ausbildung  der  mathematischen 
Physik  vorzugsweise  durch  Fourier,  Camhyy  Paisson,  Green,  Quuss, 
Lomij  B.  de  Saint-Venant,  F,  E.  Nemnann,  Stohes,  MaxweU,  W.  Thom- 
mmj  Kvrchhoffj  v.  HehnhoUe  und  andere  erfolgte. 


Xneyklop.  d.  mAth.  WlMtntoh.    IV  1. 
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II.   Die  allgemeinen  Prinzipien  der  Mechanik« 

A)  Pliilosoplüsolie  Prinzipien. 

6»  Das  SlausalitätBprinsip  und  der  Satz  vom  rareiohenden 
Grande.  Die  allgemeinen^  d.  h.  nicht  erst  auf  dem  speziellen  Gebiete 
der  mathematischen  Analyse  entstandenen  Prinzipien  der  Mechanik 
kann  man  einteilen  in  philosophische,  rein  mathematische  und  mechor 
nischrphysikaüsche. 

Von  den  phUosophischen  Prinzipien  muss  hier  neben  dem  schon 
oben  erwähnten  Katisalitätsprinzip  der  Saie  vom  ewreichenden  Grunde 
hervorgehoben  werden.  Man  schloss  aus  dem  letzteren,  dass  der  in 
Bewegung  unabhängig  von  allen  anderen  Dingen  vorgestellte  materielle 
Punkt  seine  Richtung  nicht  ändern  könne '^,  während  ein  Gleiches 
auch  von  der  Grösse  der  Geschwindigkeit  zu  behaupten  erst  durch 
die  dialektische  Unterscheidung  von  Ursache  und  Wirkung  möglich 
wird;  welche  die  Ursache  ausserhalb  des  Bewegten  verlegt*^.  Auch 
bei  der  Entwicklung  des  EjraftbegriffeS;  den  Beweisen  für  das  Paral- 
lelogramm der  Kräfte^  der  Betrachtung  der  Femewirkimg-  zwischen 
zwei  materiellen  Punkten  etc.,  spielt  dieser  Satz  eine  historische 
RoUe  «*). 

Dass  man  aus  bloss  logischen  Prämissen  keine  Entscheidung  Qber 
reale  Verhältnisse  treffen  kann,  wird  gegenwärtig  wohl  nicht  be- 
zweifelt^). Anders  aber  steht  es^  wenn  der  Satz  vom  zureichenden 
Grunde  in  der  Form  eines  logischen  Schlusses  auftritt ,  dessen  Prä- 
missen vollständig  als  aus  der  Erfahrung  bekannt  vorausgesetzt  werden» 
Nimmt  man  z.  B.  an,  dass  die  Resultante  von  auf  einen  materiellen 


22)  Euler,  Mechanica,  §  66,  Theoria  motus,  §  83,  auch  Becherches  snr  Torigine 
des  forces,  Berlin,  Mdm.  de  TAcad.  1750,  p.  419;  Laplaee,M4c.  eheste  (Oeuvres  1, 
p.  15);  desgl.  S.  D.  Poisson,  M^canique,  ^d.  2  (übers,  v.  Stern)  ^  p.  167.  Siehe 
auch  Fussn.  142. 

28)  So  z.  B.  Wundt,  Axiome,  p.  121. 

24)  Zu  einer  systematischen  Deduktion  der  physikalischen  Axiome  benutzte 
Wundt  diese  Überlegungen  (Axiome,  p.  115  ff.) 

25)  Treffend  bemerkt  Mach,  Mechanik,  p.  135,  der  Satz  „cessante  causa 
cessat  effectuB^^  sei  ebenso  richtig  wie  sein  Gegenteil,  jenachdem  man  ihn  für 
den  Begriff  der  Gesch¥rindigkeit  oder  Beschleunigung  zur  Anwendung  bringt. 
Ähnlich  Helmholtz,  Erhaltung  der  Kraft,  Ostwäld,  E.  B.  p.  58:  „Was  viele  als 
Gipfel  von  Mayer's  Leistungen  ansehen,  nämlich  die  metaphysischen  Schein- 
beweise für  die  apriorische  Notwendigkeit  dieses  Gesetzes,  wird  jedem  an  strenge 
wissenschaftliche  Methodik  gewöhnten  Naturforscher  gerade  als  die  schwächste 
Seite  seiner  Anschauungen  erscheinen." 
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Pnnkt  wirkenden  Kräften  eindeutig  und  vollständig  durch  die  Lage 
und  Grösse  der  letzteren  bestimmt  sei,  so  folgt  daraus ^  dass  die  Re- 
sultante zweier  entgegengesetzt  gleicher  Kräfte  oder  dreier  gleicher 
unter  Neigungswinkeln  von  120^  gleich  Null  ist;  unter  der  Voraus- 
setzung^ dass  fQr  das  Gleichgewicht  des  Hebels  allein  die  relative 
Lage  der  Erafte  zu  demselben  maassgebend  ist;  folgt,  dass  der  beharr- 
liche Ruhezustand  der  einzig  mögliche  für  den  in  der  ^^uhelage'^ 
gleichförmig  belasteten  gleicharmigen  Hebel  ist. 

7.  TeleologiBOhe  FTinsipien«  Von  ganz  wesentlichem  Einflüsse 
sind  für  die  Entwicklung  der  Mechanik  ideologische  Prinzipien  ge- 
wesen. Das  Prinzip  der  kleinsten  Wirkung  ist  geradezu  von  Euler  *^) 
aus  einem  solchen  Gesichtspunkte  abgeleitet;  Gauss'  Prinzip  des 
kleinsten  Zwanges ,  sowie  gewisse  Prinzipe  der  Elastizifötstheorie  ^^^) 
knüpfen  ebenfalls  an  solche  Vorstellungen  an.  —  Die  Fr^e,  ob  in 
der  Natur  wirklich  Thatsachen  vorliegen ,  welche  den  Gedanken  be- 
stätigen, dass  mit  dem  kleinsten  Aufwände  von  Mitteln  der  grösste 
Effekt  erreicht  werde,  braucht  man  indessen  hier  nicht  zu  berühren. 
Bei  Überlegungen  dieser  Art  dürfte  meistens  ein  sicheres  Maass 
weder  der  aufgewandten  Mittel  noch  des  erreichten  Effektes  zugrunde 
gelegt  sein,  sodass  die  Beha^tung  einen  Maren  Sinn  überhabt  nicht 
besüsL  Was  aber  die  Anwendung  desselben  in  der  Mechanik  be- 
trifft, so  sind  diese  teleologischen  Gesichtspunkte  im  eigenÜichen  Sinne 
schon  um  deswillen  ganz  unzutreffend '<^),  weU  keineswegs  —  weder 
beim  Prinzip  der  kleinsten  Aktion,  noch  beim  Gauss^schen  Prinzip  — 
die  icirkliche  Bewegung  durch  eine  Minimumeigenschaft  vor  aUen 
andern  ebenfalls  möglichen  ausgezeichnet  ist,  sondern  nur  gegenüber 
gewissen  rein  fingierten,  im  allgemeinen  aber  unmöglichen  Bewegungen. 
Thatsächlich  haben  sich  allerdings  diese  teleologischen  Gesichtspunkte 
fär  den  Ausbau  der  Wissenschaft  als  sehr  förderlich  erwiesen,  und 


26«)  Siehe  Fossn.  267. 

25^)  Siehe  Nr.  89  und  Fussn.  224. 

26)  Vgl.  0.  Haider,  Die  Prinzipien  von  Hamütan  und  Maupertuis,  Gott. 
Nachr.  1896.  Nach  J.  Petzoldt,  Maxima,  Minima  und  Ökonomie  (Diss.  Göt- 
tingen, Altenburg  1891)  beseiHgen  diese  mechanischen  Maximum-Minimum-Prin- 
zipien gerade  die  teleologischen  Vorurteile.  Vgl.  auch  B.  HcTike,  Über  den  Zu- 
sammenhang der  Naturerscheinungen  mit  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
(Dresden  1868,  2.  Aufl.  Leipzig  1894). 

Ähnliche  Vorstellungen  entwickelt  in  einer  weit  bestimmteren  mathemati- 
schen Form,  welche  als  ganz  speziellen  Fall  das  Prinzip  der  kleinsten  Wirkung 
nmfasst,  W.  Gosiewski  in  Prace  mat.  fis.,  3,  Warschau  1892  (vgl.  das  Referat  in 
den  Fortschr.  d.  Math.  24,  p.  78  [1892]). 

2* 
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es  erscheint  in  mehrfacher  Beziehung  von  Interesse,  die  allgemeinen 
Gründe  hierfiir  aufzusuchen"). 

8.  Maoh*B  formale  Prinzipien«  Mach  ^  hat  dagegen  auf  andere 
Prinzipien  aufinerksam  gemacht,  welche  aller  Naturauffassung  zu- 
grunde liegen  sollen,  die  der  Ökonomie  und  Einfachheit.  Nach  ihm 
ist  es  das  Ziel  aller  Wissenschaft,  das  Gebiet  der  einzelnen  Er- 
fahrungen durch  zusammenfassende  Beschreibung  derart  zu  ersetzen, 
dass  durch  den  geringsten  Aufwand  an  Gedankenarbeit  dasselbe  über- 
sehen werden  kann.  Dies  ist  natürlich  nur  dadurch  möglich,  dass 
man  die  den  einzelnen  Erfahrungen  zugrunde  liegenden  Elemente 
aufsucht  und  durch  deren  gesetzmassige  Konstruktion  eine  Erklärung 
der  Vorgänge  liefert,  fdr  deren  fortschreitende  Ausbildung  dann  wieder 
rein  formale  Prinzipien,  wie  das  der  Kontinuität  und  Stetigkeit^  —  dem 
iTontePschen  ^)  Prinzip  der  Permanens!  der  formalen  Gksetee  vergleich- 
bar — ,  vor  allem  aber  die  Prinzipien  der  Analogie  **),  d.  h.  die  Über- 
tragung gewisser  Gedankenreihen,  welche  für  ein  Gebiet  vollständig 
entwickelt  sind,  auf  neue  Gebiete,  maassgebend  werden. 

B)  HathematisclLe  Prinzipiell« 

9«  MathematiBOhe  VorauBsetsungen  über  die  Natur  der  Funk- 
tionen. Insbesondere  ergeben  sich  aus  dem  Prinzip  der  Einfachheit 
gewisse  allgemeine  Gesichtspunkte  rein  mathematischer  Art.  Solche  li^n 


27)  Siehe  Mach,  Mechanik,  p.  443  ff.  Auch  Pdeoldt  sucht  a.  a.  0.  p.  11 
einen  logischen  Grand  für  das  h&ufige  Auftreten  dieser  Max. -Min. -Sätze 
anzuführen;  man  vgl.  das  von  W.  Ostwald  (Leipz.  Ber.  45  (1898),  p.  599;  47  (1896), 
p.  37)  später  ausgesprochene  Prinzip  des  ausgezeichneten  FaUs,  das  allerdings  in 
seiner  Allgemeinheit  sehr  unklar  ausgedrfickt  zu  sein  scheint. 

28)  E,  Mach,  Almanach  d.  Wiener  Akad.  1882,  p.  298,  Mechanik,  p.  471, 
481,  Wärmelehre,  p.  872,  494;  YgL  Petzöld,  Max.,  Min.  u.  Ökonomie,  p.  54;  desgl. 
auch  Mach,  Populär- wiss.  Vorlesungen,  Leipzig  1896,  p.  208  ff.  Selbstverständ- 
lich lassen  sich  hier  noch  viele  Betrachtungen  heranziehen,  z.  B.  Newton'» 
regulae  philosophandi;  in  der  klarsten  Weise  finden  sich  diese  Ideen  schon  von 
Galilei  ausgesprochen;  vgl.  Wundt,  Axiome,  p.  38;  P.  Natorp,  Galilei  als  Philo- 
soph, Phil.  Monatshefte  18,  p.  193  (1882).  Ähnliche  Gesichtspunkte  auch  häufig 
in  metaphysischem  Sinne,  z.  B.  P.  de  Fermat,  Opera  1,  Paris  1891,  p.  173  (1662); 
Naturam  operari  per  modos  faciliores  et  expeditiores  .  .,  non  ut  plerique:  na- 
turam  per  lineas  brevissimas  operari. 

29)  H.  Hankel,  Theorie  d.  komplexen  Zahlensysteme,  Leipzig  1867,  p.  11. 

30)  Über  Prinzipien  der  Analogie  vgl.üfoc^,  Mechanik,  p.  131,  P,  Völkmann, 
Theoretische  Physik,  p.  32.  Eine  Aufzählung  der  bemerkenswertesten  Analo- 
gien bei  X.  BoUzmann,  Über  Faraday's  Kraftlinien,  Ostwdld  K.B,  Nr.  69;  vgl. 
auch  W.Dyck,  Über  die  wechselseitigen  Beziehungen  zwischen  der  reinen  u.  an- 
gewandten Mathematik,  München  1897,  p.  25. 
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Tor,  wenn  wir  den  Bewegongsramn  als  Euklidischen  mit  seiner  unend- 
lichen Theilbarkeit'^),  die  Koordinaten  der  Bahnen  der  Punkte  als 
stetige  y  beliebig  oft  differentiierbare  Funktionen  der  Zeit'^)^  wenigstens 
insoweit  Ton  einzelnen  singnlären  Stellen  abgesehen  wird,  ansehen, 
wenn  wir  demgemäss  von  den  GFrenzwerten  s,  5**)  d.  h.  den  Geschwin- 
digkeiten und  Beschleunigungen  reden  ^),  wenn  wir  voraussetzen,  dass 
das  Verhältnis  von  Masse  zum  Volum  bei  kontinuierlicher  Raumer- 
f&llung  bei  stets  abnehmender  Gfrosse  des  letzteren  sich  einem  be- 
stimmten, überdies  wieder  differentiierbarem  Grenzwerte,  der  Dichtig- 
keit nähere.  Die  Mathematik  ist  freilich  gegenwärtig  so  weit  ent- 
wickelt, dass  auch  bei  Zugrundelegung  des  allgemeinen  Begriffes  der 
stetigen  Funktion  noch  bestimmte  Aussagen  möglich  sind,  doch  hat 
sich  bisher  kein  Bedür£ais  gezeigt,  in  die  Mechanik  diese  von  der 
anschaulichen  Form  der  Bewegungsvorgänge  weit  abliegenden  Abstrak- 
tionen au&unehmen^*).  Man  betrachtet  es  femer  als  ein  allgemeines 
Prinzip,  dass  eine  durch  Eiufte  definierte  Bewegung  durch  ihren  An- 
fangszustand  vollkommen  bestimmt  sei'^);  ausreichend  ist  dafür,  die 

31)  Vgl.  JET.  Hertz,  Mechanik,  p.  53.  Die  nicht -euklidische  Auffassung  ist 
bereits  in  umfangreicher  Weise  und  zahlreichen  Arbeiten  auch  in  die  Eonematik, 
Statik  und  Dynamik  eingeführt.  Wir  gehen  hierauf  nicht  weiter  ein,  da  sich 
bisher  keine  Veranlassung  gezeigt  hat,  durch  die  Erscheinungen  einer  nicht- 
euklidischen  Mechanik  über  die  Möglichkeit  eines  von  Null  yerschiedenen 
Krfimmungsmaasses  Aufschluss  zu  gewinnen.  Man  vgl.  auch  die  Bemerkung  von 
0.  HeaviHde  (Electromagnetic  theory,  2  vols.,  London  1883/99,  Bd.  1,  p.  2):  Now 
the  real  object  of  true  naturalists,  when  they  employ  mathematics  to  assist 
ihem,  is  not  to  make  mathematical  exercises  (thiough  that  may  be  necessary) 
but  to  find  out  the  connection  of  the  phenomena.' 

32)  Diese  Voraussetzung  bei  HelmhoUz,  Dynamik,  p.  7;  ausfclhrlicher  Boltz- 
mann,  Mechanik,  p.  10. 

38)  Die  Differentialquotienten  nach  der  Zeit  sollen  hier  der  Kürze  halber 
und  in  Bücksicht  auf  den  historischen  Charakter  dieses  Artikels  nach  Netotan'B 
fTractatns  de  quadratura  curvarum  (1706),  Opuscula,  Lausannae  1744,  Bd.  1,  p.  203), 
namentlich  bei  englischen   Schriftstellern   (Thomson  und  Tau)   gebräuchlicher^ 

Schreibart  durch  ff  =«  -tt  i  ^  ==  jt«  ^tc.  bezeichnet  werden. 

at  at 

34)  F.  Ä.  MüUer,  Das  Problem  der  Kontinuität  in  der  Mathematik  und 
Mechanik,  Diss.  Marburg  1886,  schreibt  Leibniz  (Mathem.  Schriften  3,  ed.  Ger- 
hardt, p.  538  ff.)  das  Prinzip  der  Kontinuität  von  Geschwindigkeiten  und  Be- 
schleunigungen zu. 

34*)  P.  Äppeü  u.  Jcmnaud,  Remarques  sur  Tintroduction  de  fonctions  con- 
tinues  n'ayant  pas  de  d^riv^  dans  les  ^^ments  de  la  dynamique,  Paris  G.  R. 
98  (1881),  p.  1005;  auch  Archiv  f  Math.  u.  Physik  67  (1882),  p.  160.  —  In  Bezug 
auf  die  Anwendung  stetiger  Funktionen  in  der  Potentialtheorie  vgl.  0.  Holder^ 
Potentialtheorie,  Diss.  Tübingen  1882. 

35)  Bei  anderen  Annahmen  kann   die  Bewegung  sehr  wohl  mehrdeutig 


22  IV  1.   J[.  Voss.  Die  Prinzipien  der  rationellen  Mechanik. 

Kräfte  als  eindeutige  beliebig  oft  differentiierbare,  insbesondere  als 
reguläre  Funktionen  der  Koordinaten  und  Geschwindigkeiten  voraus- 
zusetzen. 

Die  hiermit  berührte  moderne  Entwicklung  der  Mathematik  nach 
der  kritischen  Seite  hin,  welche  F.  Klein  als  Arithmetisierung  der 
Mathematik'^*)  bezeichnet^  insofern  als  einzige  Grundlage  derselben  der 
strenge  Zahlbegriff  erscheint,  hat  bisher  nur  in  geringerem  Grade 
Einfluss  auf  die  Mechanik  gehabt;  ja  man  kann  in  letzterer  gegen- 
wlrfcig  hie  und  da  ein  geringeres  Maass  von  Stoenge  und  Systematik 
bemerken,  als  früher  üblich  war.  Trotzdem  wird  man  nicht  bezwei- 
feln, dass  die  arithmetisierte  Mathematik  wenigstens  als  Ausgangspunkt 
für  alle  Fn^en  der  Anwendung  festzuhalten  sein  wird.  Zunächst 
würde  in  der  Mechanik  die  sorglose  Verwendung  der  unendlich  kleinen 
Grossen  wenigstens  pri/neipieü,  zu  beseitigen  sein,  wie  dies  neuerdings 
z.  B.  von  Maggi^^)  versucht  ist;  von  Bedeutung  erscheinen  hier 
femer  die  Untersuchungen  von  Foinca/re^^)  über  die  exakte  Pest- 
stellung der  Konvergenz  der  Reihen  in  den  Problemen  der  Astronomie, 
sowie  der  ganze  Kreis  der  Fragen,  die  sich  um  die  Existenz  der 
Lösungen  von  Systemen  von  Differentialgleichungen,  namentlich  mit 
Bezug  auf  das  D»ric;^t26^'sche  Prinzip  drehen.  Daneben  treten  aber 
auch  andere  Fragen  auf,  welche  sich  auf  die  praktische  Verwendung, 
insbesondere  Vereinfachnmg  der  mathematischen  Methoden  beziehen, 
als  deren  letztes  Ziel  hier  doch  nicht  die  abstrakt  formulierten  Zahl- 
grossen, sondern  nur  solche  Abschätzungen  derselben  verlangt  werden, 
welche  in  Rücksicht  auf  die  Ungenauigkeit  aller  durch  die  Erfahrung 

werden,  vgl.  Poisson,  J.  ^c.  polyt.,  cah.  18,  p.  es  u.  106  (1806);  desgl.  P.  Painleoi, 

Lebens,  p.  549  ff.,  der  Paissan's  Beispiel  x  >->  k*x^^* ,  welches  fOr  t  »  0,  o;  »  0, 
d*  IS  0  die  Losungen  x  =»  0  und  x  sm  et*  hat,  durch  eine  ganze  Reihe  kompli- 
zierterer vermehrt.  Auf  die  Betrachtangen  von  J.  Baussinesq  (Paris  G.  B.  74, 
p.  362  [1877]),  der  so  die  Notwendigkeit  eines  principe  directeur,  das  in  die 
mechanische  Unbestimmtheit  nach  den  Gesetzen  der  Freiheit  eingreife,  beweisen 
und  dadurch  den  absoluten  Determinismus  in  einer  sonst  streng  mechanistischen 
Weltanschauung  vermeiden  will  (vgl.  J.  Bowsinesq,  Gonciliation  du  v^ritable 
ddterminisme  m^canique  avec  Texistence  de  la  vie  et  la  libertä  morale,  Paris 
1878),  gehen  wir  hier  nicht  ein;  über  die  mathematische  Untersuchung  solcher 
singulärer  Lagen  eines  Systems  siehe  PaifUevi,  Lebens,  p.  662. 

36*)  F.  Klein,  Über  Arithmetisierung  der  Mathematik,  Gott.  Nachr.  1896,  p.  82. 

36^)  G.  Ä,  Maggi  in  den  Principii  del  movimento;  in  kinematischer  Hin- 
sicht vgl.  man  J.  Tanmery^  Deux  le9on8  de  cin^matique,  Ann.  ^c.  norm.  (8)  3 
(1886),  p.  43. 

36'')  H.  Poincari^  M^thodes  nouvelles  de  la  m^canique  Celeste,  2  Bde.,  Paris 
1892/93;  sur  les  ^quations  aux  d^riv^es  de  la  physique  math^matique,  Amer.  J. 
of  math.  12  (1896),  p.  220. 
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kontrollierbarer  Vorgänge  eine  hinreichend  begrenzte  Genauigkeit  be- 
sitzen*^*); Fr^en^  welche  gegenüber  der  gegenwärtigen  Neigung  der 
mathematischen  Antdyse  zu  möglich  abstraktester  Vertiefung  wichtig 
genug  sind,  um  eine  besondere  Behandlung  zu  verdienen^  und  in  um- 
fassender Weise  bisher  nicht  erörtert  zu  sein  scheinen. 

10«  Das  Homogeneitätspriiuiip.  Hierher  gehört  auch  das  Homo- 
geneitätsprinssip.  Die  Begriffe  der  Mechanik  erfordern  die  Festsetzung 
einer  Reihe  fundamentaler  Einheiten  (z.  B.  für  Länge  ^  Zeit^  Masse  in 
der  reinen  Kinetik)^  aus  denen  weitere  Begriffe  (wie  z.  B.  Qeschwindig- 
keity  Beschleunigung,  Kraft  etc.)  abgeleitet  werden.  Es  liegt  nun  in 
der  Natur  der  Sache,  dass  bei  vielen  Betrachtungen  Beziehungen 
zwischen  diesen  Begriffen  von  der  Wähl  dieser  Grundemheiten  unab- 
hängig sein  müssen.  Solche  Gleichungen  bleiben  daher  invariant,  wenn 
die  Fundamentaleinheiten  der  Mawshestimmung  durch  irgend  welche 
andere  unabhängig  von  einander  ersetzt  werden.  In  diesem  Charakter 
der  Invarianz  besteht  das  Frimip  der  Homogeneität^)]  durch  dasselbe 
wird  denjenigen  Gleichungen  der  Mecham'k,  welche  zur  Beschreibung 
von  den  gewählten  Einheiten  unabhängiger  Vorgänge  dienen  sollen, 
ein  formeller  Charakter  zugeschrieben,  der  sich  zur  Prüfung  solcher 
Gesetze  selbst  nützlich  erweist'^);  siehe  den  Artikel  Maass  imd  Messen, 
Band  V.  In  einer  etwas  anderen  Form  kommt  das  Prinzip  bei  der 
Untersuchung  dynamischer  Verhältnisse  als  Prinzip  der  ÄhnHehheit 
(principe  de  similitude)  zur  Verwendung  ^^').  —  Endlich  sei  noch  an  das 
Superpositionsprinzip,  als  einer  unmittelbaren  Folgerung  aus  den  Eigen- 
schaften der  Lösungen  linearer  homogener  Differentialgleichungen,  er- 
innert 


86^)  Man  vgl.  das  Gutachten  der  Philosoph.  Fakultät  zu  Göttingen  über 
die  zur  Erlangung  des  Beneke- Preises  für  1898  eingelaufenen  Arbeiten,  Gott. 
Nachr.  1901  und  Math.  Ann.  66  (1901),  p.  143. 

36)  Die  von  J.  B,  Fourier^  1822  (Oeuvres  1,  p.  137)  stammende  Lehre  von 
den  Dimensionen  hat  Poisson  zuerst  in  seinen  traitd  aufgenommen  (Mechanik  1, 
p.  23);  man  sehe  auch  MaocweU,  Elektricitüt  u.  Magnetismus  1,  §  3;  in  TT.  Voigt' s 
Kompendium  in  besonders  ausführlicher  physikalischer  Durchführung. 

37)  Über  die  Verwendung  des  Prinzipes  in  methodologischer  Hinsicht 
scheinen  auch  gegenwärtig  noch  Unklarheiten  zu  bestehen,  vgl.  z.  B.  die  Artikel 
von  F.  Pietzker  und  anderen,  ünterrichtsblätter  f.  Mathem.  u.  Naturwiss.  4  (1898), 
p.  64ffl;  6  (1899),  p.  31. 

37*)  Dasselbe  ist  von  Newton  zuerst,  Principia,  p.  294,  aufgestellt;  man 
▼gl.  J.  Bertrand  ^  J.  ^c.  polyt.,  cah.  32  (1848),  sowie  F.  Reech^  Cours  de  m^ca- 
niqae,  p.  2^6. 
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C)  HecliaiüsolL-plLysikalisclLe  Prinzipien« 

11.  Das  Kontinnitätepriiisip.  In  naher  Beziehung  stehen  zu  den 
mathematischen  Prinzipien  die  mechanisch-physikidischen,  insbesondere  die 
KonünuüätsJiypoihese,  die  man  über  die  Materie^,  die  bewegliehe  Sub- 
sta/My  zugrunde  legt.  Es  erscheint  nicht  angebracht,  hier  zu  erörtern, 
ob  die  Mechanik  ein  Interesse  daran  hat,  den  Begriff  der  Materie 
neben  dem  für  sie  allein  maassgebenden  der  Masse  beizubehalten.  Die 
Mechanik  geht  zunächst  von  dem  Begriff  des  moateridlen  JPwJdes^ 
d.  h.  eines  geometrischen  aber  vermöge  seiner  Masse  unserer  Beobach- 
tung zuganglichen  Punktes,  dann  Ton  dem  System  n  solcher  Punkte 
aus,  und  man  wird  geneigt  sein,  die  Yor^uige  bei  einem  beliebig 
grossen  n,  wenigstens  soweit  allgemeine  Theoreme  in  Frage  kommen, 
hiemach  zu  beurteilen.    Es  ist  aber  leicht  zu  sehen,  dass  man  auf 


38)  Dieser  nach  K.  Pearson,  Grammar,  p.  251,  ffir  die  Natorwissenschaft 
ganz  nutzlose  Begriff  ist  durch  Descartes  eingeführt  (vgl.  P.  Becky  Substanz  etc. 
Fnssn.  12,  p.  25).  Über  yerschiedene  Auffassungen  des  Begriffs  der  Materie  vgl. 
z.  B.  P.  G.  Tait,  Properties  of  matter,  Edinburgh  1885,  deutsch  von  G,  Siebert^ 
Wien  1888,  p.  18  n.  288. 

39)  Lagramge  kennt  die  Bezeichnung  „materieUer  Punkt^^  noch  nicht,  sondern 
gebraucht  dafür,  wie  EuUr,  der  in  seiner  Mef^ianica,  dem  ersten  Lehrbuch  der 
cmalytiisehen  Mechanik,  den  Pimkt  als  Elemeni  aller  dynamischen  Betrachtungen 
einführt,  und  d'Älembert  das  Wort  (petit)  corps,  das  an  die  Eorpuskulartheorieen 
des  18.  Jahrhunderts  (Hohbes)  erinnert;  Laplace  beginnt  ohne  n&here  Angabe 
die  Mdcanique  eheste  mit  dem  äqoilibre  du  point  mat^riel.  Mit  Recht  bemerkt 
ij,  Baur  (Mäcanique  2,  p.  6),  dass  die  prinzipieUen  Aussagen  der  Mechanik 
einen  deutlichen  Sinn  nur  fär  den  geometrischen  mit  Masse  behafteten  Punkt 
haben,  den  er  als  gtre  de  raison  bezeichnet,  so  auch  27i.  Despeyrous,  M^ 
canique  1,  p.  5;  daneben  wird  man  natürlich  gern  daran  festhalt^i,  dass  in 
Bezug  auf  mittlere  Abschätzungen  auch  kleine  Systeme  (Körper)  als  materielle 
Punkte  angesehen  werden  können,  so  lange  es  sich  nicht  um  rotatorische  Er- 
scheinungen an  denselben  handelt  (so  z.  B.  F,  Beech^  Cours  de  m^anique,  p.  39; 
Ä.  Föppl,  Mechanik  1,  p.  17).  Boltgfnann  versteht  unter  materieUen  Punkten 
„einzelne  aus  einem  Körper  herausgegriffene  Punkte"  (Mechanik,  p.  7);  bei 
Poisson  (Mechanik  1,  §  1),  Kirchhoff  (Mechanik,  p.  2)  ist  der  materielle  Punkt 
von  unendlich  kleiner  Dimension  (so  auch  C.  Neumann,  Leipz.  Ber.  39  [1887], 
p.  135),  eine  Bezeichnung,  die  nur  dann  Sinn  zu  haben  scheint,  wenn  man  das 
Unendlich-kleine,  das  doch  nur  ein  mathematischer  Hülfsbegriff  ist,  als  existie- 
rend ansieht.  Bei  H.  Besal  (M^canique  g^n^rale,  2.  ^d.  1,  p.  71)  heisst  es:  „on 
regarde  une  mol^cule  comme  im  point  gäom^trique  dit  mat^riel.  La  mati^re 
^tant  ind^structible,  eUe  ne  peut  se  diviser  ind^finiment,  son  demier  ^tat  de 
division  est  la  mol^cule.'*  Völlig  einwurfsfrei  ist  die  auf  dem  Begriffe  der  figura 
materiale  gegründete  Auffassung  bei  Maggi  (Principii,  p.  149),  der  auch  Love 
(Mechanics,  p.  85)  sich  anschliesst. 
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diesem  Wege  nicht  unmittelbar   zn   der  Yorstellong   der  Bewegung 
eines  kontinuierlich  mit  Masse  erfüllten  Raumes  kommt  ^). 

Übrigens  ist  es  für  die  mechanische  Auffassung  nicht  wesent- 
lieh,  ob  bei  der  Vorstellung  der  Kontinuität  die  Masse  so,  wie  die  naive 
Ansicht  es  sich  Ton  einer  Flüssigkeit  vorstellt;  den  Raum  erfiQlt; 
sondern  dass  aüe  bewegungsbesHmmenden  Merkmale  stetige  Funktionen 
des  Ortes  sind,  wobei  auch  an  beliebig  vielen  Stellen  noch  leere  Räume 
bleiben  können^^).  Die  Mechanik  der  Kontinua^^  beruht  demnach 
gegenüber  der  Mechanik  n-gliedriger  Systeme  auf  weit  engeren  mathe- 
matischen Voraussetzungen,  wie  z.  B.  erhellt,  wenn  man  die  Unter- 
suchungen über  das  Problem  der  n  Körper  mit  denen  der  Hydro- 
dynamik vergleicht;  sie  werden  im  wesentlichen  durch  Eüler'Q  Kon- 
tinuitatsgleichung  und  durch  den  Übergang  von  gewöhnlichen  zu 
partiellen  Differentialgleichungen  ausgedrückt. 

Diese  Kontinuitatsfragen  spielen  auch  eine  wesentliche  Rolle  in 
der  Entwicklung  der  Elastizitätstheorie^')  und  der  Kapillarität.  Die 
alte  Theorie  Navier's  erhielt  für  die  Druckkomponenten  sechsfache 
Summen,  die  Navier  durch  Integrationen  bestimmte**),  hierbei  wird 
aber  vorausgesetzt,  dass  die  Wirkung  unmittelbar  benachbarter  Teil- 
chen ebenso  verschwindet,  wie  ein  über  ein  beliebig  kleines  Gebiet 
erstrecktes  (uneigentliches)  Integral,  eine  Voraussetzung,  die  sich 
wenigstens  bisher  nicht  vollständig  hat  rechtfertigen  lassen*^). 


40)  Die  Mathematik  entwickelt  nach  Weierstrass  in  strenger  Weise  den 
Begriff  des  Eontinnnms;  vgl.  O.  Cantor,  Math.  Ann.  21  (1883),  p.  575,  vgl.  auch 
I  A  5,  p.  201. 

41)  Über  die  Frage,  ob  zur  Beurteilung  der  Eigenschaften  scheinbarer 
Kantinua  notwendig  die  Vorstellung  der  bis  ins  Unendliche  gehenden  Theilbar- 
keit  des  idealen  Baumes  herangezogen  werden  müsse,  vgl.  Mach,  Wärme- 
lehre, p.  71. 

42)  Über  die  Yorstellnng  des  Eontinuums  vgl.  Pearson,  Grammar,  p.  171. 
H.  Pomcari  zeigt  (Amer.  J.  of  math.  12  [1896] ,  p.  283) ,  wie  sich  beim  Übergang 
Tom  molekularen  zum  kontinuierlichen  Medium  die  gewöhnlichen  Differentialglei- 
chungen in  partielle  verwandeln:  „G'est  par  un  y^ritable  passage  ä  la  limite, 
qu^on  passe  en  suite  de  l'hypoth^e  moldculaire  ä  celle  de  la  mati^re  continue.*' 

unstetige  Funktionen  treten  dann  nur  noch  vermöge  der  Anfangszustände 
und  Grenzbedingungen  auf;  vgl.  Cauchy,  Memoire  sur  les  fonctions  discontinues, 
Paris  C.  B.  28  (1849);  p.  27  «  Oeuvres  (1)  9,  p.  120. 

48)  Poincari,  Amer.  J.  of  math.  12  (1896),  p.  290. 

44)  C,  L.  Noüier  (1821),  Paris,  M^m.  de  TAcad.  7  (1827),  p.  381. 

46)  Siehe  Cauehy,  Exerc.  1828  =  Oeuvres  (2)  8,  p.  236;  Boltzmann  erhebt 
denselben  Einwand  gegen  Gauss'  Molekulartheorie  der  Kapillarität,  Ann.  Phys. 
Chem.  141  (1870),  p.  582. 
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12.  Femewirkang  und  Feldwirkang.  Ausgehend  von  Giüäei^B 
einfacher  Beschreibung  der  Fallbewegungen  erweitert  sich  in  Newtons 
Prinzipien  die  Aufgabe  dahin,  vermöge  der  beschleunigenden  EriLfte, 
die  das  Gravitationsgesetz  liefert,  die  Bewegungen  der  Himmelskörper 
als  notwendige  Folge  der  allgemeinen  Mechanik  zu  erklären.  Diese  Me- 
chanik der  Femkräfte,  die  in  Laplace^s  Mecanique  eheste  sich  geradezu 
die  Aufgabe  stellt,  ciUe  Vorgänge  der  Natur  auf  Wirkungen  materieller 
Punkte  auf  einander,  wie  sie  nach  dem  Schema  des  Ghravitations* 
gesetzes  erfolgen,  zurückzufahren^^),  und  deren  mathematische  Form 
durch  Lagrange  ein  einheitliches  Gepräge  erhalten  hatte,  das  kaum 
noch  einer  weiteren  Vollendung  zu  bedürfen  schien,  feiert  ihre  grössten 
Erfolge  in  den  theoretischen  Resultaten,  welche  bis  in  die  fernsten 
Zeiten  den  Lauf  der  himmlischen  Körper,  wie  es  scheint,  voraussagen, 
ja  selbst  die  Entdeckung  bisher  unbekannter  veranlassen. 

Neue  Impulse  erhielt  die  Mechanik  der  Femkräfte  durch  die  er- 
folgreiche Anwendung  auf  die  Theorieen  des  Magnetismus  und  der 
Elektrizität,  welche,  durch  LapUice  und  Poisson  begonnen,  zuletzt  in 
dem  Tre6er'schen  Gesetze  ^^  gipfeln,  das  alle  Erscheinungen  auf  diesem 
Gebiete  durch  eine  fundamentale  Formel  begreifen  will. 

Es  ist  interessant,  die  Wandlungen  zu  verfolgen,  welche  die  Vor- 
stellung der  Femkräfte  im  Laufe  der  Zeit  erfahren  hat.  Galilei  steht 
in  seinen  Anschauungen  völlig  auf  dem  Boden  der  Erkenntmslehre 
Maxwell^ Sy  welche  überhaupt  keine  physikalischen  Theorieen,  sondern 
nur  eine  Beschreibung  der  VorpLnge  auf  Grund  der  notwendigen 
mathematischen  Relationen  geben  will*®).  Die  Theorie  der  Femkräfte 
fand  zuerst  lebhaften  Widerspruch*^.    Erst   durch   die  Erfolge    der 


46)  Laplace,  Mäc.  c^l.  1,  p.  1 :  „Je  me  propose  de  pr^enter,  sous  an  m&me 
point  de  vue  ces  th^ories,  dont  rensemble,  embrassant  tous  les  resultats  de  la 
grayitation  universelle  sur  Täquilibre  et  stur  les  mouvements  des  corps  .  .  .  forme 
la  mecanique  Celeste,   ü  importe  extr§mement  d'en  bannir  tout  empirique  .  .  .^* 

47)  W.  Weber,  Elektrodynamische  Maassbestimmungen,  Leipzig  1846.  Werke, 
6  Bde.,  Berlin  1891/94,  Bd.  3,  p.  132. 

48)  GcUüei,  II  saggiatore  (Opere  6,  p.  232):  La  filosofia  h  scritta  in  questo 
grandissimo  libro,  che  continuamente  ci  sta  aperto  innanzi  a  gli  occhi  (jo 
dico  runiverso),  mai  non  si  puo  intendere,  se  primo  non  s'impara  a  intender 
la  lingua  h  conoscer  i  caratteri,  nei  quali  h  scritto.  Egli  d  scritto  in  lingua 
matematica  ^  %  caratteri  sono  triangoli  cerchi  ed  altre  figure  matematiche. 

49)  Leihniz,  Mathem.  Schriften,  ed.  Gerhardt,  3,  p.  964:  Ita  quidquid  ex 
naturis  rerum  inexplicabile  est,  quemadmodom  attractio  generalis  materiae 
Neutoniana  aliaque  hujus  modi  vel  miraculosum  est  vel  absurdum.  Übrigens 
sagt  Newton  selbst  in  dem  bekannten  Brief  an  BenÜey:  Dass  ein  Körper  aus 
der  Feme  durch  ein  Vakuum  hindurch  .  .  .  einen  Körper  beeinflussen  könne, 
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astronomischen  Mechanik  gewöhnte  sich  das  Denken  an  das  his  über 
die  Mitte  des  19.  Jahrhunderts  herrschende  Dogma  derselben^). 

Indessen  ergab  sich  auch^  dass  keineswegs  zur  Untersuchung  der 
Verhaltnisse  kontinuierlich  ausgedehnter  Körper  immer  die  Theorie  der 
punktuellen  Femkrafte  erforderlich  ist.  Die  Theorieen  über  das  Gleich- 
gewicht und  die  Bewegung  der  Flüssigkeiten  sind  kaum  je  durch  solche 
Vorstellungen  beeinflusst  worden;  sie  zeigen,  dass  hierbei  derartige  An- 
sichten ganz  überflüssig  sind,  und  dass  es  sich  nur  um  Differential- 
gleichungen handelt,  welche  für  die  unmittelbar  benachbarten  Teilchen 
die  Veränderung  der  Lage  charakterisieren.  Allerdings  verwendet  die 
Theorie  der  Flüssigkeiten  den  Begriff  des  inneren  Druckes,  über  den 
auch  wohl  ofk  solche  Spekulationen  angestellt  werden,  doch  tritt  der- 
selbe schon  bei  Lagrange  in  Form  des  analytischen  im  Variations- 
problem anzuwendenden  Faktors  k  auf,  der  ein  völlig  abstraktes  Ele- 
ment der  Beschreibung  wird.  Auch  die  Eapillaritätserscheinungen, 
welche  von  Lapiace  und  Gauss  ^^)  nach  dem  Prinzip  der  Femkraft- 
wirkungen  erklärt  werden,  lassen  sich  einfacher  durch  solche  Diffe- 
rentialformeln darstellen. 

Von  entscheidender  Bedeutung  aber  wurde  die  Elastizitätstheorie. 
Freilich  gewinnt  auch  hier  Navier^^')  die  Gleichungen  der  elastischen 
Medien  auf  Grund  von  molekularen  Anschauungen,  aber  Catuihy^s 
Arbeiten  zeigen,  dass  es  sich  hier  nur  im  Sinne  Faraday^B  um  Feld- 
mrhmgen  handelt,  durch  welche  die  Vorgänge  in  der  Nähe  eines 
jeden  Punktes  ganz  unabhängig  von  solchen  Hypothesen  beschrieben 


ift  fOr  mich  eine  so  grosse  Absurdität,  dass  ich  glaube,  niemand,  der  in  philo- 
sopfaisclien  Dingen  hinlängliche  Denkfähigkeit  besitzt,  kann  jemals  darauf 
▼er£Edlen.  (Vierter  Brief  an  B.  BenÜey,  25.  Febr.  1698,  vgl.  F.  Bosenberger, 
Newton,  p.  867.)  Über  die  Lehre  von  der  Femewirkung  in  historischer  Be- 
liehnng  vgl.  auch  J.  C.  F.  ZöUner,  Wissenschaftliche  Abhandlungen,  4  Bde., 
Leipzig  1878,  insbes.  Bd.  1,  p.  16;  2,  p.  1  u.  181. 

60)  E.  du  Boia-Beymond ,  Über  die  Grenzen  des  Naturerkennens,  Beden  1, 
p.  105,  bezeichnet  noch  1872  als  Erkenntnis  der  Natur  die  Auflösung  aller  Yor- 
gftnge  in  mit  Zentralkräfben  begabte  Atome,  wie  sie  systematisch  zuerst  B. 
O.  Baseavich,  Theoria  philosophiae  naturalis,  Yenet.  1758  gelehrt  hatte  (vgl. 
auch  G.  Th.  Fechner,  die  physikaliBche  und  philosophische  Atomenlehre,  Leipzig 
1864,  p.  153  u.  289).  Yon  diesem  Ideal  des  Xop^oos'schen  Geistes  (Essai  philo-' 
sof^qne  sur  les  probabilit^s  1814  «»  Oeuvres  7,  p.  YI)  sind  wir  gegenwärtig 
weiter  entfernt,  wie  je  zuvor.    Ygl.  J,  Larmor,  Aether  and  matter,  p.  272. 

61)  Laplaee,  Theorie  de  Taction  capillaire,  M^c.  Celeste  4;  Gauss,  Prin- 
cipift  generalia  theoriae  figurae  fluidorum  1829  »=  Werke  5,  p.  29.  Ygl.  VoUcnuimn, 
Theoret.  Physik,  p.  240;  desgl.  Fussn.  45. 

51*)  Siehe  Fussn.  44,  dann  die  Historical  introduction  der  theory  of 
elaiticity  von  Lave,  1,  p.  1—34;  2,  p.  1—24. 
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werden  können.  So  gewinnt  Ccmchy  neben  den  Drackkomponenten, 
die  thatsachlich  nur  noch  an  das  Vorhandensein  eines  schief  zur  Tren- 
nungsfläche gerichteten  Druckes ^^  anknüpfen^  und  die  gegenwärtig 
als  stress  oder  Spcmnung  bezeichnet  werden,  mittelst  des  Deformations- 
ellipsoides  die  Komponenten  der  Deformation,  des  sirain  oder  der 
elastischen  Formänderung.  So  wird  die  Mechanik  der  physikaUschen 
Körper  zur  AnaJysis  von  ^e^  und  strain^^)  bezw.  der  Beziehung 
zwischen  beiden  Gh'össensystemen;  damit  gelang  es  auch,  die  irrtüm- 
lichen Folgerungen  der  alten  Ncmer-Poisson^sciieji  Theorie  zu  beseitigen 
und  eine  viel  allgemeinere  und  zutreffendere  Ansicht  über  das  Wesen 
der  elastischen  Konstanten  zu  gewinnen^). 

Der  mathematisch  physikalische  Takt,  der  offenbar  bei  der  Hand- 
habung  der  Feldwirkung  erforderHch  wird,  hat  sich  freiKch  an  den 
Leitmotiven  der  Molekulartheorieen  herangebildet,  und  erscheint  noch 
weit  mehr  in  Anspruch  genommen  bei  den  durch  Faradajfs  Ideen 
veranlassten  Theorieen  MaxwdPs,  die  in  den  letzten  30  Jahren  der 
Lehre  von  der  Feldwirkung  ^'^)  die  entscheidende  Stellung,  welche  sie 
gegenwärtig  einnimmt,  verliehen  haben.  In  pragnanter  Weise  kommt 
diese  Darstellimg  zum  Ausdruck  in  der  Mechanik  der  deformierbaren 
Körper  des  Treatise  von  Thomson  und  Tait,  sowie  in  der  JTerte'schen**) 
Entwicklung  von  Maxwell^ b  Grundgleichungen. 

Die  allgemeinen  Ansichten  über  den  erkenninistheoretischen  Wert 
der  atomisHschen  VorsteUtmg,  die  durch  Femkräfte  verbundene  mate- 
rielle Punkte  annimmt,  und  der  phänomenologischen  Auffassung  des  Kon- 
tinuMms  werden  dadurch  auch  gegenwärtig  nur  mittelbar  beeinflusst.  Es 
ist  hier  nicht  der  Ort,  auf  diese  zum  Teil  von  der  Individualität  des 
einzelnen  Forschers  abhängigen  Fragen  einzugehend^).    Entscheidend 


52)  So  Cauchy  schon  1828  im  Paris,  Soc.  Philom.  Bull.  -«  Oeuvres  (2)  8 
(noch  nicht  erschienen);  vgl.  Exercices  1827  »=  Oenvres  (2)  7,  p.  61. 

58)  Diese  Bezeichnungen  von  Ba/nkine  (Gambr.  and  Dubl.  Math.  J.  1851  = 
Mise,  scientific  papers,  London  1881^  p.  68;  Lond.  Boy.  Soc.  Proc.  1855,  p.  119). 

54)  Poisson^  Paris,  M^m.  de  TAcad.  18  (1842),  p.  3,  hat  freilich  allgemeinere 
Annahmen  gemacht,  welche  diese  Mängel  beseitigen  sollen;  durch  W.  Voigfs 
Annahme  von  molekularen  Drehongsmomenten  wird  dies  allerdings  erreicht, 
Gott.  Abh.  84  (1887),  p.  11.  * 

55)  So  MaxweU  seit  1864  in  der  Dynamical  theory  of  the  electromagnetic 
field  =  Papers  1,  p.  256.     W.  Thomson,  Phil.  Mag.  (4)  1  (1851),  p.  179. 

56)  Hertz,  Gott.  Nachr.  1890,  p.  106. 

57)  H.  Fomcari,  ^lectricitä  et  optique,  introd.  p.  VI:  „Les  anciennes 
th^ories  de  la  physiqne  noas  donnaient  une  satisfaction  compl^te;  ils  semblent 
vouloir  donner  ä  chacone  des  branches  de  la  physique  la  m^me  pr^sion,  qu'ä 
la  mäcanique   Celeste."    Nach  Böltzmann  (Yerhandl.  deutscher  Naturf.,  Leipzig 
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wird  diejenige  Ansicht  sein,  welche  die  grössten  Erfolge  aufzuweisen 
hat  Der  Physiker  wird  nicht  im  Zweifel  sein,  wo  dieselben  liegen ;  doch 
ist  zn  bemerken,  dass  gerade  fiir  das  klassische  Beispiel  der  Feme- 
wirkung,  die  Gravitation,  sich  bisher  keine  allgemein  befriedigende  Ab* 
leitung  aus  der  Vorstellung  einer  kontinuierlich  verbreiteten  Materie  er- 
geben hat.  Wer  vermag  überhaupt  zu  sagen,  ob  die  phänomenologische 
AufiEEtfsung  sich  nicht  zu  einer  psychologischen  umgestalten  kann, 
welche  an  Stelle  scheinbar  kontinuierlicher  Vorgänge  Mittelwerte  aus 
diskontinuierlichen  Prozessen  setzt;  Vorstellimgen,  welche  in  der  mecha- 
nischen Theorie  der  Guse  bereits  weitläufig  ausgebildet  vorliegen,  und 
auch  in  anderen  allgemeinen  Ideen  der  Gegenwart  verbreitet  er- 
scheinen. Bei  einer  exakten  Verfolgung  derselben  gewinnen  die  Unter- 
suchungen der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  eine  hervorragende  Bedeu- 
tung, die  auch  für  die  prinzipielle  Auffassimg  der  rationellen  Mechanik 
in  Betracht  kommen  kann.  Wir  treten  indes  auf  dieselben  hier  nicht 
ein,  da  sie  in  systematischer  Weise  in  der  letzteren  bisher  nicht  auf- 
genommen sind,  und  verweisen  auf  IV  26,  sowie  auf  Band  V. 

Auf  die  eigentlich  energetische  Phänomenologie  hier  schon  näher 
einzugehen,  ist  nicht  unsere  Absicht.  Während  die  alte  Femewirkung 
auf  Grund  expliciter  Krafiformeln,  die  meist  mit  Hilfe  von  dreifachen 
Integralen  gewonnen  werden,  die  Bewegung  der  kleinsten  Teilchen  der 
Materie  zu  erforschen  sucht  ^),  setzt  die  Feldwirkung  an  die  Stelle 
Relationen  zwischen  IHfferentialausdrücken,  welche  die  Beziehungen 
zwischen  den  benachbarten  Teilchen  regeln,  ohne  dass  solche  zu  den 
anderen  Teilen  des  Raumes  bekannt  zu  sein  brauchen.  Noch  ein  dritter 


1900,  p.  112)  ist  die  „alte*^  Mechanik  die  einzige,  welche  klare  Yorstellnngen 
enthält;  derselbe  macht  (Über  die  ünentbehrlichkeit  der  Atomistik  in  der 
Katarwissenschaft,  Ann.  Phys.  Chem.  (2)  60  [1897],  p.  281)  das  Argoment  gel- 
tend, dass  die  Beschreibung  des  kontinuierlichen  Mediums  durch  Differential- 
gleichungen einen  Sinn  nur  vermöge  des  Grenzüberganges  von  atomistischen 
Vorstellungen  aud  hat. 

Das  Entgegengesetzte  behauptet  Volkmann  (Ober  die  notwendige  und  nicht 
notwendige  Verwertung  der  Atomistik  in  den  Naturwiss.,  Ann.  Phys.  Chem.  (2)  61 
(1897),  p.  196),  obwohl  (Theor.  Physik,  p.  242)  fär  gewisse  physikalische  Vor- 
ginge atomistische  Bilder  bis  jetzt  noch  wesentlich  erscheinen. 

Nach  ilfoc^,  Wärmelehre,  p.  428,  ist  der  Atomismus  der  Versuch,  die  Sub- 
stanzTorstellung  in  ihrer  naivsten  und  rohesten  Gestalt  zur  Grundlage  der 
Fhyaik  zn  machen.  Über  die  gegenwärtigen,  vielfach  zwischen  atomistischen 
Vorstellungen  und  der  Voraussetzung  des  Eontinuums  schwankenden  physika- 
lischen Theorieen  vgl.  das  Beneke-Freia  Gutachten  der  Göttinger  Philos.  Fakultät, 
Qöit.  Nachr.  1901  und  Math.  Ann.  55  (1901),  p.  143. 

68)  HerUs,  Mechanik,  p.  15,  beschreibt  sehr  anschaulich  den  nicht  nur 
mathematiseh  komplizierten  Charakter  dieser  Anschauung. 
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Standpunkt  ist  möglich:  der,  mit  Hilfe  von  Integralformel/n  die  be- 
stimmenden Verhältnisse  ganzer  Systeme  zu  anderen  auszudrücken^ 
ohne  dabei  auf  die  Zunschenzustände  achten  m  müssen^  welche  dabei 
jene  Systeme  durchlaufen  haben.  Dies  ist  die  Richtung^  nach  der  sich 
die  energetische  Beha/ndlungsweise  der  Mechanik  ^%  wenigstens  in  ihrer 
methodologischen  Form^  entwickelt  hat. 


ni.  Die  OnmdbegrUfe  der  Mechanik. 

A)  Phoronomische  Grundbegriffe. 

13.  Die  Ansohauiingen  von  Baum  und  Zeit.  Die  Ghnndbegriffe 
der  Mechanik  sind  zunächst  rein  phoronomischer  Art,  insoweit  sie  den 
blossen  Bewegungsrorgang^^)  in  Baum  und  Zeit  betrefiPen;  man  kann 
es  als  ein  Axiom  ansehen^  dass  jede  Ortsveränderung  nur  in  der  Zeit 
vor  sich  geht^).  Dass  alle  Bewegungen  stetige  Ortsveranderungen 
sind;  denen  stetig  sich  ändernde  Zeitwerte  entsprechen,  scheint  zu 
unseren  fundamentalsten  Anschauungen  zu  gehören^*).  Die  Zeit  er- 
scheint dabei  zunächst  als  eine  stets  wachsende  Yariabele,  doch  findet 
die  Betrachtung  negativer  Zeitgrössen,  besonders  in  der  Mechanik  um- 
kehrbarer Prozesse,  fortwährend  Anwendung  ^^).  Es  lässt  sich  natür- 
lich eine  reine  Bewegungslehre  denken,  welche  der  Geometrie  völlig  an 
die  Seite  zu  stellen  ist  und  mit  dem  abstrakten  Raum,  als  dem  Sub- 
strat aller  geometrischen  Konstruktion  und  den  abstrakten  Zeitgrössen, 
welche  dann  die  Rolle  einer  vierten  Yariabeln  spielen,  operiert®^).   Aber 

68»)  Siehe  Nr.  47. 

69)  Vgl.  im  folgenden  namentlich  L.  Lange,  BewegongsbegrifF,  Leipzig  1886. 

60)  So  schon  Jak.  Hermann  in  seiner  Phoronomia,  Amstelod.  1716,  p.  1, 
einer  im  Anschlnss  an  Newton'a  Principia  abgefassten  Dynamik  der  festen  und 
flüssigen  Körper. 

60*)  W.  K,  Clifford  entwickelt  gelegentlich,  Lectnres  and  essays  1, 
p.  112,  auf  Grand  bekannter  optisch-physiologischer  Erscheinungen  die  Vor- 
stellung, dass  die  Zeit  ans  diskreten  Momenten  besteht,  denen  ebenso  diskrete 
Positionen  der  „bewegten"  Körper  entsprechen. 

60^)  Übrigens  kann  auch  die  Anwendung  imaginärer  Zeitgrössen  als  spe- 
zieller Fall  von  projektiven  Transformationen  nützlich  werden,  vgl.  z.  B.  P.  Äppdl^ 
Sur  une  interpr^tation  des  valeurs  imaginaires  du  temps  en  m^canique,  Paria  C. 
R.  87  (1878),  p.  1074,  auch  L.  Lecomu,  ibid.  110,  p.  1244;  P.  Painlev^,  LeqoTOB 
sur  Tint^grat.,  p.  226.  Die  EinfEihrung  imaginärer  Zeiten  wird  vom  rein  mathe- 
matischen Gresichtspimkt  aus  schon  bei  ganz  einfachen  Problemen  nötig,  wenn 
man  die  Koordinaten  als  eindeutige  analytische  Funktionen  allgemein  darzustellen 
wünscht;  vgl.  z.  B.  F.  Klein,  The  mathematical  theory  of  the  top,  Princeton 
lectures,  New-York  1897,  p.  83,  62. 

61)  Die  Idee  einer  solchen  Bewegungslehre  (Phoronomie,  Kinematik),  welche 
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dann  fehU  der  prinzipielle  Zusammenhang  mit  der  Mechanik  der  Wirk- 
lichkeitf  in  der  doch  die  Bewegungen  ihrem  zeitlichen  Verlaufe  nach 
erkannt  werden  solleij*^'). 

Newton  sah  sich  daher  veranlasst;  sowohl  dem  Baume  als  der 
Zeit  eine  allerdings  transcendente  Bealität  beizulegend^).  Der  Neuh 
^'sche  absolute  Baum  ist  ein  immaterielles  Medium^  an  sich  unbe- 
weglich und  unerkennbar^),  das  gleichwohl  das  feste  Bezugsystem 
f£lr  alle  Bewegungen  abgeben  soll,  und  die  absolute  Zeit  ist  einer 
Normtduhr  zu  vergleichen,  die  alle  Yor^^Lnge  mit  ihrem  Pendelschlag 
begleitet.  Die  in  dieser  Vorstellung  liegenden  Schwierigkeiten  wurden 
schon  von  Euler  sehr  deutlich  ausgesprochen,  während  man  sich  später 
daran  gewöhnte,  über  sie  als  unvermeidliche  hinwegzusehen;  so  wird 
es  zur  stehenden  Redensart  in  der  Mechanik^)  „on  ne  definit  ni  le 

man  oft  auf  Ä.  M.  Ämph'e,  Essai  sur  la  Classification  des  sciences,  2  Bde.,  Paris 
1834—48;  1,  p.  50,  zurückfiihrt,  ist  schon  in  Kanfa  metaphysischen  Anfangs- 
grOnden,  1786,  ausgesprochen.  —  Vom  Standpunkt  des  reinen  Analysten  sagt  z.  B. 
Lagrange,  Theorie  des  fonctions,  6d,  2  (1813),  p.  311 :  Ainsi  on  peut  regarder  la 
m^canique  comme  une  gäom^trie  ä  quatre  dimensions  et  Tanalyse  m^canique 
comme  une  eztension  de  Tanalyse  g^om^trique.  Derartige  Ansichten  bestehen 
auch  noch  gegenwärtig,  vgl.  z.  B.  O.  Rausenberger ,  Analyt.  Mechanik,  p.  1. 
Man  kann  natürlich  auch  den  Weg  einschlagen,  zuerst  ein  widerspruchsloses, 
völlig  abstraktes  Bild  der  Erscheinungen  vermöge  der  geometrisch-mechanischen 
Fundamentalbegriffe  zu  entwickeln,  und  dann  die  weiteren  Bestimmungsweisen 
einzufShren,  welchen  letztere  in  Bücksicht  auf  die  Möglichkeit  einer  Beziehung 
auf  die  Wirklichkeit  unterworfen  werden  müssen;  bei  dieser  Anordnung  würde 
die  reine  Bewegungslehre  z.  B.  eine  andere  systematische  Stellung  einnehmen. 
Dies  ist  die  von  Hertz  ^  Mechanik,  p.  63  und  167  scharf  festgehaltene  An- 
schauung. 

61*)  Die  Disziplin  der  Kinematik,  vgl.  IV  4,  kann  sich  natürlich  auf  diesen 
abstrakten  Zeitbegriff  als  methodisches  Hülfsmittel  bei  ihren  Beweisen  stützen. 
Sie  bildet  einen  wichtigen  Teil  der  descriptiven  Mechanik,  die  seit  Poncelet^s 
Vorlesungen  (1836)  sich  zur  graphischen  Darstellung  von  Geschwindigkeiten  und 
Beschleunigungen  (in  Bezug  auf  letztere  bei  B,  ProeU,  Versuch  einer  graphi- 
schen Dynamik,  Leipzig  1874)  und  damit  zu  der  Idee  einer  graphischen  Dynamik 
sich  fortbildet,  deren  allgemeine  Ziele  freilich  erst  neuerdings  durch  JT.  Heun 
skizziert  sind  {K,  Heun,  Die  kinetischen  Probleme  der  wissenschaftlichen  Technik, 
Deutsche  Math.-Ver.  9  (1900),  p.  112).  Ä.  Schönflies  entwickelt  den  Begriff  einer 
reinen  Geometrie  der  Bewegung  in  synthetischer  Darstellung,  Leipzig  1886, 
welche  die  Begriffe  G^chwindigkeit  und  Beschleunigung  in  den  Beweisen  ver- 
meidet. 

62)  Newton,  Principia,  p.  6—7;  vgl.  Lange,  p.  47-- 72;  Laplace  beginnt 
die  M^caniqne  c^.  p.  4  mit  den  Worten :  On  s'imagine  im  espace,  sans  bomes, 
immobile  et  p^ötrable  pour  la  matiäre,  c'est  aux  partiees  de  cet  espace  rM 
ou  idM  que  nous  rapportons  par  la  pensie  la  position  des  corps. 

63)  Newton,  Princ.  p.  7:  Verum  quoniam  hae  spatii  partes  videri  nequeunt. 

64)  Newton,  Princ.  p.  6:  Nam  tempus  spatium  locum  et  motnm  ut  omni- 
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temps  ni  l'espace'';  höchstens  hielt  man  es  f&r  notig,  den  Begriff 
gleicher  Zeiten  zu  erörtern. 

Aber  seit  Kcmt^^)  ist  die  Erkenntnis  allgemein  durchgedrungen, 
dass  Raum  und  Zeit  Formen  unserer  Anschauung  sind,  denen  nur 
transcendentale  Realität  zukommt,  und  an  dieser  Einsicht  werden  auch 
alle  tiefem  psychologisch-physiologischen  Erkenntnisse  über  den  Pro- 
zess  der  Entstehung  und  weiteren  Ausbüdung  dieser  Anschauungs- 
formen nichts  ändern«»).  Damit  ist  aber  zugleich  ausgesprochen,  dass 
man  von  Bewegung  im  mechanisch  mathematischen  Sinne  nur  reden 
kann,  wenn  man  ein  Koordinatensystem  angiebt,  in  Bezug  auf  das 
die  Lage  des  sich  bewegenden  Punktes  definiert  ist^^). 

Schon  Efder^'')  spricht  es  vollkommen  klar  aus,  dass  alle  Be- 
wegung, d.  h.  Ortsveranderung,  nur  relativ  sei,  freilich  nicht  ohne 
hinzuzufügen,  dass  man  doch  an  der  absoluten  Bewegung  festhalten 


> 


bns  notissima  non  definio;  Paisson,  M^canique  1,  §  112:  Duhamel,  Mdcaniqne  1, 
p.  3:  „La  notion  de  temps  est  nne  de  Celles,  qni  ne  sont  pas  suscepUbles  de 
d^finition,  mais  ce  qu*il  faut  d^finir,  c^est  T^galit^  des  temps.'* 

Allerdings  ist  es  ein  naives,  des  wissenschaftlichen  Betriebes  unkundiges 
Verlangen,  alles  definieren  zu  wollen  {Ihltzmann,  Wien.  Ber.  106  (1897),  p.  88). 
Wenn  es  aber  auch  nicht  die  Aufgabe  der  einzelnen  Wissenschaft  ist,  durch 
psychologische  Analyse  ihre  Begriffe  vollständig  zu  definieren,  so  muss  sie  doch 
jedenfiEklls  den  ihr  eigentümlichen  Siwn  derselben  genau  bezeichnen. 

64*)  Die  Ansicht,  dass  Raum  und  Zeit  keine  objektive  Realität  besitzen, 
ist  natürlich  weit  älter,  ab  Kcmt^B  Kritik  der  reinen  Vernunft  (1781).  Schon 
Iluler  polemisiert  (Reflexions  sur  Tespace  et  le  tems,  Berlin,  M^m.  de  FAcad. 
1748,  p.  324),  gegen  die  „Metaphysiker'',  welche  dieser  Ansicht  waren,  die  ihm 
für  die  Mechanik  unannehmbar  erschien.  Nach  dem  auf  JTant^s  Terminologie« 
zurückgehenden  Gebrauche  bezeichnet  man  als  transcendent  Gegenstände,  die 
jenseits  der  Grenzen  der  Erfahrong  liegen,  dann  auch  Behauptongen,  die  sich 
auf  solche  Gegenstände  beziehen.  Transcendentale  d.  h.  die  Voraussetzungen 
der  Erkenntnis  betreffend,  heissen  dagegen  Untersuchungen,  die  sich  auf  solche 
Voraussetzungen  beziehen,  sowie  diese  letzteren  selbst.  Die  Lehre  von  dem 
Vorhandensein  eines  absoluten  Raumes,  einer  absoluten  Zeit,  ist  hiemach  eine 
transcendente;  die  Lehre  von  der  Idealität  von  Zeit  und  Raum  eine  transcen- 
dentale. 

66)  Dagegen  fällt  mit  der  Beseitigung  der  JTant'schen  Lehre  von  der  Aprio- 
rität  des  Raumes  und  der  Zeit  in  dem  Sinne,  wie  ihn  Kant  selbst  gewollt 
hat,  auch  das  Dogma^  dass  in  der  Mechanik  nur  das  als  zeitlich  und  räumlich 
Aufgefasste  als  objektiv  wahr  anzusehen  sei;  vgl.  P.  Beck,  Diss.  p.  37. 

66)  Vgl.  Pearson,  Grammar,  p.  238.  Die  Frage  nach  dem  transcendentalen 
Charakter  der  Bewegong  überhaupt  (vgl.  z.  B.  Ä,  Höfler,  Studien,  p.  127,  138) 
berühren  wir  nicht;  sie  gehört  nicht  in  die  Mechanik. 

67)  Euler e  Theoria  motus  (1765);  desgl.  Reflexions  sur  Tespace  et  le  tems, 
Berlin,  M^m.  de  TAcad.  1748,  p.  324  Über  Euler'B  Ansichten  vgl.  Lange, 
Bewegung^begriff,  p.  87 — 97. 
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müsse*®).  Weit  scharfer  sagt  Kant^^):  „Der  absolute  Raum  ist  an  sich 
nichts  und  gar  kein  Objekt^ . . .  sondern  bedeutet  nur  einen  jeden  einzel- 
nen relativen  Raum . . .;  den  ich  mir  über  jeden  gegebenen . .  hinausrücke. 
Ihn  zum  wMclichen  Dinge  zu  machen . .  ^  heisst  die  Vernunft  in  ihrer  Idee 
missverstehen",  will  aber  gleichwohl  die  Rotationsbewegung  als  etwas 
Wirkliches  ansehen.  Obwohl  sich  von  Seiten  der  Mathematik  die  Lehre 
von  der  relativen  Bewegung'®)  zu  grösster  Vollkommenheit  ausbildete, 
blieb  doch  für  die  Mechanik  die  Voraussetzung  des  ahsolut  festen  Ko- 
ordinatensystems'^^) (sowie  auch  der  absoluten  Zeit,  in  die  noch  dazu 
astronomische  Erörterungen  über  das  Maass  der  Zeit  in  unklarer  Weise 
eingemischt  werden)  bestehen. 

Duhamel  und  C.  Neumann  haben '^*)  in  nachdrücklicher  Weise  auf 
diese  Mängel  aufs  neue  aufmerksam  gemacht.  Nach  Neum^nn  ist  das 
Prinzip  der  Trägheit  völlig  unverständlich'*),  wenn  nicht  hinzugefügt 
wird,  in  Bezug  auf  welches  Koordinatensystem  sich  der  „sich  selbst 
überlassene^  materielle  Punkt  geradlinig  bewegt  und  was  gleichförmige 
Bewegung  ist;  man  muss,  um  diese  Aussagen  verstehen  zu  können, 
einen  hypostasierten  unbewegHchen  Raum"),  „den  starren  Körper  A« 


68)  Theoria  motus,  §  81. 

69)  Kant,  Metaph.  Anfangsgründe,  Wiener  Ausgabe,  p.  16;  bei  Lange, 
p.  97—108. 

70)  G.  Coriolis,  J.  ^c.  polyt.  cah.  24  (1836),  p.  142. 

71)  So  z.  B.  F.  Minding^  Mechanik,  p.  1 :  „Es  ist  klar,  dass  jedem  Körper 
eine  absolute  Bewegung  zukommt.^*  Dagegen  kann  man  sich  mit  der  Äusse- 
rung von  JS.  Hoppe  (Archiv  f.  Math.  (2)  16  [1898],  p.  8)  die  Auffassung  der  Be- 
wegung ab  absolute  sei  eine  Bedingung  der  Erkenntnis,  noch  immer  einver- 
standen erkl&ren,  auch  wenn  man  die  Relativität  der  Bewegung  völlig  zugiebt. 

72)  J.  M,  C.  Duhamel,  Sur  les  principes  de  la  science  des  forces,  Paris, 
C.  B.  69  (1869),  p.  773  und  ausführlicher  in  den  Mäthodes  4  (1870),  p.  464  sagt: 
Le  mouvement  absolu  g^n^ralement  admis  jusqu'ici  est  une  pure  c^tm^«,  fond^e 
sur  nne  autre  chim^re,  celle  d'un  espace  ^temel  et  absolu.  Nous  avons  encore 
k  combattre  une  conception  aussi  chim^rique  que  celle  de  Tespace,  qui  fait  du 
temps  un  dtre  r^el  n^cessaire  ind^pendant  de  toute  crdation;  vgl.  auch  daselbst 
p.  824  und  XYI  im  avant-propos.  Die  Ansichten  DuhameVs  scheinen  weniger 
beachtet  zu  sein.  F,  Beech,  Cours  de  m^anique,  Paris  1862,  äussert  sich  schon 
frfiher  folgendermassen:  Cette  loi  d'inertie  ne  sera  plus  un  principe  ni  un  fait 
d^exp^rience ,  mais  une  pure  Convention,  und  will  die  Statik  begründen,  sans 
qnil  jamais  il  faille  invoquer  ni  Thypothäse  de  la  rigidit^  des  corps,  ni  celle 
d*un  ^tat  absolu  de  repos,  ni  celle  d'un  ^tat  absolu  de  mouvement  rectiligne 
uniforme  dans  Fespace.  Übrigens  entwickelt  Th,  Young  in  seinen  Lectures  1, 
p.  18  und  2,  p.  27  ausftthrlich  ganz  ähnliche  Gesichtspunkte  wie  Duhamel.  — 
C.  Neumaim,  Die  Prinzipien  der  Galilei -Newton'schen  Theorie,  Leipzig  1870. 

78)  Neumann,  Prinzipien,  p.  14. 
74)  Neumann,  Prinzipien,  p.  16. 
Kaoyklop.  d.  in«fh.  WiMOUGh.    IV  1.  8 


34  lY  1.   ^.  Voss.   Die  Prinzipien  der  rationellen  Mechanik. 

als  existierend  annehmen,  dessen  drei  Hauptträgheitsaxen  die  Eoordi- 
natenaxen  liefern.  Dagegen  schien  ihm  im  Zusammenhange  dieser 
Auffassung  eine  neue  Wendung  für  das  Zeitmaass  zu  gelingen:  Je  zwei 
sich  selbst  überlassene  materielle  Punkte  bewegen  sich  so,  dass  gleichen 
Wegstrecken  des  einen  stets  gleiche  des  anderen  korrespondieren^^). 
Bezeichnet  man  dann  die  Zeiten,  in  denen  der  eine  gleiche  Strecken 
zurücklegt,  als  gleichy  so  spricht  das  Trägheitsgesetz  die  Behauptung 
aus,  dass  jeder  sich  selbst  überlassene  Punkt  gleichförmig  und  gerad- 
linig fortschreitet'^. 

14.  Die  Zeitanecuning.  D'Älembert'^'^)  suchte  eine  metaphysische 
Definition  gleicher  Zeiten  zu  gewinnen:  Gleiche  Zeiten  sind  solche,  in 
denen  identische  Körper  identische  Bewegungsvorgänge  unter  identi- 
schen Umstanden  ausführen.  So  anschaulich  diese  Definition  zu  sein 
scheint  —  man  denkt  dabei  etwa  an  ein  mathematisches  Pendel,  das 
in  gleichen  Elongationen  schwingt  — ,  so  muss  dabei  doch  schon  die 
erkennbare  Identität  der  Wirkungen  vorausgesetzt  werden. 

Diese  Schwierigkeit  hängt  eng  zusammen  mit  der  Voraussetzung 
des  unbeeinflussten  Bezugsystems,  die  sowohl  der  Netmiann^Bchen,  als  auch 
späteren  Auffassungen  (Lange,  Streintz)  zugrunde  liegt,  bezw.  des 
materiellen  Punktes.  Man  wird  vielleicht  sagen,  ein  Punkt  sei  dann 
unbeeinflusst,  wenn  er  durch  keine  Lagenveränderung  der  ausser  ihm 
vorhandenen  Körper  irgend  welche  Änderungen  seines  Bewegung«, 
zustandes  erfahrt'^).  Aber  der  letztere  kann  doch  schliesslich  nur 
durch  das  Fehlen  von  Unterschieden  in  den  Koordinaten  und  G^ 
schwindigkeiten,  d.  h.  durch  zeitliche  Bestimmungen  erkannt  werden, 
setzt  also  schon  das  Zeitmaass  voraus. 

So  scheint  man  sich  in  der  That  immer  weiter  in  unauflösliche 
Widersprüche  zu  verlieren.   Ein  Ausweg  scheint  hier  nur  möglich,  wenn 


76)  Neumann,  Prinzipien,  p.  18. 

76)  Neumann* %  Zeitvorstellung  auch  bei  Maxwell,  Substanz  und  Be- 
wegung, p.  35. 

77)  d'ÄlembeH,  Trait^  2.  ^d.  (1758);  in  der  Übers,  v.  Ä.  Korn,  Ostwald 
E.  B.,  Nr.  106,  findet  sich  diese  Stelle  nicht;  ähnlich  auch  Poisson,  Mdcanique 
2,  §  111,  von  dessen  Auffassung  sich  H.  Streintz  (Grundlagen,  p.  85)  befriedigt 
erklärt.  Etder  sagt  einfach,  Theoria  motus,  §18:  Was  gleiche  2^iten  sind,  sieht 
ein  jeder  ein,  auch  wenn  vielleicht  nie  in  beiden  gleiche  Änderungen  eintreten, 
aus  denen  auf  jene  Gleichheit  geschlossen  werden  könnte.  Die  d'Älemherf  sehe 
Auffassung  findet  sich  weit  vollständiger  schon  von  J.  Locke  (1690)  entwickelt. 

78)  P.  Duhem  (Commentaire  1892,  p.  274)  spricht  von  dem  Begriff  un- 
abhängiger Systeme,  falls  die  Parameter  derselben  unabhängig  von  den  Para- 
metern anderer  Systeme  sich  ändern  können,  wogegen  sich  vom  abstrakten 
Standpunkt  aus  nichts  einwenden  lässt. 
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man  entweder  von  der  ganz  abstrakten  Auffassung  der  Voraussetzung 
des  absoluten  Determinismtis  ausgeht^  bei  der  alle  variabeln  Grössen^ 
welche  die  Natur  der  Körper  bestimmen,  nur  von  einer  Grundvari^ 
äbeln  abhängen,  die  nun  t  genannt  wird''^),  oder,  was  der  Bückkehr 
JBU  emer  natürlichen  Auffassung  mehr  zu  entsprechen  scheint,  sich  durch 
den  praktischen  Hinweis  auf  das  thatsächliche  Zeitmaass  befriedigt  er- 
klart, welches  durch  die  Dauer  der  Erdrotation  resp.  durch  die  besten 
Chronometer,  welche  sich  anfertigen  lassen,  gegeben  wird^). 

Dabei  ist  es  denn  unwesentHch,  ob  wegen  der  an  einem  Chrono- 
meter Yon  idealer  Vollendung  in  Engeren  Zeiträumen  nachweisbaren 
üngleichformigkeit  der  Erdrotation  das  Zeitmaass  etwa  durch  die 
Schwingungsdauer  des  Lichtes  einer  bestimmten  Farbe,  etwa  einer 
der  Natriumlinien  ®^),  oder  die  durch  Maxwell,  Heimholte  u.  a.  vor- 
geschlagene ümlaufszeit  eines  idealen  Planeten  um  einen  Central- 
körper  ersetzt  wird. 

15.  PhilosophiBChe  Ansichten  der  Gegenwart.  Man  sieht  hier- 
aus, dass  eine  allgemeine  Einigung  über  diese  dem  Grenzgebiet  der 
Philosophie  und  Mechanik  angehörenden  Fragen  bisher  trotz  mancher 
Versuche  nicht  erreicht  ist  Auch  die  philosophischen  Ansichten  gehen 
noch  diametral  auseinander.  Volkmann  bezeichnet  die  Existenz  einer 
absolut  gleichförmig  dahinfliessenden  Zeit  als  ein  notwendiges  Postu- 
lat^'), ganz  ebenso  äussert  sich  auch  Liebmann^^)]  andere  geben  rück- 
haltlos die  BelatiTitat  von  Zeit  und  Baum  zu.  Alle  diese  Schwierig- 
keiten sind  schon  ausführlich  von  Locke  hervorgehoben^),  aber  auch 
in  den  neuesten  Arbeiten  nicht  beseitigt. 

J.  j^psfein^)  will  analog  mit  den  Hel/mhoWschen  Axiomen  der 

79)  Vermöge  dieser  AufTassung  kommt  man  dami  wieder  zu  Loffrange'B 
Standponkt,  Fussn.  61. 

80)  So  Herte,  Mechanik,  p.  158;  Boltzmann,  Mechanik,  p.  8;  Ztove,  Me- 
chanics,  p.  8  £. 

81)  Thomson  n.  Tait,  Treatise  1 ,  part  1 ,  p.  226.  Für  die  Längeneinheit 
derartige  Untersuchungen  bei  Ä,  A.  Michehon,  Les  m^thodes  interf^rentielles 
en  mätrologie,  J.  de  phys.  (3)  8  (1894),  p.  1.  —  Die  auf  der  gegenwärtigen 
Dauer  der  Erdrotation  gegründete  Bestimmung  der  Zeitmessung  steht  mit  der 
Vorstellung,  dass  diese  an  ein  und  demselben  idealen  Chronometer  gemessene 
Dauer  im  Lauf  der  Zeit  wechseln  könne,  nicht  im  Widerspruch. 

82)  Volkmcmn,  Theor.  Physik,  p.  51  u.  71. 

88)  0.  Liebmann,  Zur  Analysis  der  Wirklichkeit,  p.  70  ff.,  87,  98—95; 
Wundt,  Logik  1,  p.  480,  scheint  der  entgegengesetzten  Ansicht  zu  sein. 

84)  /.  Locke,  An  essay  conceming  human  understanding,  book  2,  chapt.  1*4, 
§  3  (1690);  Tgl.  die  Ausg.  Oxford  1894,  vol.  1,  p.  249;  siehe  Fussn.  77. 

86)  /.  Epstein,  Die  logischen  Prinzipien  der  Zeitmessung,  Diss.  Leipzig 
1887  (Berlin  1887). 

8* 


36  IV  1.   ji.  Voss.   Die  Prinzipien  der  rationellen  Mechanik. 

Geometrie  als  Axiome  der  Zeitmessung  ansehen^  dass  die  Dauer  eines 
Vorgangs  unabhängig  von  der  Zeit  und  dem  Orte  seines  Stattfindens 
ist^).  Ob  sich  mit  dieser  Aussage  ein  klarer  Sinn  verbinden  lasst^ 
mag  dahinstehen;  jedenfalls  besteht  ein  Unterschied  zwischen  der 
Baum-  und  Zeitanschauung,  der  eine  so  analoge  Behandlung  unmög- 
lich macht. 

Dass  wir  in  unserer  Raumanschauung  das  Vermögen  besitzen, 
auf  Grund  der  axiomatischen  Aussagen  völlig  definierte  Konstruk- 
tionen vorzunehmen^  insbesondere  die  Gleichheit  zweier  Strecken  durch 
^aufeinanderlegen^'  definieren  zu  können,  scheint  ebenso  unzweifelhaft^ 
ab  dass  diese  Konstruktionen  sich  auf  unser  raumliches  Bild  von  der 
Wirklichkeit  anwenden  lassen.  Aber  von  dieser  Dogmatik  grundver- 
schieden ist  die  andere,  welche  ein  ähnliches  für  die  Vorstellung  der 
Zeit  behaupten  will  In  uns  finden  wir  zunächst  nur  die  Vorstellung 
des  NacheinandeTj  dann  die  der  Dauer,  welche  aber  sobald  nicht  gleich- 
zeitige Ereignisse  verglichen  werden,  sondern  solche,  von  denen  das  eine 
früher  endet  wie  das  andere,  nur  auf  den  imbestimmten  Empfindungen- 
der  Ermüdung  und  Erholung  beruht®^.  Auf  keine  Weise  aber  können 
wir  in  unserer  innem  Anschauung  zu  verschiedenen  Zeiten  stattfindende 
Ereignisse  hinsichtlich  ihrer  Dauer  vergleichen,  was  erforderlich  ist^ 
wenn  man  mit  Epstein  eine  auf  Axiome  der  Anschauung  gegründete 
Zeitmessung  analog  zu  dem  Verfahren  der  Geometrie  einführen  will^. 

16.  Das  BesngByatem  der  Mechanik.  Hatte  C.  Neumann  durch 
die  Forderung  des  existierenden  Körpers  A  drastisch  das  Fehlen  eines 
Bezugsystems  bezeichnet,  so  suchte  nun  Streinte^^  dasselbe  zu  liefern. 
Absolute  Translation  ist  ihm  selbstverständlich  etwas  unerkennbares; 
die  Aussage,  dass  das  Bezugsystem  keine  absolute  Translations&escAfett- 
nigung  besitzen  darf,  ersetzt  er  daher  durch  die  Forderung,  dass  das- 
selbe unbeeinflusst  sein  soll.  Dagegen  hält  Streinte  fest  an  der  Mög- 
lichkeit einer  absoluten  Rotationsbewegung^);  diese  kann  dann  natür- 


86)  So  auch  MaocweU,  Substanz  und  Bewegung,  p.  15. 

87)  Dagegen  behauptet  0.  Lodge,  Phil.  Mag.  (6)  36  (1893),  p.  8:  „The 
conception  of  uniform  motion  is  based  on  a  simple  primary  muscular  Sensation.*^ 

88)  Unverständlich  bleibt  es  daher  auch,  wenn  Hertz,  Mechanik,  )>.  53, 
einfach  die  Zeit  als  die  „unserer  innem  Anschauung"  definiert;  desgleichen, 
wenn  man  physiologisch  offenbar  erworbene  Fähigkeiten,  wie  Zählen  im  Takt 
u.  dgl.,  als  primäre  ansehen  will. 

89)  H.  Streintß,  Die  phjsikal.  Grundlagen  der  Mechanik,  Leipzig  1888. 
Ähnliche  Ideen  zum  Teil  schon  bei  Mach  in  der  Mechanik  Ton  1883;  siehe 
dessen  Kritik  der  Streinte' 8chen  Betrachtungen,  Mechanik,  p.  232. 

90)  Diese  direktioneUe  Buhe  ninmit  auch  Maxtoeü  an,  Substanz  und  Be- 
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lieh  an  den  scheinbaren  Eigenbewegungen  eines  gyroskopi^chen  Korn- 
passeSy  (L  h.  eilies  nach  der  Methode  Car(2am 'scher  Aufhängung  um 
eine  freibewegliche  Axe  rotierenden  Botationskörpers^  eines  Gyroskops 
erkannt,  und,  wenn  man  die  betreffenden  Lehrsätze  der  Mechanik 
kennt,  auch  verstanden  werden.  In  praktischer  Hinsicht  ist  zuzugeben, 
dass  man  in  den  gyroskopischen  Eompass  ein  Mittel  besitzt,  um  Be- 
zugskorper  zu  gewinnen,  in  Bezug  auf  die  das  6raZ^7^*'sche  Prinzip 
gQt^^);  zu  beanstanden  aber  bleibt  hier  die  Annahme  der  absoluten 
Rotation,  die  mit  den  gegenwärtigen  erkenntnistheoretischen  Grund- 
sätzen schwer  yereinbar  ist,  sowie  in  methodischer  Hinsicht  die  Ein- 
fährung eines  komplizierten  Versuches  als  Voraussetzung  der  weiteren 
Erkenntnis,  dessen  Verständnis  erst  nach  manchen  Vorbereitungen  in 
der  Dynamik  gegeben  werden  kann. 

L.  Lange  hat  diese  Lücke  auszufüllen  gesucht,  indem  er  ein 
System  angab,  welches  wenigstens  keinen  logischen  resp.  methodo- 
logischen Fehler  besitzt  und  zugleich  nicht,  wie  Neumann^s  Körper  A, 
iranscendent  real,  sondern  nur  ideal  ist^^).     Es  ist  dies  das  folgende: 

Schon  W.  Thomson^^  hatte  vorgeschlagen,  als  Bezugsystem  die 
Konfiguration  von  vier  materiellen  Punkten  anzusehen,  die  gleichzeitig 
von  einem  Orte  aus  geschleudert  werden.  Nach  Lange  ist  jedes  etwa 
Descarte^sche  Koordinatensystem,  dessen  als  starre  Drähte,  auf  denen 


wegang,  p.  96.  B.  u.  J.  Friedländer,  Absolute  und  relative  Bewegung  (Berlin 
1896),  wollen  sogar  durch  Versuche  diese  Frage  zu  entscheiden  suchen.  Eine 
allgemeine  Einigung  über  diese  Frage  (vgl.  auch  Kant,  metaphys.  Anfangs- 
gründe, p.  96)  ist  bisher  noch  nicht  erfolgt;  man  vgl.  die  Kritik  der  verschie- 
denen Anschauungen  bei  Mtuch,  Mechanik,  p.  221 — 240.  L.  Lcmge  (Bewegungs- 
begriff, p.  63)  bemerkt  treffend,  dass  man  aus  den  Kräften,  die  doch  nur  Aussagen 
über  wahrgenommene  Bewegung  enthalten,  keine  Aufklärung  über  die  absolute 
Natur  der  Bewegung  gewinnen  könne,  wie  dies  das  Newton'ache  BotixtionS' 
experiment,  Principia,  p.  9,  will. 

91)  Das  Gyroskop  bestimmt  Körper,  die  nicht  in  Bezug  auf  ein  Streintz- 
sches  Fwndamentalsygtem  rotieren,  keineswegs  aber  Körper,  von  denen  sich  das 
Nichtvorhandensein  einer  absoluten  Rotation  aussagen  liesse;  letztere  ist  nach 
Jfaeft,  Mechanik,  p.  218,  eine  ganz  überflüssige  metaphysische  Vorstellung. 

92)  L.  Lange,  Über  das  Beharrungsgesetz,  Leipz.  Ber.  37  (1886),  p.  863;  die 
wissenBchafÜ.  Fassung  des  Galilei'schen  Beharrungsgesetzes,  Phil.  Studien  2, 
p.  866,  639;  vgl.  auch  das  B*eferat  von  H,  Seeliger^  Vierteljahrsschr.  d.  astro- 
nomischen Gesellsch.  22  (1887),  p.  262. 

93)  Thomson  u.  Tait,  Treatise  1,  part  1,  p.  242.  Ein  ähnliches  Koordinaten- 
system betrachtet  J.  Tttty,  der  übrigens  an  den  Vorstellungen  der  absoluten  Be- 
wegung festhält  (Bruz.  Bull,  de  TAcad.  Roy.  (3)  14  (1887)),  schon  1878  in  dem 
Essai  sor  les  principes  fondamentaux  de  la  gdomätrie  et  de  la  m^canique,  Bor- 
deaux, M^m.  (2)  3  (1878),  p.  1. 
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jene  Punkte  wie  glatte  Kugeln  gleiten  können,  vorgestellte  Axen  be- 
siandig  durch  drei  von  einem  Punkt  aus  (nach  yerschiedemen  räumlichen 
Richtungen)  geschleuderte  Punkte  hindurchgehen,  ein  Gviüei^BcheB 
Bezugsystem;  es  ist  dann  leicht  zu  zeigen,  dass  jedes  solche  System 
in  Bezug  auf  ein  anderes  wieder  den  Charakter  eines  solchen  hat. 
In  Bezug  auf  ein  solches  System  wird  nun  die  Bahn  des  sich  selbst 
überlassenen  Punktes  als  Gerade  definiert;  wird  der  Zeitbegriff  dann 
nach  Neumann  eingeführt,  so  hat  man  die  weitere  Aussage,  dass 
jeder  Punkt  in  Bezug  auf  ein  Inertialsystem  und  eine  Inertialzeitsikala 
sich  gleichförmig  und  gradlinig  bewegt. 

Eine  allgemeine  Konvention  über  diese  Fragen  ist  bis  jetzt  noch 
nicht  erreicht)  und  aus  der  Thatsache,  dass  noch  neuerdings  die  alten 
Zweifel  über  absolute  und  relative  Bewegung  und  über  den  Sinn  der 
jlVeu;^'schen  Lehre  ausführlich  Besprechung  gefunden  haben,  muss 
man  wohl  schliessen,  dass  diese  fundamentalen  Fragen  noch  immer 
nicht  völlig  aufgeklart  und  durchdacht  sind^'*). 

Indessen  ist  darauf  hinzuweisen,  dass  James  Thomson^)  schon 
in  ähnlicher  Weise  wie  Lange  auf  die  Notwendigkeit  eines  „frame  of 
reference"^),  etwa  eines  2%oiwson-TaÄ*schen  Koordinatentetraeders, 
hingewiesen  hat;  in  mehr  logischer  Weise  sucht  Muirhead  die  dem 
Newton- Galäei^schen  System  zugrunde  liegenden  Gesichtspunkte  zu 
skizzieren,  wenn  er  sagt^): 

, Jt  is  possible  to  choose  the  masses  of  the  solar  System,  the  axes, 
the  chronometry..,  so  that  the  masses  shall  correspond  with  those  of 
astronomy  and  the  forces  shall  be  resolvable  into  such  as  will  be 
expressed  by  the  law  of  universal  gravitation  . . .  Then  true  time,  ab- 
solute velocity  and  mass-measurement  being  defined  from  this  systenoi, 
there  would  be  a  further  law  of  physics,  that  the  forces  of  the  various 


98*)  Vgl.  das  Referat  über  eine  in  verschiedenen  englischen  Zeitschriften 
zwischen  Love,  Mc  Gregor,  A.  Basset,  E.  Dixon,  McÄulay,  Ä,  Gray,  0.  Lodge 
gefiährte  Diskussion  über  absolute  und  relative  Bewegung  von  E.  Lampe,  Fort- 
schritte d.  Mathem.  25  (1897),  p.  1318,  sowie  eine  Reihe  von  Noten  von  E.  Goedseels, 
P.  Mansion,  Pasquder,  £.  Vicaire  in  den  Bruxelles,  Ann.  Soc.  Scientif.  16 — 21 
(1890—1897). 

94)  J.  Thomson,  On  the  law  of  inertia,  Edinb.  Roy.  Soc.  Proc.  12  (1882/84), 
p.  668,  730. 

96)  /.  Thomson  a.  a.  0.;  P.  G.  Tait,  Edinb.  Roy.  Soc.  Proc.  12,  p.  743. 

96)  F.  Muirhead,  The  laws  of  motion,  Phil.  Mag.  (6)  23  (1887),  p.  473.  Ähn- 
lich auch  Petrini,  Fussd.  11,  p.  281  ff.;  desgl.  Love,  Mechanics,  p.  92,  sowie 
auch  J.  Hadamardy  Sur  les  principes  fondamentaux  de  la  mäcanique,  Bordeaux, 
Ann.  Soc.  Phys.  (1897). 
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partides  composing  the  members  of  the  solar  System  and  others  are 
expressed  by  oiur  varions  physical  lawB  or  theories .« 

Es  liegt  indessen  nahe  einen  anderen  weniger  abstrakten  Stand- 
punkt zu  wählen^  um  die  vorliegenden  Schwierigkeiten  zu  heben. 
Betrachtet  man  in  Bezug  auf  irgend  ein  uns  8wr  Verfügung  stehendes 
Koordinatensystem  die  Beschleunigung  als  Maass  der  Eraft^  welche  diese 
Bewegung  ^hervorbringt^',  so  wird,  falls  letztere  Null  ist,  för  den  be- 
treffenden materiellen  Punkt  die  gleichförmige  geradlinige  Bewegung 
entstehen.  Auf  Grund  dieser  Voraussetzung  wird  man  zu  bestimmten 
Aussagen  gelangen,  welche  entweder  mit  der  Wirklichkeit  in  genügen- 
der Übereinstimmung  sind  oder  nicht.  Im  letzteren  Falle  wird  man 
das  Bezugsytem  als  ungeeignet  verwerfen^'');  es  ergiebt  sich  aber  zu- 
gleich die  Thaisache,  dass  es  bisher  immer,  wenigstens  in  der  Mecha- 
nik der  ponderablen  Körper,  gelungen  ist,  dann  ein  anderes  einzu- 
führen, welches  den  Erscheinungen  der  Wirklichkeit  mit  hinreichender 
Annäherung  sich  anpasst.  So  geht  man  von  den  Erscheinungen  des 
Falles,  der  in  Bezug  auf  irgend  ein  Bezugsystem  auf  der  Erde  betrachtet 
wird,  über  zu  einem  geocentrischen  System,  welches  an  der  Rotation 
der  Erde  nicht  teilnimmt;  bei  erweiterten  Fragen  über  zu  einem 
System,  dessen  AnfaTig  der  Sonnenmittelpunkt,  dessen  Z- Achse  die 
Normale  auf  der  invariabeln  Ebene  sind,  resp.  zu  einem  System,  dessen 
Achsen  durch  die  Richtungen  bestimmter  Fixsterne  bestimmt  sind. 
In  diesem  Falle  bleibt  der  Zweifel,  ob  es  wirklich  ein  fundamentales 
Bezugsystem  giebt,  aber  die  Erwartung  ist  berechtigt,  dass  es  auch 
bei  der  Vertiefung  in  weitere  Fragen  immer  gelingen  werde,  die  An-« 
wendungsfahigkeit  eines  solchen  erprobt  zu  sehen. 

17.  Neuere  Theorieen.  Dieser^  neuerdings  wieder  mehrfach  ver- 
tretene, wenn  auch  sehr  populäre  Standpunkt  dürfte  vorläufig,  soweit  es 
die  Mechanik  ponderabler  Körper  betrifft,  einen  Vorzug  verdienen  vor 


97)  Die  Wahl  des  „firame  of  reference'*  steht  in  onserem  Belieben;  die 
Beschreibung  der  Bewegungen  wird  aber  verschieden  je  nach  dieser  Wahl  aus- 
fallen, Tgl.  Love,  Mechanics,  p.  8.  Dies  scheint  auch  der  Standpunkt  von  Herte, 
Mechanik,  p.  158,  von  A,  Föppl,  Mechanik  1,  p.  1,  zu  sein.  Vgl.  auch  P.  Dü- 
kern^ Commentaire  1892,  p.  271 :  „Si  nous  regardons  comme  ezacte  une  h3rpoth^8e 
ou  intervient  la  consid^ration  du  mouvement  absolu  et  si  cette  hypoth^se, 
appliquäe  anz  mouvements-relatifs  ä  un  certain  tri^dre,  conduit  k  des  resultats 
inexacts,  nous  d^clarons  que  ce  tri^dre  n*est  pas  absolument  fixe";  desgl.  Mach, 
Mechanik,  p.  236:  „Der  natürlichste  Standpunkt  bleibt  der,  das  Trägheitsgesetz 
zun&chst  als  eine  hinreichende  Annäherung  zu  betrachten,  dasselbe  räumlich 
auf  den  Fixstemhimmel,  zeitlich  auf  die  Botation  der  Erde  zu  beziehen,  und 
die  Korrektor  von  einer  erweiterten  Erfahrung  zu  erwarten.*^ 
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denjenigen  Betrachtungen^  welche  durch  die  VorausseUmng  eines  den 
Baum  erfüllenden  Mediums,  des  Äthers,  den  Newbm^Bdiea  absolutea 
Baum  wieder  —  allerdings  nur  in  gewissem  Sinne  —  einf&hren  wollen. 
Für  die  ältere  Auffassung,  die  durch  BewegungsverhäUnisse  des  AO^ers  die 
Licht-  und  Wärmeerscheinungen  beschreibt^  ist  diese  Wendung  aUerdings 
unmöglich.  Anders  steht  es  aber,  wenn  in  der  fortgebildeten  Max- 
ireK 'sehen  Theorie  der  Äther  als  ein  vorhandenes,  in  seiner  geometri- 
schen Konfiguration  unveränderliches  Medium  mit  bestimmten  wohl- 
definierten Eigenschaften  aufgefasst  wird^.  Es  ist  hierbei  nur  daran 
za  erimiem,  dass  die  elektrischen  und  magnetischen  Vorgange  nicht 
mehr  als  Bew^^gen,  sondern  als  Zustände  der  Polarisation  etc.  auf- 
gefasst werden,  die  man  nun  auch  wieder  unter  dem  Bude  einer  Strö- 
mung sich  vorstellen  kann.  Gegen  einen  solchen  Äther,  welcher  dann 
das  absolute  Bezugsystem  bildet,  über  dessen  absolute  Ruhe^  damit 
freilich  nichts  ausgesagt  werden  kann  und  soU,  und  dessen  Zusi&nde 
durch  beobachtbare  Vorgänge  in  einem  Felde  definierbar  sind,  lassen 
sich  dann  auch  Belativbeu?egungen  ^^)  der  „ponderablen^  Körper  denken, 
so  lange  man  noch  nicht  dazu  gelangt  ist,  aUe  Erscheinungen  als  Zu- 
stände des  Äthers  überhaupt  zu  beschreiben.  Vielleicht  ist  letzteres 
die  Tendenz  einer  elektrischen  Weltanschauung,  die  gegenwärtig  bei 
manchen  Physikern  verbreitet  ist;  es  wird  vor  aUem  darauf  ankommen 
inwieweit  durch  Versuche  entschieden  werden  kann,  ob  die  thatiAeh- 
lichen  Erscheinungen  mit  der  Voraussetzung  eines  ruhenden  Äthers, 
f&r  die  die  Aberration  des  Lichtes  eine  bekannte  Stütze  bildet,  in 
Einklang  sind  oder  nicht.  Die  formalen  Grundlagen  der  Mechanik 
würden  damit  einen  ganz  anderen  Charakter  annehmen  können,  ab 
bisher;  doch  scheint  es  verfrüht,  hierauf  weiter  einzugehen. 

In  einer  eigentümlichen  Weise  hat  neuerdings  im  Anschluss  an 
die  Ideen  von  F.  Beech,  im  Cours  de  m^canique  1852,  Andrade  *®^)  ver- 

98)  Vgl.  das  Beferat  von  W,  Wien,  Über  die  Fragen,  welche  die  translato- 
nsche  Bewegung  des  Lichtäthers  betreffen,  Beibl.  Ann.  Phys.  Chem.  (2)  65  (1898). 

99)  H.  A.  LorenU,  Versuch  einer  Theorie  der  elektrischen  und  optischen 
Erscheinungen  in  bewegten  Körpern,  Leiden  1895,  p.  4;  desgl.  J.  Larmar,  Aether 
and  matter  indnding  a  discussion  of  the  influence  of  the  earths  motion  in  op- 
tical  phenomena,  Cambridge  1900.  Auch  schon  früher  bei  /.  J.  Thomson,  An- 
wendungen, p.  40. 

100)  Vgl.  z.  B.  Volkmann,  Theor.  Physik,  p.  54;  E.  Budde,  Mechanik  1, 
p.  112,  135;  desgl.  Mach,  Mechanik,  p.  225.  Den  Versuch,  eine  Mechanik  in 
diesem  Sinne  zu  skizzieren,  macht  W.  Wien,  Über  die  Möglichkeit  einer  elek^ 
tromagnetischen  Begründung  der  Mechanik,  Livre  Jubilaire  dedi^  ä  H.  A.  Lorente, 
La  Haye  1901,  p.  96,  auch  Ann.  Phjs.  Chem.  (3)  5  (1901),  p.  501. 

101)  F.  Seeeh,  Cours  de  m^canique,  Paris  1852,  p.  21 ;  /.  Andrade,  Le9onB 
de  mäcanique  phjsique,  Paris  1898. 
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sucht,  eine  formale  Mechanik  zu  begründen^  ohne  über  das  Trägheits- 
prinzip Yon  vornherein  zu  entscheiden.  Bei  ihm  werden  die  Kräfte 
statischy  durch  Spannungen  gemessen.  Er  unterscheidet  dann  bei 
jedem  materiellen  Punkte  eine  Endbeschleunigung  j  (acceleration  finis- 
sante)  und  eine  Anfangsbeschleunigung  (acc.  conmien^ante)  J^  ^^^)  deren 
yektorielle  Differenz  in  Bezug  auf  irgend  ein  relatives  Koordinaten- 
system von  der  Beschaffenheit  desselben  nach  den  Coriolis^ sehen  For- 
meln ^^  über  relative  Bewegung   unabhängig  ist   und   setzt  voraus, 

dass  in  der  Formel 

F  =  m{J  —  j)T 

för  die  relative  Kraft  die  Gh*össe  T  ein  nur  vom  Zeitmaass  abhängen- 
der Faktor  ist.  Da  beim  Übergang  zu  einem  neuen  Zeitmaasse  t\  das 
mit  dem  alten  i  durch  die  Gleichung  t'  =  f{t)  verbunden  ist, 

wird,  so  folgt 

F=m(J'-j')(%yT; 

man  kann  daher  immer  eine  absolute  Zeitskala  einfiihren,  für  die 


( 


i^)'^-i 


ist.  Allerdings  muss  die  acceleration  finissante  oder  der  Verlauf  der 
natürlichen  Bewegung  bekannt  sein,  wenn  diese  Formeln  eine  prak- 
tische Verwendung  finden  sollen. 

B)  Die  Grundbegriffe  der  Statik. 

18.  Die  Kräfte  in  der  Statik.  Wir  gehen  weiter  auf  die  m^ 
chanischen  Gh-undbegriffe  ein.  Die  Mechanik  hat  sich  durch  die  Be- 
trachtung der  einfachsten  Maschinen  ^  dann  durch  die  geometrischen 
Lehren  des  Archimedes  über  den  Schwerpunkt  entwickelt;  sie  tritt  zu- 
nächst als  StaWc  auf,  in  der  die  Krilfte  direkt  durch  Zug-  und  Druck- 
wirkungen, wie  sie  von  menschlichen  Händen  oder  Gewichten  an  ge- 
spannten Seilen  ausgehen,  also  noch  ganz  anthropomorphistisch  gefasst 
werden*^).     Es  ist  keinem  Zweifel  unterworfen,  dass  diese  statischen 


102)  Andrade,  Le^ons,  p.  51  ff. 

108)  G.  Cofiolis,  Memoire  snr  les  ^nations  du  mouvement  relatif  des  syst^mes 
de  Corps,  J.  äc.  poljt.  cah.  24  (tome  15)  (1835),  p.  142. 

104)  So  z.  B.  bei  Gtdüei  in  der  Scienza  della  meccanica  (1592),  Opera  2; 
bei  VariffHon  in  der  M^canique  nouvelle  u.  s.  w. ;  allmählich  verschwinden  diese 
handgreiflichen  Dlustrationen  und  gehen  in  die  jetzt  übliche  vektorielle  Bezeich- 
nung durch  gerichtete  Strecken  (Vektoren)  über.    Auch  C,  Neunumn  spricht  von 
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Kräfte  durch  bestimmte  Chwichtseinkeüen  gemessen  und  in  Zahlen  durch 
räumUdie  Vektoren  ausgedrückt  werden  können.  Auf  diesem  Wege 
entwickelt  sich  namentlich  durch  Varignan^s  Einfiuss  die  Statik  der 
starren  Körper,  die  ihre  Vollendung  in  der  von  Poinsot  gescha£Fenen 
Theorie  der  Eraftepaare  (couples)  zu  erreichen  schien  ^  und  in  voll- 
kommener  Strenge,  sobald  man  die  mehr  oder  weniger  scharf  ausge- 
sprochenen axiomatischen  Grundli^en  zugiebt,  zu  den  Gleichgewichts- 
bedingungen des  starren  Körpers  hinleitet. 

Zwei  Erafbe  sind  dann  gleich,  wenn  sie  in  entgegengesetzter  Rich- 
tung angebracht  sich  im  Gleichgewicht  halten;  nimmt  man  femer  an, 
dass  Eräfbe,  in  gleicher  oder  entgegengesetzter  Richtung,  sich  durch 
algebraische  Summation  vereinigen,  so  bleibt  nur  noch  die  Aufgabe, 
die  ZuaammenBetemig  yerschieden  gerichteter  Kräfte  an  demselben 
mathematischen  Punkte  vermöge  der  Regel  des  Parallelogramms  zu 
beweisen. 

Der  soeben  berührte  Begriff  des  stoirren  Körpers  ist  ein  von  der 
Statik  selbst  geschaffener,  der  ursprünglich  nur  die  Vorstellung  einer 
ihrer  geometrischen  Konfiguration  nach  unveränderlichen  Substanz 
enthält,  für  deren  Punkte  die  Verlegbarkeit  der  Kräfke  in  der  Rich- 
tung ihrer  Angriffslinie  als  Axiome  ais  Prinzip  der  Verlegung  des  An- 
griffspunktes der  Kraß  in  ihrer  Richtung  festgesetzt  wird.  Solche  Vek- 
toren werden  passend  von  E.  Budde  (Mechanik  2,  p.  537)  linienflüclh 
iige  im  Gegensatze  zu  den  freien  (z.  B.  Kräftepaaren)  genannt 

Diese  Untersuchungen,  in  die  im  weiteren  Verlaufe,  namentlich 
wo  es  sich  um  Wirkungen  verschiedener  starrer  Körper  auf  einander 
beim  Stoss  und  verwandten  Fragen  handelt,  auch  die  VorsteUung 
einer  jedem  starren  Körper  eigentümlichen  Masse  (und  damit  die 
ganze  Lehre  von  der  Geometrie  der  Massen  (siehe  IV  3)  in  ihrer  über 
die  barycentrischen  Lehren  des  Ärchimedes  weit  hinausgehenden  Aus- 
führung mit  Hülfe  der  Infinitesimalmeihoden)  hineinbezogen  wird, 
stehen  ihrem  historischen  Charakter  nach  ausser  Zusammenhang  mit 


Befehlen,  welche  sich  die  Körper  erteilen,  Prinzipien,  p.  5,  auch  Math.  Ann.  1  (1869), 
p.  317).  Treffende  Äusserungen  dieser  Art  sind  gewiss  nicht  wertlos.  Dass  die 
abstrakte  wissenschaftliche  Darstellung  darnach  strebt,  die  anthropomorphisti- 
schen  Anschauungen  zu  beseitigen,  ist  wohl  selbstverständlich;  aber  auch  in 
allgemeiner  Beziehung  kann  es  nur  voreilig  erscheinen,  diese  einem  ganz  be- 
schränkten Gebiet  von  Empfindungen  entnommenen  Vorstellungen  als  für  alle 
Erscheinungen  maassgebend  anzusehen.  In  dieser  Beziehung  beachte  man  auch 
die  Bemerkung  von  Th.  Yoimg,  Lectures  1,  p.  28:  We  must  not  imagine,  that 
the  idea  of  force  is  naturally  connected  with  that  of  labour  or  difficulty,  ihis 
association  is  only  derired  from  habit. 
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der  eigentlichen  Dynamik.  Ihr  steht  die  dynamische  Vorstellung  des 
starren  Körpers  gegenüber,  welche  denselben  von  vornherein  als  Aggre- 
gat von  Massenteilchen  auffasst,  die  durch  Kräfte,  welche  jede  Yer- 
ändenmg  der  Konfiguration  yerhindern^^*),  zu  einem  System  yerbunden 
sind.  Diese  scheint  in  yiel  ungezwungener  Weise  zu  der  Idee  eines 
allgemeinen  materiellen  Systems  hinüberzuleiten,  bei  der  die  eigen- 
tümlichen Fälle  der  statischen  Unbestimmtheit  (siehe  lY  5  und  22) 
nicht  auftreten.  Der  grundlegende*  Wert  der  Statik  beruht  übrigens 
nicht  so  sehr  auf  dieser  doch  nur  in  sehr  beschränktem  Maasse  an  die 
Wirklichkeit  angepassten  Unveränderlichkeit  der  Konfiguration,  son- 
dern in  der  Entwicklung  der  Lehre  von  der  Äquivalenz  der  Kräfte, 
welche  auch  die  dynamischen  Anschauungen  später  beständig  begleitet; 
anf  den  wertvollen  methodischen  Inhalt  der  Statik,  wie  er  namentlich 
in  der  Theorie  der  Momente  auftritt,  und  den  wichtigen  Dualismus 
zwischen  Statik  und  Bewegungslehre,  den  die  Theorie  der  Vektoren 
und  Schrauben  darlegt^  kann  hier  nur  hingewiesen  werden. 

19.  Das  Parallelogramm  der  Kräfte.  Newton  und  Varignon^^^) 
hatten  diesen  Fundamentalsatz,  den  Stevinus  nach  Cantor  (Vorlesungen 
2,  p.  449),  doch  als  solchen  nicht  ausdrücklich  ausgesprochen  hatte, 
unmittelbar  aus  der  Lehre  von  der  Zusammensetzung  der  Bewegungen 
entnommen.  Für  den  strengen  statischen  Kraftbegrifi,  den  man  hier 
im  Auge  haben  muss,  erscheint  aber  die  Bekursion  auf  eine  Bewegung, 
die  gar  nicht  zustande  hommt^^),  nicht  unmittelbar  zuU^ssig.  Aus  dieser 
Ansicht  entspringen  die  mannigfachen  Versuche,  das  Parallelogramm 
der  Kräfte  auf  Ghrund  an  sich  leichter  zu  übersehender  Axiome,  d.  h. 
spezieller  Fälle  des  Satzes  selbst,  zu  beweisen.     Sie  erscheinen  auch 


104*)  Die  im  Texte  gewählte  abstraktere  Fassung  ersetzt  man  gewöhnlich 
durch  die  Vorstellung,  dass  bei  kleiner  Veränderung  der  Konfiguration  sehr 
grosse  entgegenwirkende  Kräfte  auftreten;  das  Gleichgewicht  bezieht  sich  dann 
auf  diesen  eigentlich  doch  unbekawnten  Deformationszustand. 

106)  Newton,  Principia,  p.  13:  „Corpus  viribus  componentis  diagonalem 
parallelogrammi  eodem  tempore  describere  quo  latera  separatis."  Varignon, 
Nonvelle  m^canique,  1  (1726);  dort  zuerst  die  bekannte  Regel  über  das  Gleich- 
gewicht zwischen  drei  an  einem  Punkt  angreifenden  Kräften. 

106)  Joh.  BenwuUi,  Opera  4,  p.  266:  ,,Peccant,  qui  compositionem  yirium 
com  compositione  motuum  confundunt'* ;  desgl.  H,  Lambert^  Beiträge  zum  Ge- 
braoche  der  Mathematik  2,  Berlin  1770,  p.  461;  F.  Beech,  Cours  de  m^canique, 
p.  61:  Nous  rejetterons  absolument  toutes  les  pr^tendues  d^monstrations  du 
th^r^me  du  parallälogramme  des  forces  au  mojen  de  la  r^gle  Evidente  du 
parall^ogramme  des  vitesses  en  g^om^trie";  E.  Bowr,  M^canique  2,  p.  16; 
Tgl.  auch  E.  Heger,  Schul-Programm  Dresden,  Nr.  498  (1887),  p.  XVn.  Thom- 
9on  XL  Tait,  Treatise  1,  part  1,  p.  244,  sind  anderer  Ansicht. 
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gegenwärtig  nicht  wertlos  ^  obwohl  Mach  bemerkt,  dass  bei  vielen 
dieser  Beweise  gerade  eine  schwierig  zu  erwerbende  Induktion  über 
das  Wesen  der  zu  erwartenden  Erscheinungen  zugrunde  liegt. 

Von  dem  rein  statischen  BegriiSe  der  Kraft  ausgehend  ver- 
suchten zuerst  Dan,  BemoaUi^^),  später  cFÄlembert^^^)  und  andere,  die 
BesuUante  zweier  Sjräfte  zu  bestimmen.  Die  von  letzterem  gefundene 
Funktionalgleichung  tritt  in  etwas  anderer  Form  bei  Poisson^^^)  auf; 
bei  dem  Beweis  rekurriert  man  auf  die  Zusammensetzung  zweier 
gleichgerichteter  Kräfte  durch  algebraische  Addition,  unter  der  Vor- 
ausetzung,  dass  die  eindeutig  bestimmte  Resultante  E  den  inneren 
Winkel  2x  zweier  gleicher  Kräfte  P  halbiert  imd  der  Ghrösse  nach 
durch  die  stetige  Funktion 

R  =  P(p(x) 

gegeben  ist;  dabei  ist  dann  ü  =  2P  für  a;  =  0,  für  a;  =  60®  nach  dem 
Symmetrieprinzip  R  =  P,  Ersetzt  man  jede  der  Kräfte  P  durch  zwei 
gleiche  Kräfte  Q,  die  mit  P  den  Winkel  0  bilden  imd  setzt  voraus, 
dass  dadurch  die  Resultante  nicht  geändert  wird,  so  muss  q>  der 
Gleichung 

(p(x  4-^)4"  9(^  —  ^)  =  9(^)  •  9  W  "0 

107)  Mach,  Mechanik,  p.  45.  —  Es  sei  noch  einmal  betont,  dass  es  sich 
in  der  Ansföhrong  des  Textes  nur  um  den  statischen  Eraftbegriff  handelt. 

108)  D.  BemauUi,  Comm.  Ac.  Sc.  imp.  Petrop.  (1726),  1  (1728),  p.  126. 

109)  d'Älembert,  Opusc.  math.  1,  Paris  1761,  p.  269;  vgl.  auch  D.  de  Foncenex^ 
M^langes  de  philosophie  et  math^matique,  Turin  1760/61,  p.  306;  femer  d'Älembert, 
Berlin,  M^m.  deTAcad.  1760,  p.  860;  in  yereinfachter  Form  hei  ÄimS,  J.  de  math.  1 
(1836),  p.  836.  Über  die  ältere  Litteratur  ygl.  CJacobi^  Praecipuorum  inde  a  Newtone 
conatuum  compositionem  virium  demonstrandi  recensio,  Diss.  Gottingae  1817. 
Die  kritische  Besprechung  der  Beweise  für  das  Parallelogramm  durch  A,  H.  C, 
WestphaX  (Diss.  Göttingen  1868)  ist  weder  vollständig,  noch  in  ihrem  allzu 
abstrakten  Schematismus  übersichtlich;  eine  bis  in  die  neueste  Zeit  reichende 
ausführliche  Darstellung  ist  trotz  Mach's  geringschätzendem  Urteil  (Mechanik, 
p.  48)  über  diese  allerdings  mehr  methodologisch-mathematische  Frage  wohl 
nicht  überflüssig.  In  neuem  Darstellungen  der  Mechanik  treten  die  Beweise  für 
das  Parallelogramm  überhaupt  nicht  mehr  auf.  0.  Heaviside  (Electromagnetic 
forces,  1,  p.  147,  London  1883)  bemerkt:  Is  it  not  sufßcient  to  recognise,  that 
a  quantity  is  a  vector,  to  know  that  it  follows  the  laws  of  the  geometrical 
vector?  Schärfer  sagt  Ä.  E.  H.  Lcve  (Mechanics,  p.  89):  We  define  the  force 
exerted  upon  the  particle  m  to  be  a  vector  localised  at  a  point.  Man  ver- 
gleiche dazu  die  Bemerkung  in  Fussn.  61. 

110)  Poissan,  Du  parall^ogramme  des  forces,  Corresp.  de  Tdc.  poljt.  1,  180^8, 
p.  367;  Mdcanique  1,  p.  6  in  d.  Ausg.  v.  Stern. 

111)  Diese  schon  bei  d'Älembert,  Paris,  Möm.  de  TAcad.  1769,  p.  278;  eine 
andere  Funktionalgleichung  bei  d'Äkmherty  Opusc.  math.  6  (1773),  p.  360;  ein- 
facher bei  0.  ScMömikh,  Zeitschr.  f.  Math.  Phys.  2  (1867),  p.  85.  —  P,  S.  Laplace^ 
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genügen^  woraus  wegen  9  (0)  =  2  cos  0,  9  (ä/S)  =  2  cos  ä/S  folgt,  dass 
fiir  äUe  rationaien  Werte  a 

mithin  unter  Ausdehnung  auf  das  irrationale  Gebiet 

(p(x)  =  2  cos  X 

wird.  Von  dem  Fall  zweier  gleichen  Kräfte  kann  man  dann  mittelst 
des  Übergangs  zu  rechtwinkligen  Kräften  durch  die  elementare  Be- 
trachtung von  BemouUi  zum  allgemeinen  Fall  übergehen  ^^*). 

Den  von  Bour'^^^)  und  Mach^^^)  gemachten  Einwand,  dass  die 
Resultanten  ausser  den  Bedingungen  der  Eindeutigkeit,  Stetigkeit  und 
Differentiierbarkeit  als  innere  Winkelhalbierende  vorausgesetzt  werden 
müssen,  suchte  BöUzmann  durch  eine  etwas  andere  Anordnung  der 
Potöson'schen  Darstellung  zu  vermeiden  *^^). 

Ein  gewisser  Abschluss  in  der  ganzen  Frage  ist  durch  Darboux 
erreicht"*),  der  bei  der  Zusammensetzung  abweichend  von  den  meisten 
früheren  Autoren  ^^^  räumliche  Betrachtungen  hinzuzieht  und  so  die 
d'Alembert^Bche  Funktionalgleichung  vermeidet.  Unter  der  Voraus- 
setzung, dass  die  BesuMante  von  n  Vektoren  P^  Pj . .  Pn  erstens  ein- 
deutig bestimmt  ist,  zweitens  sich  nicht  ändert,  wenn  man  beliebig 
viele  der  P  durch  ihre  Resultanten  ersetzt,  drittens  von  der  Lage  der 
Vektoren  gegen  das  Koordinatensystem  unabhängig  ist,  ergiebt  sich, 
dass  dieselbe  der  nach  der  Parallelogrammregel  aus 

V (-Pi),  9(P»)---9 (.Pn), 

M6c.  eheste,  p.  8 — 8,  giebt  einen  Beweis,  der  znerst  die  Grösse  der  Besnltante 
bei  rechtwinkligen  Komponenten  bestimmt,  ihre  RüMung  aber  mittelst  wenig 
fibernchtlicher  Infinitesimalbetrachtungen  findet;  ähnlich  Cauchy  (Exerc.  de  math., 
1826,  p.  29),  doch  wird  die  Richtung  nur  durch  eine  Fimktionalgleichung  ge- 
funden; ähnlich  wieder  W.  G.  Imschenetzky ,  Charkow.  Ges.  (2)  2,  p.  108.  An- 
dere Beweise  von  B  Brassinne,  Nout.  ann.  de  math.  (3)  1  (1882),  p.  320;  De- 
Ugue,  ibid.  (2)  12  (1873),  p.  495.  Ausgezeichnet  durch  sorgföltige  Ausführung 
der  Yoranssetzungen  ist  die  Darstellung  von  MÖbius,  Statik  1,  p.  22  —  39  (vgl. 
mach  J.  f.  Math.  42  (1851),  p.  179),  sowie  von  Poinsot,  £lämens  de  statique, 
11.  ed.,  p.  11—25. 

112)  D.  BemouUi  Fussn.  108,  p.  134,  prop.  m. 

113)  Bour,  Mtouiique  2,  p.  45. 

114)  Mach,  Mechanik,  p.  48. 

115)  BoUzmann,  Mechanik,  p.  81. 

116)  G.  Darboux,  Bull,  scienc.  math.  9  (1875),  p.  281;  auch  als  Note  1  in 
Bd.  1  der  Mäcanique  von  Despeyrous,  p.  371. 

117)  Zum  Teil  finden  sich  solche  schon  in  dem  von  Ändrade  A.  Morin  zu- 
geschriebenen Beweise,  M^canique,  p.  357,  den  F.Siacci,  Napoli,  Rend.  Aocad.  reale 
1899  wieder  aufgenommen  hat. 
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gebildete  Vektor  ist,  falls  q>  eine  willkürliclie  Funktion  bedeutet  und 
jedes  9>(P>)  bei  positivem  Werte  auf  der  Richtung  von  Fi  abgetragen 
wird.  Unter  der  Voraussetung  der  Addition  gleichgerichteter  Vektoren 
folgt  nun 

9(P+e)  =  9(P)  +  9,(ö), 

woraus  q)(x)  =  Ä-x  folgt,  wenn  man  viertens  entweder  q>(x)  als  stetig 
oder  q>(x)  als  positiv  voraussetzt^^®). 

C)  Die  Grundbegriffe  der  Dynamik. 

20.  Galilei  und  die  Frinoipia  von  Newton.  Gcdüei  erkannte 
in  dem  Begriffe  der  Beschleunigung  die  Möglichkeit  einer  einfachen 
Beschreibung  der  Naturerscheinungen^^^).  Es  ist  sehr  merkwürdig, 
dass  der  Begriff  der  Geschwindigkeit  dazu  nicht  ausreicht  ^^);  sondern 
die  grössten  Komplikationen  herbeiführen  würde^  und  dass  es  anderer- 
seits bisher  nicht  notwendig  geworden  ist,  zu  dem  Begriff  der  Be- 
schleunigung höherer  Ordnung  überzugehen,  der  doch  den  Vorgang 
der  Bewegung  auf  eine  viel  allgemeinere  Weise  charakterisiert.  Auf 
Orund  des  Galüei'schen  Gedankens  erhebt  sich  das  JVi^^'sche  Lehr- 
gebäude, welches  mit  Hülfe  des  Begriffes  der  Masse  m  als  Wirkung 
der  Kraft  K  die  Beschleunigung  tp  :=  K:m  definiert. 

Newton  stellt  an  die  Spitze  seiner  Principia  vier  Definitiones  und 
drei  Axiomata  sive  leges  motus: 

1)   Definitiones*^*). 

1)  Quantitas  materiae  est  mensura  ejusdem  orta  ex  illius  densitate 
et  magnitudine  conjunctim; 

2)  Quantitas  motus  est  mensura  ejusdem  orta  ex  velocitate  et 
quantitate  materiae  conjunctim; 

118)  Noch  allgemeiner  zeigt  Darboux,  Math.  Ann.  17  (1880),  p.  66,  dass 
die  Gleichung  (p(x)  •=^  A- x  schon  dann  folgt,  wenn  an  Stelle  der  Voraus- 
setzungen 4)  des  Textes  nur  angenommen  wird,  dass  q>(x)  in  irgend  einem  end- 
lichen Iniervall  nur  positive  oder  negative  Werte  annimmt,  deren  absoluter  Be- 
trag unter  einer  endlichen  Grenze  liegt. 

119)  Galüeiy  Opere  2,  vgl.  namentlich  p.  261  de  motu  accelerato  mit  der 
Definition  der  Beschleunigung. 

120)  Dies  ist  natürlich  in  Rücksicht  auf  die  thatsächliche  Entwicklung 
der  Mechanik  zu  verstehen,  welche  die  Bewegungen  durch  Di£ferentialgleichungen 
der  Bahnkurven  der  Punkte  definiert.  Die  energetischen  Vorstellungen,  welche 
—  vielleicht  mit  Recht  —  auf  so  detaillierte  Bilder  verzichten,  würden  aller- 
dings auch  eine  andere  Beschreibung  der  Vorgänge  als  denkbar  erscheinen 
lassen. 

121)  Principia,  p.  1. 
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3)  Materiae  yis  insita  est  potentia  resistendi^  qua  corpus  unum 
quodque  quantum  in  se  est;  perseyerat  in  statu  suo  vel  quiescendi  vel 
movendi  uniformiter  in  directum; 

4)  Vis  impressa  est  actio  in  corpus  exercita^  ad  mutandum  ejus 
statom  vel  quiescendi  vel  movendi  uniformiter  in  directum. 

2)  Axiomata  sive  leges  motus^*^. 

1)  Corpus  omne  perseverare  in  statu  suo  quiescendi  vel  movendi 
uniformiter  in  directum,  nisi  quatenus  a  viribus  impressis  cogitur 
statum  illum  mutare; 

2)  Mutationem  motus  proportionalem  esse  viri  motrici  impressae 
et  fieri  secundum  lineam  rectam,  qua  vis  illa  imprimitur; 

3)  Actioni  contrariam  semper  et  aequalem  esse  reactionem,  sive 
corporum  duorum  actiones  in  se  mütuo  semper  esse  aequales  et  in 
partes  contrarias  dirigi. 

21.  Die  dsmamiaolie  Bewegungslehre.  Auf  Grund  der  vor- 
stehenden allgemeinen  Principien  hat  sich  allmählich  im  Anschluss 
an  eine  durchgebildete  Phoronomie  das  System  der  klassischen  Mecha- 
nik des  19.  Jahrhunderts  entwickelt,  bei  dessen  Darlegung  wir  die  an 
die  Vorstellung  von  Baum  und  Zeit  anknüpfenden  Fragen  nun  nicht 
weiter  berühren. 

Die  reine  Bewegungslehre ,  welche  die  Lage  des  Pimktes  durch 
seine  drei  als  Funktionen  der  Zeit  t  gegebenen  Koordinaten  x,  y,  z 
beschreibt;  geht  davon  aus,  dass  bei  der  Bewegung  auf  beliebiger  Bahn 

lim  ^    für     ^  =  ^0 

in  Bezug  auf  den  durchlaufenen  Weg  s  —  5o  =  A$  und  das  zugehörige 
Zeitintervall  t  —  tQ  =  t^t  einen  völlig  bestimmten  Grenzwert,  die  Ge- 
schwindigkeit V  des  Punktes,  darstellt.  Wird  die  Bewegung  auf  irgend 
eine  Axe  X,  etwa  durch  Parallelprojektion,  projiziert y  so  ist  die  Ge- 
schwindigkeit der  projizierten  Bewegung  gleich  der  Projektion  von  v. 
Durch  die  Projektion  auf  drei  am  bequemsten  zu  einander  rechtwinklige 
Eoordinatenaxen  x,  y,  z  gilt  die  Bewegung  als  vollkommen  bestimmt,  und 

y  =  ^  =  /i(^;y,  ^;0 

sind  die  drei  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  welche  bei  ge- 
122)  Principia,  p.  12. 
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gebener  Anfangslage  {x^j  y^j  jSq,  (q)  die  Koordinaten  x,ff,js  ab  ein- 
deutige Funktionen  von  t  bestimmen. 

Bei  der  selbständigen  Stellung^  welche  jede  der  G^schwindig- 
keiten^  z.  B.  x  für  einen  Beobachter^  der  die  Projektionsbewegung  in 
der  FZ- Ebene  mitmacht,  besitzen,  nennt  man  diese  die  Komponenten; 
ihre  Resultante  ist  der  Vektor  v.  Durch  diese  Betrachtung,  welche 
jeder  Bewegung  ihre  orthogonalen  oder  auch  allgemeinen  Parallel- 
projektionen auf  irgend  welche  Axen  zuordnet,  werden  die  überflüssigen 
Untersuchungen  über  Zusammensetzung  und  Zerlegung  der  Geschwindig- 
keiten vermieden,  während  zugleich  die  Vorstellung,  welche  einem 
Punkte  gleichzeitig  mehrere  Bewegungen  zuschreibt,  als  eine  rein 
logische,  allerdings  durch  die  Anschauung  vermittelte,  Abstraktion 
hervortritt,  der  ein  reales  Verhalten  gar  nicht  entspricht. 

Bei  konstanten  XyP,  i  ist  die  Bahn  eine  gerade  Linie,  die  gleidi- 
formig  durchlaufen  wird.  In  jedem  andern  Falle  kommt  zum  Vektor  v 
ein  unendlich  kleiner  Vektor  dv  in  der  Zeit  dt  hinein,  der  ab  Maass 
der  Geschwindigkeitsänderung  angesehen  wird;  auch  hier  betrachten 
wir  diese  Beschleunigung  als  einen  nach  Bichtung  und  Grösse  voll- 
kommen bestimmten  Grenzwert.  Bei  dieser  Auffassung  ist  es  selbst- 
verständlich, dass  sich  die  Beschleunigungen  ebenfalls  nach  dem 
Parallelogrammgesetze  zusammensetzen;  insbesondere  erhellt  dies  durch 
Hamilton' %  Begriff  des  Hodographen^^^).  Und  umgekehrt  definieren 
die  Gleichungen 

bei  gegebenem  Anfangszustande  (Xq,  y^,  jSq,  Xq^  y^,  Zq,  ^o)  wieder  unter 
geeigneter  Beschränkung  der  Funktionen  die  Bewegung  vollständig. 
Der  hierdurch  eingeleitete  Prozess  der  phoronomischen  Begri&bildung 
ist  damit  noch  nicht  abgeschlossen,  doch  hat  die  Dynamik  keine  Ver- 
anlassung, von  den  höheren  Beschleunigungen  Gebrauch  zu  machen  ^''^). 


122  •)  W.B.  Hamilton,  Dublin,  Trans.  3  (1846),  p.  346;  Elements  of  Quater- 
nions,  London  1866,  p.  100,  718,  2.  ed.,  2  vols.,  London  1899/1901;  der  Begriff  des 
Hodographen  indess  schon  1843  bei  Möhixis,  Mechanik  des  Himmels  =  Werke  4, 
Leipzig  1887,  p.  36  u.  47. 

122 »»)  Schon  C.  G.  J.  Jacobi  weist  1826  (Werke  3,  p.  44)  auf  die  Theorie 
der  höheren  Beschleunigungen  hin,  deren  allgemeinen  Begriff  MobiiAS,  J.  f.  Math. 
36  (1838),  p.  91,  verwendet.  A,  Transon,  Note  sur  les  principes  de  la  m^ca- 
nique,  J.  de  math.  (1)  20  (1843),  p.  320,  fährt  neben  mx  geradezu  mx  als 
virtualiU  motrice  ein,   während  H.  Eesal  (Traite  de  cin^matique  pure,   Paris 
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22.  Das  QsTBtem  der  klaBsisolien  Dynamik  ^^').  Den  Übergang 
zur  Dynamik  des  materiellen  Punktes  gewinnt  man  nun  in  den  ge- 
braacUichen  Darstellungen  durch  die  folgenden  ^^)  als  Abstraktionen 
aus  der  Erfahrung  anzusehenden  Grundsätze: 

1)  So  oft  ein  materieller  Punkt  sich  nicht  gleichförmig  und 
geradlinig  bewegt,  sind  immer  andere  Körper  vorhanden,  deren  Lage 
und  Bewc^pmgszustand  als  bestimmende  Bedingungen  f&r  diese  Ab- 
weichung von  der  Tragheitsbahn  erscheinen;  man  sagt,  dass  wirkende 
Kräfte   vorhanden    sind,    welche    die   betreffende  Beschleunigung   er- 

2)  Masse  ist  diejenige  Eigenschaft  der  materiellen  Punkte,  unter 
gleichen  Bedingungen  dieser  Art  skalar  verschieden  grosse  Beschleuni- 
gungen zu  erhalten;  die  Einheit  der  Masse  ist  willkürlich  wählbar. 

3)  Einheit  der  Kraft  ist  diejenige,  welche  der  Einheit  der  Masse 
die  Beschleunigung  Eins  erteilt.  Jede  Masse,  die  „vermöge'^  der  Kraft 
Eins  die  Beschleunigung  Eins  erhält,  repräsentiert  die  Masseneinheit. 

4)  Wird  die  Masseneinheit  von  mehreren  Krafteinheiten  zugleich 
ergriffen,  so  wirkt  jede  einzelne  genau  so,  als  ob  die  übrigen  gar  nicht 
vorhanden  wären.  Man  gewinnt  so  die  VorsteUung  der  Kraft  n, 
welche  der  Masseneinheit  die  Beschleunigung  n  erteilt. 

5)  Ein  materieller  Punkt,  der  unter  dem  Einfluss  der  Kraft  n 
die  Beschleunigungseinheit  erhält,  besitzt  die  Masse  n.  Ein  materieller 


1S68)  eine  systematische  Theorie  der  Beschleonigmigen  erster  und  zweiter  Ord- 
nung liefert,  die  seitdem  von  anderen  noch  viel  weiter  ausgeführt  wurde. 

123)  Wir  verstehen  darunter  etwa  die  Lehren,  welche  durch  den  Einfluss 
der  französischen  Mathematiker  in  der  ersten  Hälfte  des  19.  Jahrhunderts  ziem- 
lich allgemeine  (Geltung  erlangt  haben. 

124)  Diese  Ghmndlagen  der  Dynamik  erscheinen  meistens  mit  metaphysi- 
schen Ideen  über  Trägheit,  Ursache  etc.  yerbunden  (vgl.  z.  B.  die  Darstellung 
bei  E,  Bowr,  Mechanik  2,  p.  6,  Duhamel  und  anderen);  der  hier  gewählte  Text 
beabsichtigt,  soweit  wie  möglich,  sich  bereits  neueren  Vorstellungen  anzupassen. 
Vgl.  z.  B.  Streinie,  Grundlagen,  p.  99ff.  Es  ist  daher  auch  das  Ti^heits- 
prinzip  durch  die  Aussage  Nr.  1  ersetzt.  Der  Zusammenhang  dieser  axiomati- 
sehen  Grundsätze  mit  der  Erfahrung  wird  nicht  selten  durch  Berufung  auf  ganz 
ankontrollierbare  Beobachtungen  in  übertriebener  Weise  dargestellt;  so  z.  B. 
▼on  Cariolis^  M^canique,  p.  6:  si  la  force  F  varie  pendant  la  dur^e  du  mouyement, 
TcbservaUon  fait  yoir  que  le  rapport  tp  (Beschleunigung)  yarie  de  la  mdme 
maniäre;  c'est  ä  dire  que  les  yaleurs  de  9  demeurent  proportionelles  aux  yaleurs 
de  F. 

126)  Selbst  Kirehhoff  und  Mach  sprechen  von  wirkenden  Kräften.  Nach 
A.  Höfler,  Stadien,  p.  66  ist  Wirken  eine  besondere  Art  der  Relation,  nämlich 
eine  Notwendigkeitsbeziehung  von  Realitäten  gewisser  Art,  deren  Vorstellung 
aathropomorphistische  Elemente  gar  nicht  enthält. 

fiMjklQp.  d.  mftth.  WltMiitoh.    lY  1.  4 
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Punkt  mit  der  Masse  m  erhält  daher  durch  die  Kraft  F  ^=  mn  die 
Beschleunigung  <p  =  n;  mithin  wird 

i^=  mg). 

6)  Bei  den  ponderablen  materiellen  Punkten  kann  die  Proportio- 
nalität von  Masse  und  Gewicht  durch  Versuche^  in  ihrer  einfachsten 
Form  z.  B.  durch  die  -Ifti^ooefsche  Fallmaschine^  bestätigt  werden  "•). 

23.  EritiBOhe  Bemerkungen  über  das  System  der  Dynamik. 
Dass  die  Definitiones  von  Newton  zum  Teil  im  Ausdrucke  recht  sorg- 
los gewählt  sind^  z.  B.  quantitas  materiae  durch  densitas^  vis  durch 
actio  erklären^  etc.  ist  oft  bemerkt  worden  ^*^.  Noch  weniger  passend 
scheint  es  zu  sein,  von  einer  vis  inertiae^^)  zu  reden;   es   ist  hier 


126)  Dahin  gehören  auch  die  Resultate  von  F.  BesseVB  Arbeit  „Versuche 
über  die  Kraft,  mit  welcher  die  Erde  Körper  von  verschiedener  Beschaffenheit 
anzieht'*,  Berlin,  Abhand.  d.  Akad.  1830,  p.  41,  auch  Ann.  Phys.  Chem.  26 
(1832),  p.  401.  BesseVe  Untersuchungen  sind  neuerdings  mit  noch  feineren  Hülfii- 
mittein  wieder  aufgenommen  durch  B.  v.  JSötvös^  Über  die  Anziehung  der  Erde 
auf  verschiedene  Substanzen,  Mathematische  und  naturwissenschaftliche  Berichte 
aus  Ungarn  8  (1891),  p.  65;  vgl.  auch  Ann.  Phys.  Chem.  (2)  69  (1896),  p.  864. 

127)  Diese  Ansicht  wird  nicht  von  allen  geteilt.  Thomson  und  Tau  sagen 
(Treatise  (1)  1,  p.  279) :  the  introduction  to  the  principia  contains  in  a  most  luetd 
form  the  general  foundations  of  dynamics.  Ähnlich  äussert  sich  auch  Volk- 
inann^  Theor.  Physik,  p.  70.  Es  ist  namentlich  in  England  üblich,  aus  New- 
ton's  kurzen  Sätzen  viel  weitergehende  Konzeptionen,  z.  B.  das  d*Älembert' acte 
Prinzip,  die  Erhaltung  der  Energie,  u.  s.  w.  herauszulesen.  Wir  lassen  diese 
—  übrigens  auch  in  England  keineswegs  allgemein  vertretenen  —  Ansichten 
dahingestellt.  Beachtet  man  indess  die  Thatsache,  dass  trotz  der  mangelhaften 
äusseren  Form  aus  Newton'B  Prinzipien  sich  die  ganze  Dynamik  entwickelt  hat, 
ohne  dass  man  bis  in  die  neuere  Zeit  es  für  unerlässlich  fand,  die  Anzahl  der 
axiomatischen  Aussagen  wesentlich  zu  vermehren,  so  vrird  man  geneigt  sein^ 
sich  ebenso  sehr  zu  hüten,  in  Newton'B  Gedanken  eu  wenig  hineinzulegen.  Dass 
übrigens  die  Newton'sch&i  leges,  welche  den  Bedür&issen  der  catronomischen 
Mechanik  vollständig  angepasst  sind,  für  die  Deduktion  der  Mechanik  bedingter 
materieUer  Systeme  allgemeiner  Art  nicht  ausreichen,  dürfte  gegenwärtig  kaum 
bezweifelt  werden. 

128)  Die  vis  inertiae,  das  sogen.  Behammgsvermögen,  kann  als  ein  ganz 
überflüssiger  scholastischer  Begriff  erscheinen;  schon  Eüler  weist  ihn  in  den 
Reflexions  sur  Pespace  aufs  entschiedenste  zurück.  Ä.  M.  Ampere  entwickelt 
bei  Gelegenheit  seines  ganz  nützlichen  DevicUionsbegriffes  der  Bewegung  des 
materiellen  Punktes  sogar  die  Vorstellung,  dass  die  force  d'inertie  der  wirken- 
den Kraft  beständig  entgegengesetzt  gleich  sei  (J.  de  math.  1  (1836),  p.  211). 
Die  damit  zusammenhängende  Unterscheidung  der  Kräfte  in  bewegende  und  be- 
schleunigende oder  forces  d'inertie  (als  solche  treten  noch  gegenwärtig  im  ä^ÄJem" 
bert' Bchen  Prinzip  die  —  mx,  —  my,  —me  auf)  scheint  ebenfalls  nicht  sehr 
glücklich.  Hierauf  beruhen  auch  die  falschen  Auffassungen  über  die  Centrifugal- 
kraft^  in  denen  Herte  sogar  einen  wesentlichen  Mangel  der  üblichen  Mechanik 
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nicht  der  Ort,  diese  formellen  Fragen  zn  behandeln;  unerlässlich  er- 
scheint aber  eine  kurze  sachliche  Besprechnng  der  Axiome. 

1)  Die  Unabhängigkeit  der  Axiome.  Weit  grösser  sind  die 
Schwierigkeiten^  welche  sich  dem  Verständnis  der  ^eM7^'schen  Axiome 
entgegenstellen;  sie  haben  eine  ausgedehnte  Litteratur  hervorgerufen^ 
Ton  der  hier  indes  nur  das  Wesentlichste  angeführt  werden  kann. 
Wir  erwähnen  zunächst  die  Fragen,  welche  sich  auf  die  gegenseitige 
Unabhängigkeit  der  Aussagen  beziehen.  Dass  z.  B.  das  erste  Ge- 
setz in  dem  zweiten  enthalten  ist,  wird  wohl  allgemein  anerkannt. 
Offenbar  können  diese  Fragen  durch  eine  rein  logisch-ma^fhemaMsche 
Untersuchung  entschieden  werden,  in  welche  wir  indessen  hier  nicht 
eintreten.  Auch  scheint  es  noch  zweifelhafiy  ob  die  bisherigen  Be- 
strebungen, welche  namentlich  in  der  englischen  Litteratur  auftreten  ^^^), 
bereits  zu  einem  wirklich  abschliessenden  Ergebnis  gelangt  sind.  Es 
sei  dabei  an  die  Schwierigkeiten  erinnert,  welche  analoge  Unter- 
suchungen in  dem  viel  durchsichtigeren  geometrischen  Gebiete  zeigen, 
und  die  erst  in  der  neuesten  Zeit  durch  Hubert  eine  entscheidende 
Forderung  erhalten  haben  ^*®). 

2)  Der  Begriff  der  Masse,  Newton  und  Poisson  erklären  Masse 
als  QuanütcU  der  Materie^^^),  Hertz  bezeichnet^**)  ein  Massenteilchen 
als  ein  Merkmal,  durch  das  man  einen  geometrischen  Punkt  von  einem 
anderen  unterscheiden  kann,  und  geht  zur  Gewinnung  eines  rein  pho- 
ronomischen  Massenbegriffs  auf  die  Zählung  hypothetischer  Atome  in 
einer  bestimmten  Yolumeinheit  zurück,  wUhrend  er  in  der  Dynamik 
i,greifbare''  (ponderable)  Massen  dem  Gewichte  proportional  setzt. 
Französische  Mathematiker^**)  definieren  Masse  durch  das  Verhältnis  der 

ra  erblicken  glaubte  (Mechanik,  p.  6);  man  vgl.  darüber  BoUzmann,  Mechanik, 
p.  45. 

129)  Vgl.  namentlich  /.  Mc.  Gregor^  On  the  fundamental  hypotheses  of 
abfltract  dynamics,  Canada,  B.  Soc.  Trans.  3  (1892);  desgl.  PhiL  Mag.  (6)  35 
(1892),  p.  134;   36  (1893),  p.  243,  sowie  Ganada,  R.  Soc.  Trans.  6  (1895),  p.  95. 

130)  2>.  Hubert^  Über  die  Ghmndlagen  der  Geometrie,  Festschrift  zur  £nt- 
hflUnng  des  Gbuss- Weber-Denkmals  zu  Göttingen,  Leipzig  1899;  auch  franz.: 
Les  prindpes  fondamentauz  de  la  g^om^trie,  trad.  X.  Laugel^  Paris  1900. 

131)  So  auch  Kant,  Metaphysische  Anfangsgründe,  p.  95 ;  diese  Ausdrucks- 
weise auch  noch  gegenwärtig  bei  Physikern,  z.  B.  W.  Voigts  Kompendium  1, 
p.  14;  sie  hat  nur  dann  Sinn,  wenn  man  von  einer  abstrakten  Materie  redet, 
welche  sich  superponieren  kann  und  dadurch  fähig  wird,  Zustände  verschiedener 
Dichtigkeit  anzunehmen.  L.  N.  M,  Camot  (Pnncipes  1803)  definiert  Masse  über- 
haupt nicht. 

132)  Hert£,  Mechanik,  p.  54.    Ähnlich  auch  Schell,  Mechanik  1,  p.  2,  72. 
138)  So  z.  B.  Duhamel,  M^canique  1,  p.  93;  P.  Appell,  M^canique  1,  p.  86; 

H  Baal,  Mäcanique  1,  p.  132. 
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Kraft  zur  Beschleimigiiiig;  selbstrerstandlieli  mnss  dann  zaror  die  Kraft 
definirt  sein,  was  dann  nur  im  statiach^i  Sinne  dnrch  Gewichte  ge- 
schehen kann.  Bei  Kirchhoff  ^  erscheint  die  Hasse  einJGieh  als  ein 
in  den  Differentialgleichungen  der  Bewegung  Ton  SjfsiemeH  eingef&hrter 
Zahlenkoeffizient  y  durch  den  die  Möglichkeit  einer  ondeatigen  Be- 
schreibung der  Bewegung  nidU  (mfgekoben  wird,  bleibt  also  ToUig  Un- 
definiert Nach  Andrade^^)  lasst  sich  aus  d^i  Erscheinungrai  des 
Blosses  Ton  zwei  materiellen  Punkten  ein  Massenb^riff  konstruieren, 
der  von  der  Voraussetaung  eines  besHmnUen  Kocrdmatensifslems  und 
einem  bereits  gewSkUen  Zeitmass  ganz  unabhänffig  ist.  Andere  begnügen 
sich  mit  blossen  Nominaldefinitionen,  so  z.  B.  wenn  Masse  als  Be- 
schleunigungskapazitat  bezeichnet  wird^^. 

Am  eingehendsten  hat  sich  Mach  ^^  mit  dem  Massenbegriff  be- 
schäftigt. Nach  ihm  sind  Körper  gleicher  Masse  solche,  die  auf  ein- 
ander wirkend  sich  gleiche  entgegengesetzte  Beschleunigung^i  erteilen. 
Diese  Aussage  scUiesst  natürUch  die  mit  der  Er&hrung  überein- 
stimm^ide  und  yon  Mach  noch  weiter  begründetet^)  Voraussetzung 


134)  Kirdikoffj  Mechanik,  p.  13—21;  ähnlich  anch  wohl  C.  Newmamn,  Gnmd- 
Züge  der  analytischen  Mechanik,  Leipz.  Ber.  39  (1887),  p.  IbS.  Das«  KktXhofT^ 
einleitende  Betrachtungen  in  einem  anffftllenden  Gregenaatt  m  der  sorgfUtigen 
analytischen  DarsteUnng  der  späteren  Teile  stehen,  welche  sieh  nur  an  wenigen 
Stellen  beanstanden  lassen,  wird  gegenwärtig  wohl  nicht  bezweifelt  werden. 

136)  Andrttde,  M^caniqne,  p.  54.  Die  Erscheinimgen  des  Stosses  an  und 
for  sich  sind  natürlich  schon  Tiel  früher  herangezogen;  in  Beziehung  auf  ex- 
perimentelle Prüfimg  Tgl.  man  z.  B.  W.  M.  Hidts,  Elementary  dynamics  of 
solids  and  flnids,  London  1890. 

136)  So  z.  6.  Ä.  Höfter,  Studien,  p.  70.  CK.  Freycinet  Tergleieht  (Essais 
gor  la  Philosophie  des  sciences,  Paris  1896,  p.  177),  die  Masse  als  CKp^icM  dy- 
namique  mit  der  spezifischen  Wärme.  Bei  Euler  ist  Masse  die  GrOase  der 
Trägheit  (Theoria  motos  §  153);  VoOcwunm^  Theoret.  Physik,  bezeichnet  den  Be- 
griff der  Masse  als  einer  sich  beim  Wechsel  der  Erscheinungen  erhaltenden 
Grösse  als  ein  Poetulat;  dies  wird  man  natüiüch  bei  jeder  ErGrtenmg  über 
diesen  Gregenstand  im  Auge  sn  behalten  haben.  Die  Mechanik  der  Punkte  mit 
veränderlicher  Masse,  auf  welche  Jaeohi  (Dynamik,  Ausg.  Ä.  Clebsth,  p.  57)  hin- 
zudeuten scheint,  wird  man  zunächst  als  eine  ganz  abstrakte  Erweiterung  der 
Differentialgleichungen  der  Dynamik  ansehen.  Sie  kann  indessen  bei  gewissen 
Fragen  (z.  B.  allmähliche  Änderung  der  Masse  der  Himmelskörper  durch  Auf- 
nahme kosmischer  Massen)  Anwendung  finden;  doch  handelt  es  sich  dann 
eigentlich  nicht  um  jene  Abstraktion,  sondern  um  eine  Untersuchung  ron  Stoss- 
erscheinungen;  man  ygl.  J.  Mestsdiersky,  Dynamik  des  Punktes  mit  Teränderlicher 
Masse,  Beferat  in  den  Fortschr.  d.  Mathematik  28  (1897),  p.  645. 

137)  Mach,  Mechanik,  p.  210. 

138)  Modi,  Mechanik,  p.  213.  In  Verbindung  dieses  Massenbegriffii  mit  der 
Erfahrungsthatsache,   dass   die  Beschleunigungen,  welche  mehrere  Körper  A^, 
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eifl;  dflss  zwei  Körper  Ä^  und  A^y  welche  im  Vergleich  mit  einem 
Einheitskorper  A  gleiche  Masse  haben,  auch  in  Bezug  auf  jeden 
anderen  Yei^leichskörper  B  sich  so  verhalten.  Diese  Fassung^  welche 
den  neuesten  Darstellungen^^)  zugrunde  liegt  und  dem  Vorschlage 
Yon  Ändrade  nahe  kommt;  scheint  sich  ebenso  sehr  wie  dieser 
letztere  zu  empfehlen;  eine  allgemeine  Einigung  ist  bis  jetzt  nicht 
erfolgt 

Es  scheint  übrigens  kein  Hindernis  zu  bestehen,  auf  den  ganz  popu- 
lären Standpunkt  zurückzugreifen  und  einfach  die  Masse  der  ponde- 
rablen  Körper  zunächst  dem  Gewichte  proportional  zu  setzen  ^^)  mit 
Berufung  auf  bestimmte  Erfahrungsthatsachen  über  die  Abhängigkeit 
derselben  von  Ort^  Zeit  und  sonstigen  physikalischen  Zuständen^  als- 
dann die  Einführung  anderer  Massen  der  Analogie  vorzubehalten^ 
welche  bei  der  Betrachtung  verborgener  Massen  wie  bei  Hertz  ohne- 
dies eintreten  muss.  In  diesem  Sinne  hat  man  übrigens  von  jeher 
die  Einführung  nicht  gravitierender  (elektrischer,  magnetischer  etc. . . . 
positiver  und  negativer)  Massen ^^^)  vorgenommen,  indem  man  die 
Einheit  derselben  auf  die  bereits  gewonnene  Einheit  der  Krafb  zurück- 
führte; dies  ist  auch  notwendig,  wenn  der  Begriff  der  Arbeit  einen 
allgemeinen  Sinn  erhalten  solL 

3)  Das  Trägheitsprinzip,  Das  erste  Axiom  von  Newton  ist  unter 
dem  Namen  des  6ra2i2ei'schen  Trägheitsprinzips  bekannt:  der  sich 
selbst  überlassene  unabhängig  von  allen  anderen  Körpern  vorgestellte 
Punkt  bewegt  sich  gleichförmig  und  geradlinige*^.  Abgesehen  von 
den  schon  oben  besprochenen  Schwierigkeiten,  welche  in  der  Vor- 
stellung des  unbeeinflussten  Punktes  liegen,  erscheint  dieses  Axiom 

Ä^^  A^  an  einem  Körper  A  bestimmen,  von  einander  unabhängig  sind  (siehe 
Alinea  4  des  Textes)  gelangt  Mach,  Mechanik,  p.  242  zu  einem  System  von 
Aassagen,  welche  geeignet  erscheinen,  die  Fassung  in  Nr.  22  zu  ersetzen. 

139)  Siehe  X<we,  Mechanics,  p.  87;  Maggi,  Principii,  p.  150;  BoUzmann, 
Mechanik,  p.  22. 

140)  Die  Einw&nde  gegen  diese  Ansicht,  vgl.  z.  B.  G.  A.  Greenhül^  On 
weigth,  Natnre  46  (1892),  p.  247;  ibid.  51  (1894),  p.  105,  sind  bekannt;  sie 
scheinen  aber  bei  genauer  Abwäg^g  schliesslich  nicht  grösser  als  die  Schwierig- 
keiten, welche  bei  der  Definition  einer  physikalischen  Längeneinheit  vorliegen. 

141)  A.  Coulomb,  Paris,  M^m.  de  l'Acad.  1745,  p.  569,  Oatwald,  E.  6.  Nr.  13; 
C7.  F.  Garns j  Intensitas  vis  magneticae  terrestris  etc.  1833  ==  Werke  5,  p.  79. 

142)  GdliUi,  Discorsi,  dritter  und  vierter  Tag,  Ostwald,  E.  B.  Nr.  24,  p.  57,  81. 
Nach  E.  WMtdU,  Zeitschr.  f.  Völkerpsychologie  u.  Sprachwissenschaft  15  (1883/84), 
p.  104  hat  Galilei,  bei  dem  eine  apriorische  Begründung  des  Trägheitsprinzips 
im  Sinne  von  Fussn.  22  sich  überhaupt  nicht  zu  finden  scheint,  übrigens  seine 
Aussage  aof  die  Vorgänge  an  der  Erdoberfläche  beschränkt;  die  Erweiterung 
auf  die  Mechanik  des  Himmels  rührt  von  Newton  her. 
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überhaupt  überflüssig.  Überdies  ist  es  eine  Täuschung  ^y  wenn  man 
glaubt,  dass  sich  in  der  Erfahrung  dasselbe  nachweisen  lasse.  Aller- 
dings lässt  sich  erkennen,  dass  die  Abweichungen  von  der  Tr&gheits- 
bahn  kleiner  und  kleiner  werden,  je  mehr  man  gewisse  die  Bewegung 
beeinflussende  „ümstände^^  beseitigt;  dass  aber,  wenn  der  Punkt  sich 
gleichförmig  und  geradlinig  bewegt,  solche  umstände  nidU  mehr  vor- 
handen sind,  wird  schon  vorausgesetzt  und  liegt  jenseits  aller  mög- 
lichen Erfahrung^**).  Einen  wirklichen,  dann  aber  auch  nur  meta- 
physischen Sinn  hat  das  Trägheitsprinzip  allein  dann,  wenn  man  neben 
Newton's  realem  Raxmi,  in  dem  die  Bewegung  des  einzelnen  Punktes 
betrachtet  werden  kann,  auch  ein  reales  absolutes  Zeitmass  annimmt 
4)  Der  Kraftbegrijf.  Die  rein  dynamische  Definition  der  Eraft 
als  einer  bloss  ahJcüraenden  Bezeichnung  für  die  Tliais€u:he,  dass  ein 
Massenteilchen  eine  gewisse  Beschleunigungskomponente  besitzt^  steht  aller- 
dings in  keinem  Zusammenhang  mit  dem  statischen  Eraftbegriff.  Man 
wird  sich  aber  um  so  eher  entschliessen,  den  letzteren  aufzugAeny 
und   damit   den   schon   von   Gauss^^^)   gerügten  Dualismus  zwischen 


148)  Über  die  logischen  Schwierigkeiten,  die  im  Trägheitsgesetz  liegen, 
und  zum  grossen  Teil  durch  Missverständnisse  selbst  geschaffen  sind,  vgl. 
F.  Poske,  Der  empirische  Ursprung  von  der  Allgemeingültigkeit  des  Behamings- 
gesetzes,  Vierteljahrsschr.  f.  wiss.  Philosophie  8  (1884),  p.  385,  mit  Zusatz  von 
W.Wundt,  p.  406;  desgl.  L.  Weber,  Über  das  GaUlefsche  Prinzip,  Kiel  1891; 
F.  Jöhawnesson,  Über  das  Beharrungsgesetz,  Schul-Programm,  Berlin  1896,  Nr.  98. 

144)  Man  kann  sich  daher  sehr  wohl  eine  Mechanik  denken,  bei  der  die 
Bewegung  des  unbeeinflussten  Punktes  eine  ganz  andere  wäre,  so  z.  F.  Beeeh  im 
Cours  de  m^canique^  tgl.  Fussn.  72;  dann  J.  Ändrade,  M^canique  phjsique; 
ähnlich  äussern  sich  auch  H.  Poincard  und  P.  Painlevi  [Eevue  de  m^taphys.  (8) 
5  (1900),  p.  557];  auch  schon  weit  früher  Jacobi  in  seiner  Vorlesung  1847/48,  p.  1. 

145)  Gauss,  J.  f.  Math.  4  (1829),  p.  238:  „So  fordert  doch  der  Geist  den 
umgekehrten  Gang,  wobei  die  ganze  Statik  als  ein  besonderer  Fall  der  Dynamik 
erscheint*';  Laplace,  M^c.  c^l.,  p.  16  will  noch  die  Proportionalität  von  Kraft  und 
Beschleunigung  beweisen,  so  auch  Poisson,  M^canique,  2.  ^d.,  1,  §  116. 

Eine  allgemeine  Einigung  über  diese  beiden  Auffassungen  des  Erafb- 
begrififs  ist  bisher  nicht  erzielt.  Während  die  abstrakte  Dynamik^  für  die  die 
Statik  nur  ein  Grenz  fall  ist,  den  Begriff  mqp  als  ausreichend  betrachtet,  gehen 
die  auf  die  Anwendungen  gerichteten  Darstellungen  der  Mechanik  zunächst  von 
den  statischen  Erscheinungen  (als  den  scheinbar  einfacheren)  aus,  d.  h.  von  der 
Messung  der  Kräfte  durch  Gewichte,  resp.  durch  die  Formänderungen  elastischer 
Systeme  {Federwagen,  Dynamometer).  Vgl.  die  ausführliche  Darlegung  bei  Ch.  Frey- 
einet,  Es&ais  sur  la  philosophie,  Paris  1896,  p.  153  ff.  Ä.  Bitter,  Lehrbuch  der 
analytischen  Mechanik,  2.  Aufl.  Leipzig  1883,  p.  66,  dessen  Anschauung  gewiss 
von  vielen  geteilt  wird,  definiert  zwar  Kraft  durch  mqp,  will  aber  die  Masse 
selbst  nur  durch  die  Kräfte  messen.  „Es  muss  vielmehr  vorausgesetzt  werden, 
dass  es  erfahrungsmässig  noch  ein  anderes  Kriterium  giebt,  um  die  Gleichheit 
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SiaHk  taid  Dynamik  zu  beseitigen^  als  eine  befriedigende  Darstellung 
der  statischen  Vorgänge  als  solcher^  bei  denen  die  Beschleunigung 
Null  ist,  nicht  allein  gelingt,  sondern  damit  zugleich  weitere  Voraus- 
setzungen entbehrlich  zu  werden  scheinen.  Das  UnahhängigkeUs- 
prineip  ^*^y  das  nach  Ansicht  mancher  englischer  Autoren  in  Newton's 
lex  secunda  enthalten  ist,  und  auf  das  sich  der  Parallelogrammsatz 
gründet,  ist  erst  später  in  der  französischen  Schule  mit  besonderem 
Nachdrucke  heryoi^ehoben.  Dasselbe  scheint  überflüssig  zu  werden, 
wenn  man  die  Lehre  von  der  Zusammensetmng  der  Beschleunigungen 
einleM^h  als  Forderung  auf  die  Beschreibung  der  Erscheinungen  durch 
den  Eraftbegriff  iiberbrägt^^'^.  Als  Ausdruck  der  dynamischen  Grund- 
Yorstellungen  gelten  nun  die  JBewegtmgsgleicliungen  des  freien  materiellen 

Punktes 

mx  =  X 

my  =  Y 

m'i  =  Zy 

in  denen  die  X,  F,  Z  als  die  durch  Beobachtung  der  Beschleuni- 
gungen und  Massen  resp.  der  statischen  Wirkungen,  je  nach  dem  zu- 
grunde gelegten  KraftbegrifiF,  zu  gewinnenden  Werte  der  Kraftkom- 
ponenten aufzufassen  sind^^^). 

zweier  Kräfte  zu  erkennen^*,  nämlich  die  Identität  der  Formänderungen  am 
Dynamometer;  ähnlich  auch  bei  A,  Bitter,  Lehrbuch  der  technischen  Mechanik, 
7.  Aufl.  Leipzig  1896,  p.  42;  vgl.  auch  E.  Budde,  Mechanik  1,  p.  111. 

146)  Siehe  dessen  Fassung  bei  Duhamel^  Mechanik  1,  p.  388;  E.  Bowr^ 
Mäcanique  2,  p.  7.  Von  D.  BemcvXli  (Comm.  Ac.  Petrop.  1728,  p.  126)  ist  das- 
selbe Muerst  ausgesprochen.  Poisson  legt  es  seiner  Mechanik  von  1811  (p.  277) 
zugrunde;  in  der  2.  ^d.,  1,  p.  172  sucht  er  dasselbe  durch  eine  Betrachtung  zu 
beseitigen,  auf  deren  Haltlosigkeit  schon  der  Übersetzer  M.  A.  Stern  aufmerk- 
sam macht.  Der  willkürliche,  aber  einer  bequemen  Beschreibung  der  Be- 
wegongBvorgänge  angemessene  Charakter  des  Unabhängigkeitsprinzips  ist  wohl 
selten  bezweifelt  worden.  Poincar4  (vgl.  Fussn.  144)  bemerkt  neuerdings,  dass 
das  VerhdUen  magnetischer  Massen  mit  dem  Gesetze  nicht  unmittelbar  in  Ein- 
klang stehe;  vgl.  dazu  die  Bemerkung  von  PainkvS  „Les  principes  de  la  m^ca- 
nique  sont  des  Conventions  que  l'ezp^rience  ne  pourra  jamais  mettre  en  defaut". 

147)  So  z.  B.  Tau,  Encjcl.  Brit.,  9.  ed.  (1881),  Art.  Mechanics,  p.  701; 
Jfe.  Gregor^  On  the  hypotheses,  Fussn.  129;  F.  Mu4rhead,  On  the  laws  of  motion, 
PhiL  Mag.  (5)  23  (1887),  p.  489. 

148)  Es  besteht  kein  Hindernis,  diese  Werte  der  X,  F,  Z  als  abhängig 
vom  Bewegungszuttande,  d.  h.  den  x,  y,  z,  d;,  y,  k  anzusehen;  enthalten  sie 
auch  die  3r,  y,  IT,  so  ergiebt  sich  durch  Auflösung  nach  denselben  ein  analoges 
Problem.  Ein  ganz  anderes  Verhalten  aber  tritt  ein,  wenn  die  Kräfte  von  noch 
höheren  Deri vierten  abhängen,  da  nun  der  Anfangszustand  (im  gewöhnlichen 
Sinne)  überhaupt  nicht  mehr  zur  Bestimmung  hinreicht;  dies  wird  nicht  inmier 
hoTorgehoben. 
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5)  Das  Gesetz  der  Aktion  und  Beaktiony  Newtori%  lex  tertia,  wel- 
ches in  Nr.  22  nicht  unter  die  Lehren  der  klassischen  Dynamik  auf- 
genommen wurde^  ist  für  die  akademischen  Beispiele  der  Bewegung 
freier  Punkte  nicht  erforderlich^  enthalt  aber  fOr  die  Betrachtung  von 
materiellen  Systemen  gerade  den  wichtigsten  Teil  der  J^eti;^'schen 
Mechanik.  Nach  Hertz,  der  dasselbe  f^  die  Wirkungen  zwischen 
Teilsystemen  als  eine  Folge  seines  Grundgesetzes  beweist  ^^^)y  ist  das- 
selbe in  seiner  Ausdehnung  über  diesen  Fall  hinaus  eine  unerweis- 
barC;  vielleicht  nicht  einmal  richtige  Behauptimg;  überdies  sind  in 
der  Elektrodynamik  und  Elastizitatstheorie  allgemeinere  Formen  dieses 
Gesetzes  aufgetreten  ^'^).  Es  erscheint  nicht  unrichtige  wenn  Petrini  ^^^) 
in  dem  Gesetz  eine  —  im  Interesse  der  Einfachheit  nützliche  —  Me- 
thode zur  angemessenen  Begrenzung  der  Untersuchungen  sieht 

24.  Die  momentanen  Kräfte,  Stösse  oder  Impulse ^^').  Da  jede 
Kraft  K  in  der  Zeit  dt  in  ihrer  Richtung  nur  die  geradlinige  Ab- 
weidiung  oder  Deviation^^^) 

i-dt\ 

dagegen  die  unendlich  kleine  Geschwindigkeit 

-dt 
m 

hervorbringt,  so  ist  die  abstrakte  Mechanik  zunächst  nicht  im  stände, 
die  scheinbar  plötzlichen  Änderungen  des  Bewegungszustandes  zu  er- 
klären, welche  man  beim  Stosse  wahrzunehmen  glaubt.  Ohne  auf  die 
frühere  Behandlung  dieser  Fragen  durch  Huygens  ^^)  und  andere  ein- 
zugehen, sei  nur  bemerkt,  dass  sich  gegen  die  Vorstdhmg  ^^*)  nichts 


149)  Hertg,  Mechanik,  p.  216. 

150)  Erweiterung  desselben  bei   Volkmanny  Theoretische  Physik,   p.  131; 
nach  anderer  Richtung  bei  Voigt,  Eompendiom  1,  p.  79. 

161)  H.  Petrini;  Fussn.  11,  p.  221. 

162)  Die  Bezeichnung  ist  an  sich  natürlich  gleichgültig;  der  Ausdruck  Im. 
puls  (nach  Thomson  und  Tait  (Treatise  (1)  1,  p.  283)  gewählt,  obwohl  dies 
auch  nichts  anderes  als  Stoss  bedeutet),  z.  B.  bei  E.  Budde^  Mechanik  1 ,  p.  411, 
scheint  allgemeiner  in  Gebrauch  zu  kommen.  Vgl.  Klein  u.  Sommerfeld,  Theorie 
des  Kreisels,  p.  69  fif. 

163)  Diese  Formel  zuerst  bei  Euler,  Däcou^erte  d*un  nouveau  principe  de 
m^canique,  Berlin,  M^m.  de  TAcad.  1760  (1762),  p.  185;  Theoria  motus,  §  169. 

164)  Über  Huygens  und  seine  Vorgänger  vgl.  z.  B.  Mach,  Mechanik,  p.  300 
— 326;  desgl.  Galilei's  Untersuchungen  über  den  Stoss,  Ostwald,  E.  B.  Nr.  26,  p.  37. 

164*)  In  der  Mechanik  von  Hertz,  p.  288,  ist  die  Vorstellung  gerade  um- 
gekehrt; es  handelt  sich  um  wahre  Unstetigkeiten  der  Bewegung,  welche  ver- 
möge der  existierenden  Zeitintegrale  der  Beschleunigungen  beschrieben  werden. 
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einwenden  zu  lassen  scheint^  dass  es  sich  hierbei  um  Vorgänge  kon- 
tinuierlicher Art  handelt^  die  in  so  kurzer  Zeit  ablaufen  ^^^)^  dass  eine 
scheinbare  Diskontinuität  entsteht.     Wenn  in  der  Formel 

mx  =  X 

t 
oder  m{x  —  i^)  ='fXdt  =  P 

X  ab  sehr  gross  angeseheu  wird,  kann  selbst  in  einem  ausserordent- 
lich kleinen  Zeitinterrall  t — i^^  die  rechte  Seite  einen  unter  einer  end- 
lichen Ghrenze  liegenden  mit  den  gewöhnlichen  Grössenordnungen  ver- 
gleichbaren Wert  P  annehmen,  den  man  nun  als  Intensität  des  Stosses 
oder  Itnpulses  bezeichnet;  links  steht  der  Zuwachs  an  Bewegungsgrösse 
(quantite  de  mouvement,  momentum).  Die  momentanen  Kräfte  oder 
Impulse  werden  daher  durch  den  vektoriellen  Zuwachs  an  Bewegungs- 
grosse gemessen,  welche  sie  in  einem  ausserordentlich  kleinen  Zeitraum 
erzeugen.    Da  gleichzeitig 


X 


—  ^0=^1  ^dt 


ist,  so  erfährt  der  materielle  Punkt  m  bei  einer  Lagenänderung  yon 
der  Ordnung  t — t^  einen  Geschwindigkeitszuwachs  x  —  x^^^)  In 
erster  Annäherung  gestattet  man  sich  von  einer  plötzlichen  Geschwin- 
digkeUsändenmg  bei  unveränderter  Lage  des  Ptmktes  und  von  dem 
Integralwert  bei  gegen  Null  konvergierendem  t  —t^  zu  reden.  So 
unbefriedigend  diese  Auffassung  in  mancher  Hinsicht  ist,  deren  Inhalt- 
losigkeit  nur  formal  durch  die  benutzten  Integralzeichen  ^^^)  verdeckt 
wird,  so  hat  sich  doch  gegen  diese  in  der  französischen  Schule  be- 
sonders nachdrücklich  ausgebildete  Vorstellung,  die  mit  den  Beobach- 
tungen in  genügender  Übereinstimmung  zu  sein  scheint,  ein  Wider- 
spruch biskng  nicht  erhoben. 

Die  Vorstellung,  dass  die  Bewegungsgrösse  mv  eines  materiellen 


166)  Dies  ist  die  SUmeeit,  time  of  impact  der  englischen  Schriftsteller, 
▼gL  Tham9on  nnd  Tait,  Treatise  (1)  1,  p.  274. 

166)  Theoretisch  sind  natürlich  ganz  andere  Fälle  denkbar,  da  es  sich  um 
die  Orengtoerte  handelt,*  gegen  welche  die  Integrale  konvergieren  sollen;  so  z.  B. 
der,  wo  ohne  Geschwindigkeitsänderung  noch  eine  endliche  Verschiebung  bei 
gegen  Null  konvergierender  Zeit  erfolgt;  Beispiele  dieser  Art  bei  G.  Barhoux^ 
Bnll.  sdences  math.  (2)  4  (1880),  p.  128. 

167)  Diese  Integrale  in  Pois^on's  Mäcanique,  bei  Buhamd^  Mechanik  2, 
p.  Sl.  Insbesondere  vgl.  man  G,  Darboux,  £tude  g^m^trique  sur  la  percussion 
et  le  choc  les  corps,  Paris  G.  B.  78  (1874)  und  Bull,  sciences  math.  (2)  4  (1880), 
p.  126 ;  dort  auch  momentane  Beibungsimpulse. 
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Punktes  mit  der  Masse  m  einem  Impulse  P  =  mv  äquivalent  ist^  der 
dem  ruhenden  Punkte  plötzlich  die  Geschwindigkeit  t;  mitteilt^  ist 
übrigens  keine  nur  nebensachliche;  dies  zeigt  sich  insbesondere^  wenn 

man    die    generalisierten   Impulse  p^=:—^   vgl.  Nr.  26,  als  solche 

betrachtet,  die  den  generalisierten  Koordinaten  q^  die  Geschwindig- 
keiten q^  erteilen.  Sie  tritt  sogar  von  vornherein  als  gleichbereckUgt 
neben  die  der  kontinuierlichen  Kräfte.  Übrigens  handelt  es  sich  dabei 
nicht  eigentlich  um  eine  diskontinuierliche  Auffassung,  da  die  Impulse 
doch  selbst  wieder  als  stetig  wechselnd  im  allgemeinen  angesehen 
werden.  d'Älembert  scheint  auf  sein  Prinzip  ursprünglich  durch  Be- 
trachtung von  Impulsen  gekommen  zu  sein^^^*);  auch  Lagrcmge  be- 
rücksichtigt in  seiner  M^canique  gleichmässig  heide  Vorstellungen,  die 
später  besonders  in  PoinsoV^  synthetisch-dynamischer  Theorie  der 
Bewegung  des  starren  Körpers  hervortreten  *^''*). 

Diese  verallgemeinerte  Auffassung  des  Impulsbegriffes,  auf  die 
McuvweU  seine  allerdings  bestrittene  Herleitung  der  dynamischen 
Differentialgleichungen  gründete,  sowie  der  reiche  Inhalt  der  verschie- 
denen Theoreme,  welche  Thomson  und  Tait  in  Verfolgung  der  Cor- 
no^'schen  imd  Bertrand^schen  Sätze  ^*''®)  entwickeln,  kommt  in  der 
deutschen  Litteratur  neuerdings  in  methodisch  entwickelter  Form  zur 
Geltung  in  Klein  und  Sommerfeldes  Theorie  des  Kreisels**''*). 

26.  Druck  und  Oberfläohenkräfte;  verallgemeinerter  Kraft- 
begriff. Bei  der  Annahme  einer  kontinuierlichen  Massenverteilung 
hat  man  sich  genötigt  gesehen,  neben  den  direkt  gegebenen  Kräften, 
die  dann  gewöhnlich  auf  die  Masseneinheit  bezogen  durch  X^  Y,  Z 
bezeichnet  werden,  also  für  die  Masse  gdr  gleich  Xgdx,  Yqdt^ 
Z^dt  sind,  noch  Oberfiächenkräfte  und  Druckkräfte  einzuführen. 
Dynamisch  bildet  die  Vorstellung  einer  über  eine  Oberfläche  ver- 
breiteten Druckkraft  gewisse  Schwierigkeiten,  da  diese  üjräfke  über- 
haupt nicht  mehr  an    den  Massenteilchen  haften,    sondern  nur  als 


•^ 


157»)  Siehe  die  Dynamik  von  d'AJembert,  Oßtwald,  K.  B.  Nr.  106,  p.  138. 

157*»)  L.  Poinsot,  Theorie  nouvelle  de  la  rotation,  Paris  1834,  dann  J.  de 
math.  (1)  6  (1851),  p.  9  u.  289;  Sur  la  percussion  des  Corps,  ibid.  (2)  2  (1857), 
p.281  und  (2)  4  (1869),  p.  421;  vgl.  auch  Schell,  Theorie  d.  Bewegung  2,  p.  852  ff. 

157«)  Vgl.  Thomson  u.  Tait,  Treatise  (1)  1,  p.  284;  E.  J.  Routh,  Dynamik  1, 
p.  335,  350,  sowie  die  dort  gegebene  Litteratur;  hierher  gehört  auch  die  der 
englischen  Litteratur  eigentümliche  Betrachtung  der  Anfangsbewegungen  (initial 
motions)  z.  B.  bei  Bouth,  Dynamik  1,  p.  420. 

157*)  F.  Klein  und  A,  Sommerfeld,  Theorie  des  Kreisels,  Leipzig  1897, 
p.  69  ff.,  93,.  etc. 
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statische  BestdtatUen  auftreten^  welche  zwischen  starren  masselosen 
Trennungsflächen  nach  den  Gesetzen  des  Gleichgewichts  auftreten. 
In  dieser  Weise  ist  namentlich  durch  Catichy^^)  die  Vorstellung 
eines  inneren  Druckes  bei  kontinuierlicher  Massenyerteilung  begründet; 
manche  Äusserungen  anderer  Autoren  deuten  darauf  hin^  dass  dieselbe 
noch  keineswegs  völlig  entwickelt  ist^^). 

Wir  schliessen  hieran  noch  einen  kurzen  Hiaweis  auf  weitere 
VeraUgemeinerufigen  des  Kraftbegriffs,  Dass  die  Mechanik  geneigt 
scheint;  nicht  nur  von  bewegenden^  sondern  schliesslich  ganz  allge- 
mein Yon  zustandsändemden  Kräften  zu  handeln,  wurde  schon  in  Nr.  3 
bemerkt.  Aber  auch  die  im  Sinne  der  ersteren  gefassten  Gesetze 
werden  mannigfach  erweitert.  Schon  das  Weber'sche  Gesetz  führt  zu 
von  den  Beschleunigungen  abhangigen  Knlften^  die  C.  Neumann^^^^) 
durch  die  Unterscheidung  eines  emissiven  und  receptiven  PotentialSy 
d.  h.  einer  eeiüichen  Fortpfta/rusvmg  der  Fememrhmg  den  gewöhnlichen 
Voraussetzungen  wieder  unterordnete;  die  mannigfachen  Spekulationen 
über  die  mit  der  Gravitationslehre  in  Zusammenhang  stehenden  Fem- 
krafl^esetze  begrenzt  derselbe  passend  durch  die  Forderung,  stabile 
Gleichgewichtszustande  elektrischer  Massen  hervorrufen  zu  können. 
Rein  mathematischer  Natur,  aber  für  die  Methodik  der  Dynamik 
wichtig,  sind  die  umfangreichen  seit  1896  fortgesetzten  Untersuchungen 
von  Koenigsberger^^^^)  über  die  Analogieen,  welche  unter  Voraussetzung 
von  kinetischen  Potentialen  allgemeinster  Art  bei  dem  Gebrauch  des 
HcmaUm'%chQn  Prinzips  hervortreten. 


168)  Catu%,  Ezerc.  de  math.  1827  =  Oeuvres  (2)  7,  p.  60;  1828  (Oeuvres 
(2)  8,  p.  263  fif.);  1329  (Oeuvres  (2)  9,  p.  41);  desgl.  Poisson^  Sur  les  ^quations 
g^^rales  de  T^quilibre  .  .  des  corps  solides  elastiques  et  fluides,  J.  ^c.  polyt. 
20  (1881),  p.  1;  ganz  abstrakt  ist  die  Darstellung  bei  Kirchhoff ^  Mechanik,  p.  110, 
der  die  Begriffsbestimmungen  des  inneren  Druckes  mittelst  Oreen^B  partieller 
Integration  gewinnt. 

159)  Duhetn,  Le  potentiel  tbermodynamique,  Ann.  äc.  norm.  (3)  10  (1893), 
p.  186,  213.    YgL  auch  /.  Larmor^  Aether  and  matter,  p.  270. 

159*)  C.  Neumann,  Die  Prinzipien  der  Elektrodynamik,  Tübingen  1868;  die 
YorBtellung  einer  zeitlichen  Fortpflanzung  tritt  schon  1845  bei  Gauss  auf  (Brief 
an  Weber),  Werke  5,  p.  269.  —  C.  Neumann  ^  Allgemeine  Untersuchungen  über 
das  Newton*8che  Potential,  Leipzig  1896,  p.  227;  vgl.  H.  Seeliger,  Über  das 
Newton'scbe  Gravitationsgesetz,  Münch.  Ber.  26  (1896),  p.  373. 

159^)  L.  Koenigsberger,  Die  Prinzipien  der  Mechanik,  Leipzig  1901.  Hier 
wird  p.  127  die  in  Fussn.  159*  erw&hnte  ^etimafin'sche  Vorstellung  auf  eine 
ganz  andere  Weise,  nämlich  durch  Zuziehung  verborgener  Bewegungen,  wieder 
den  gewöhnlichen  untergeordnet. 
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D)  Die  rein  Mnetisclieii  Theorieen. 

26«  Die  Elimination  der  Kraft  in  der  Kinetik  von  W.  Thomson 
(Lord  Kelvin).  Wir  gehen  endlich  zu  einigen  neueren  Fortbildungen 
der  Mechanik  über.  Durch  die  Lagrange^ sahnen.  Differentialgleichungen 
der  Bewegung  ^^)  in  allgemeinen  Koordinaten  (vgl.  Nr.  37) 

dt  dq^        dq^       ^' 

wird  man  veranlasst^  die  Q^  als  E^raftkomponente  genommen  nach  der 
Koordinate  q^,  als  generalisierte  Kraft,  zu  bezeichnen,  was  auch  in  dem 
bei  beliebigen  Transformationen  der  q^  in  andere  imabhangige  Varia- 
bele  r^  invarianten  Ausdruck  f&r  die  Arbeit 

seine  Begründung  findet;  eine  ähnliche  Verallgemeinerung  tritt  ein 
in  Bezug  auf  die  generalisierten  Imptdskoordinaten 

dT 

dq/ 

welche  bei  vielen  Problemen  eine  besonders  anschauliche  Bedeutung 
besitzen  ^•^). 

Weit  wichtiger  erscheinen  aber  die  Gedankengange ,  welche  auf 
die  vollständige  EliminaMon  des  KrafthegriffSj  als  des  einzigen,  der 
von  metaphysischen  Ideen  über  das  Wirken  der  Dinge  aufeinander 
schon  infolge  unserer  gewohnten  Ausdrucksweise  sich  schwer  los- 
löst,  abzielen. 

Insbesondere  hat  W.  Thomson  sich  mit  Vorliebe  immer  aufs 
neue  der  Absicht  zugewandt,  durch  bis  ins  einzelne  ausgeführte 
Bilder  und  Modelle  die  allgemeine  Möglichkeit  einer  rein  hinetisdien 
Dynamik  zu  erläutern,  deren  Erfolge  auf  dem  speziellen  Gebiet  der 
kinetischen  Theorie  der  Gase  bereits  erkannt  waren. 

Ein  erster  Ansatz  dazu  wurde  von  Thomson  1876  mit  Hülfe  der 
von  Heimholte  1858  entdeckten  Eigenschaften  der  Wirbelbewegung^*^) 
—  bezüglich  deren  auf  Band  IV  16,  3  b  hier  verwiesen  werden  möge  — 
auf  das  Verhalten   der   Wirbelringe  y   als   in  gewissem    Sinne   unzer- 


160)  Es  muss  hier  vorgreifend  die  Bekanntschaft  mit  den  Xo^an^tf^schen 
Gleichungen  der  Dynamik  vorausgesetzt  werden,  welche  in  Nr.  87  herge- 
leitet werden. 

161)  Vgl.  namentlich  F.  Klein  und  Ä.  Sommerfeld,  Theorie  d.  Kreisels. 

162)  Helmholtg,  Integrale  der  hydrodynamischen  Gleichungen,  J.  f.  Math.  55 
(1868),  p.  26;  bei  Cauchy  (Oeuvres  (1)  1,  p.  39)  schon  1815. 
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storbaren  ^^)  Gebilden  in  einer  idealen  Flüssigkeit,  und  den  scheinbaren 
Kräften;  welche  dieselben  aufeinander  ausüben,  gegründet;  Thomsoft 
bezeichnet  sie  geradezu  als  die  Atome  des  ,;Seienden'^  ^^).  Eine  wirk- 
lieh  allgemeine  Aasföhrang  hat  er  indeBsen  ebenso  wenig  von  diesem 
kühnen  Aperfu  gegeben  ^•*),  wie  Ton  der  etwas  später  von  ihm  be- 
gründeten, durch  seine  Schüler  weiter  behandelten  Theorie  der  Oyrch 
staien,  welche  geradezu  die  Eraftwirkungen  der  elastischen  Materie 
zu  erklaren  bestimmt  sind.  Ein  solcher  Gyrostat  besteht  in  seiner 
einfachsten  Form  aus  einem  um  eine  Achse  rotierenden  Rotationskörper 
(Schwungrad).  Nachdem  Thomson  zuerst  das  Gleichgewicht  eines 
durch  masselose  starre  Verbindungen  von  Gjrostaten  angeordneten 
Systems  dieser  Art  untersucht  hatte*®*),  dehnt  er  diese  Vorstellung 
auch  auf  die  elastischen  Schwingungen  eines  Systems  um  seine  Gleich- 
gewichtslage  aus**^. 

27.    Die   kinetiBOhe  Theorie   der  Kraft  von  J.  J.  Thomaon. 

Von  dieser  auf  die  Theorie  der  Gyrostaten  begründeten  hineÜschen 
Theorie  der  Kraft  ist  nur  noch  ein  Schritt  zu  der  ganz  abstrakten 
und  völlig  neuen  Wendung,  welche  J.  J.  Th4ymson  eingeschlagen 
hat^^).  Wenn  nämlich  bei  den  Gleichungen  eines  kräftelosen  ma- 
teriellen Systems  (Nr.  26) 


168)  Namentlich  bleibt  der  Zummmenha/ng  geschlossener  Wirbebinge  im 
Sinne  der  Analysis  sitas  unveränderlich. 

164)  W.  Thomson,  On  vortez  atoms,  Phil.  Mag.  (4)  34  (1867),  p.  16;  Edinb. 
Boy.  Soc.  Proc.  6  (1869),  p.  44;  Edinb.  Boy.  Soc.  Trans.  25  (1869),  p.  217.  Letz- 
tere beginnt  so:  Diese  Arbeit  wurde  unternommen,  um  zu  zeigen,  dass  durch  die 
Hypothese,  der  Baum  sei  erfüllt  mit  einer  inkompressibelen  Flüssigkeit,  auf  die 
keine  äusseren  KHÜte  wirken,  alle  materiellen  Phänomene  erklärt  werden  können; 
ygl.  femer  Edinb.  Boy.  Soc.  Proc.  7  (1872),  p.  676,  vgl.  auch  Ä.  E.  H,  Love^  On 
recent  English  researches  in  Vertex  motion,  Math.  Ann.  30  (1887),  p.  326. 

165)  The  possibility  of  forming  a  theory  of  elastic  solids  and  liquids  may 
be  anticipated  Phil.  Mag.  (4)  84  (1867),  p.  16;  MaxtveU  bemerkt  indes  dazu 
(Encycl.  Brit.,  9.  ed.  8,  p.  45):  „The  difficulties  of  this  method  are  enormous,  but 
the  glory  of  surmounting  them  would  be  unique^';  vgl.  auch:  W.  Thomson, 
On  Toriez  statics,  Phil.  Mag.  (6)  10  (1880),  p.  97;  J.  J,  Thomson,  On  the  motion 
of  Tortez  rings,  London  1883. 

166)  On  oscillations  and  waves  in  an  adynamic  gyrostatic  System,  Edinb. 
Boy.  Soc.  Proc.  12  (1883). 

167)  Steps  towards  a  kinetic  theory  of  matter,  Brit.  Assoc.  Bep.  (Montreal 
1884),  p.  613,  London  1886;  desgl.  On  a  gyrostatic  adynamic  Constitution  for 
ether  (1889);  Math,  and  Phys.  Papers  3^  p.  366;  J.  Larmor,  On  the  propagation 
of  a  diBturbance  in  a  gyrostatically  loaded  medium,  Lond.  Math.  Soc.  Proc. 
«3  (1891),  p.  127. 

168)  J.  J.  Thomson,  Lond.  Phil.  Trans.  176  (1886),  p.  307;  On  some  appli- 
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<')  Ä(lf)-|f-o 

in  der  lebendigen  Kraft  T  gewisse  generalisierte  Koordinaten  qj  nur 
durch  ihre  qj  enthalten  sind^  und  auch  keine  Produkte  q^qj  vor- 
kommen ;  fidls  die  übrigen  Koordinaten  durch  q^  bezeichnet  werden^ 
so  hat  man  aus  1)  ftlr  5  »==  i 

«  Ä(IC)-lf-» 

und  für  s^^j 

Geht  nun  durch  Elimination  der  qj  ^^^  vermöge  (3)  T  in  (T) 
über^  so  ist 

dt\dq.)  dq.    ~  dq.J^^^'^^' 

WO  rechter  Hand  vermöge  (3)  nun  alles  als  Funktion  der  q^  dar- 
gestellt werden  kann.  Fasst  man  die  rechte  Seite  als  Kräftefunktion 
U  auf,  so  hat  man  die  von  J.  J,  Thomson  ^*'^)  namentlich  im  Sinne  der 
allgemeinen  dynamischen  Theorie  MaxwdVs  ausgeführte  Möglichkeit^ 
mit  Hülfe  der  kinosthenischen  Koordinaten  q^  das  Auftreten  von  Krafte- 
funktionen  rein  kinetisch  zu  deuten  und  so  die  potentielle  Energie 
auf  kinetische  Enei^e  ,,ignoriertei^'  Massen  zurückzufahren. 

28.  Die  Mechanik  von  H.  HertB.  Diese  Auffassung  ist  von 
Merta  in  seiner  Mechanik  zu  dem  Ideal  einer  vöüig  kräftelosen  Dy- 
namik ausgebildet.  Hertjg  kennt  nur  Systeme  von  materiellen  Punkten, 
die  durch  Bedingungen  verbunden  sind,  und  deren  Bewegung  durch 
das  Gauss' sehe  Prinzip  des  kleinsten  Zwanges  geregelt  ist,  welches 
er  in  einer  an  NetcUm's  lex  prima  erinnernden  Ausdrucksweise  als 
Grundgesetz   der  Bewegung  in  geradester  Bahn^'^^)   bezeichnet     Der 


> 


cations  of  dynamical  principles   to   physical  phenomena,   London  1888;   auch 
deutsch:  Anwendimgen  der  Dynamik  auf  Physik  und  Chemie,  Leipzig  1890. 

169)  Dieser  wichtige  Schritt  ist  zuerst  von  E.  J.  Boufh,  Essay  on  stability 
of  motion  (1877),  p.  61,  gemacht.  Diese  Koordinaten  q.  heissen  bei  /.  /.  Thomson 
kinosthenischc,  bei  Thomson  u.  Tait  (Treatise  (1)  1,  p.  318)  ignored  coordinates; 
diese  Vorgänge  sind  später  von  HelmhoUz  als  verborgene  Bewegimgen  bezeichnet 
(J.  f.  Math  100  [1887],  p.  147). 

170)  J.  J.  ITiomson^  Anwendungen  (Fussn.  169)  p.  16,  23—97. 

171)  Hertz,  Mechanik,  p.  162:  Systema  omne  liberum  perseverare  in  statu 
suo  quiescendi  vel  movendi  uniformiter  in  directissimam.  Über  HerU,  Mechanik 
vgl.  Maehy  Mechanik,  4.  Aufl.  p.  269;  J.  Lannor,  Brit.  Assoc.  B«p.,  London 
1900,  p.  620. 
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maierieUe  Punkt  als  Einzelobjekt  ist  bei  dieser  Auffassung  eine  in 
gewissem  Sinne  überflüssige  Fiktion,  sodass  zugleich  die  rein  mathe- 
matischen Beispiele  der  Bewegung  einzelner  Punkte^  welche  die  ana- 
lytische Mechanik  der  früheren  Zeit  mit  Vorliebe  pflegte  und  auch 
als  Mittel  zur  Fortbildung  und  Erweiterung  der  analytischen  Theo- 
neen  nicht  entbehren  kann,  aus  den  eigentlich  mechanischen  aus- 
scheiden. 

Allerdings  redet  auch  Herta  von  Kräften,  sie  bestehen  aber  nun 
wirklich  nur  in  den  Beschleunigungswerten,  welche  jeder  Teü  eines 
Systems  auf  jeden  anderen  ausübt.  Diese  systematische  Konstruktion 
der  Kräfte  auf  Grrund  einer  rein  kinetischen  Iheorie^'^*),  welche  nur 
in  ganz  allgemeinen  Zügen  von  J.  J,  Thomson  skizziert  war,  im  Ein- 
zelnen völlig  ausgeführt  zu  haben,  ist  das  eine  Hauptverdienst  der 
Bert^üchen  Mechanik"»).  Denn  die  Einführung  des  Grundgesetzes, 
auf  welches  er  die  Entwicklung  seiner  Dynamik  zurückführt^  ist  schon 
vorher  von  J.  J.  Thomson  in  einer  ganz  ähnlichen  auf  die  Vorstellung 
der  bradiistochronischen  Bewegung  in  einer  ra-fachen  Mannigfaltigkeit 
bezogenen  Form  ausgesprochen.  Allerdings  wird  Herta  dabei  ge- 
nötigt, jedes  System  als  Teilsystem  anderer  aufzufassen,  d.  h.  neben 
den  sichtbaren  Massen  noch  verborgene  mit  den  ersten  durch  Be- 
dingungen gekoppelte  anzunehmen.  Eine  weitere  Ausführung  dieser 
allgemeinen  Ideen  auf  die  Behandlung  bestimmter  Fragen  liegt  nicht 
vor,  und  die  zerstreuten  Bemerkungen,  welche  von  anderen  Seiten  in 
dieser   Richtung   hinzugefügt   sind^'^^),    lassen    nicht   erwarten,   dass 

• 

172)  Herte,  Mechanik,  p.  207—235. 

178)  Das  andere  besteht  in  der  ausserordentlich  anschaulichen  Form,  in 
der  Herte  die  Geometrie  der  n-dimensionalen  Mannigfaltigkeit  für  seine  spe- 
ziellen Zwecke  gedeutet  hat,  sowie  in  dem  von  ihm  eingeführten  konsequenten 
System  von  Begriffen.  Charakteristisch  ist  dabei  der  Begriff  der  Grösse  s  der 
Verrückung  von  Massenteilchen  m^  aus  der  Lage  mit  den  Koordinaten  o;,.,  in  die 
Lage  x^fi 

Ms*  =  Ztn^  (x^  —  a?^';  8  itf  =  Zm. ; 

sowie  des  Winkeis  (so)  von  zwei  VerrOckungen  eines  Systems 

Ms(t  cos  (so)  =  Zm^  (x^ — x'.)  (y{  —  y^, 

welche  den  durch  x^,  x^;  y^,  y\  bezeichneten  Koordinaten  entsprechen.  Übri- 
gens definiert  schon  Duhem  im  Commentaire  1892,  p.  269,  Kraft  und  Arbeit 
genau  in  dem  Sinne  von  Hertz, 

174)  /.  J,  Thomson,  Anwendungen,  p.  17;  schon  von  Jaeobi  wurden  1847  die 
dynamiflchen  Probleme  als  brachistochronische  betrachtet.  In  anderer  Weise 
zeigt  B.  LiownUe,  Sur  les  ^quations  de  la  dynamique,  Paris  G.  R.  114  (1892), 
p.  11 71,  wie  jedes  dynamische  Problem  im  alten  Sinne  auf  das  der  geodätischen 
Linien  reduziert  werden  kann. 

176)   Nach  Mcmh,  Mechanik,  p.  268,   kann  die  gleichförmige  Bewegung 
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HertifB  Gedankengang  in  der  nächsten  Zeit  eine  wesentliche  YeiroU- 
kommnung  nach  dieser  Richtung  hin  finden  wird. 

Eine  besondere  Schwierigkeit  bereitet  hier  der  umstand^  dass  zu 
einer  passend  begrenzten  Behandlung  der  Frage^  wie  einem  gegebenen 
System  andere  yerborgene  Massen  zu  adjungieren  sind^  keinerlei  Vor- 
schriften Yorhanden  sind,  vielmehr  unendlich  viele  Lösimgen  dieser 
Aufgabe  sich  angeben  lassen  ^''^. 

So  hat  sich  die  Mechanik,  ausgehend  von  der  bedingungslosen 
Femewirkungstheorie,  allmählich  zur  kräftelosen  Dynamik  von  Lord 
Kßlmnj  J.  J.  Tlwmson  und  Hertz  entwickelt.  In  der  Mitte  steht  noch 
inmier  das  System  der  klassischen  Mechanik,  das  in  der  pädagogischen 
Litteratur  wahrscheinlich  auch  zunächst  den  Vorrang  behaupten  wird, 
welches  mit  Kräften  und  Bedingungen  operiert.  Als  Vertreter  der 
bedingungslosen  Mechanik  kann  man  gegenwärtig  in  Deutschland 
Boltssmann  und  0.  Neanumny  in  Frankreich  J.  Boussinesq  ansehen; 
doch  scheinen  die  gesteigerten  Anforderungen  der  mathematischen 
Physik  und  die  Eigenartigkeit  ihrer  Probleme  allmählich  dahin  zu 
drängen,  die  Vorstellung  reiner  von  der  Entfernung  abhangiger 
Femkräfte  als  zu  enge  auch  in  der  theoretischen  Mechanik  durch 
allgemeinere  Bilder  zu  ersetzen. 


m.   Die  speziellen  Prinzipien  der  rationellen  Mechanik. 

A)  Elementare  Variations-  oder  Differentialprinzipe. 

a.  Die  Statik. 

29.  Begriff  des  GleiohgewichtB.  Die  elementare  Statik  suchte 
schon  früh  an  den  einfachen  Maschinen  zu  ermitteln,  wann  an  einem 
ruhenden  materiellen  System  unter  Einfluss  gegebener  Erafte  keine 
Bewegung  hervorgerufen  wird,  den  Fall  des  Gleichgewickts.    Erst  mit 


> 


eines  materiellen  Punktes  im  Kreise  r  durch  Koppelung  mit  einer  verborgenen 
Masse  im  Abstände  2r  ersetzt  werden;  siehe  auch  A,  Brill:  Über  die  Mechanik 
von  Hertz,  Mitth.  d.  math.  Vereins  in  Württemberg,  Stuttgart  1899;  desgl.:  Über 
ein  Beispiel  des  Herrn  BoUzmann  zur  Mechanik  von  Herte,  Deutsche  Math.-V.  8 
(1900),  p.  200. 

176)  So  bemerkt  Paincard  (Electricitä  et  optique,  pr^face  p.  XII),  dass  nach 
MaxweU  alle  physikalische  Erklärung  darauf  beruht,  die  beiden  Teile  T  und  V 
der  in  irgendwelchen  Parametern  q  bei  einem  dynamischen  Problem  (nach  P. 
Stäckel'B  Bezeichnung  J.  f.  Math.  107  (1891),  p.  S19)  ausgedrückten  Energie  durch 
ein  System  von  4n  Ghrössen  zu  befriedigen,  welche  aus  den  n  Massen  und  den 
3n  Koordinaten  bestehen,  wobei  n  beliebig  gross  sein  kann. 
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Varignon  ^")  beginnt  aber  die  Zuriickführung  aller  Gleichgewicht^öbl&ne 
auf  die  Zusammensetzung  der  Kräfte  am  eimdnen  materiellen  Punkte, 
Bei  einem  solchen  handelt  es  sich  indes  nicht  um  die  Frage  der  rdor 
tiven  RtJie  gegen  ein  Koordinatensystem^  sondern  um  den  Fall;  wo 
unter  Einwirkung  der  Kräfte  keine  Änderung  des  Bewegungszustandes^ 
d.  h.  keine  Beschleunigung  entsteht.  Für  die  Sta,lik  allein  reicht  es 
allerdings  aus^  nur  den  Fall  der  relativen  Ruhe  gegen  das  Bezugs- 
system anzunehmen;  für  die  Anwendungen  derselben  auf  die  Dynamik 
aber  ist  es  erforderlich  ^  den  Begriff  des  Gleichgewichts  in  der  an- 
gedeuteten Weise  zu  erweitem. 

In  Rücksicht  auf  diese  Betrachtung  ergiebt  sich  auch  der  Begriff 
des  Gleichgewichts  eines  materiellen  Systems,  d.  h.  einer  Vereinigung 
beliebig  vieler  materiellen  Punkte,  welche  durch  teils  geometrische 
Bedingungen  der  Konfiguration,  teils  durch  innere  Kraftwirkungen  mit 
einander  verknüpft  sind:  unter  der  axiomatischen  Annahme  ^^^),  dass 
die  Bedingungen  ebenfalls  durch  Kräfte  ersetzt  werden  können,  wird 
Gleichgewicht  bestehen,  wenn  die  Beschleunigung  eines  jeden,  jetzt 
als  völlig  frei  zu  betrachtenden  Punktes  Null  ist.  Selbstverständlich 
kann  man  diese  Definition  mit  Boltzmann^''^  auch  auf  den  Fall  aus- 
dehnen, dass  an  einem  in  beschleunigter  Bewegung  befindlichen 
Systeme  unter  Einwirkung  irgend  einer  Gruppe  von  Kräften  Gleich- 
gewicht besteht,  wenn  keine  Veränderung  dieses  Bewegungszustandes 
durch  diese  Gruppe  hervorgerufen  wird. 

Tragt  man  indessen  Bedenken,  den  Begriff  des  Gleichgewichtes 
von  vornherein  so  zu  erweitem,  so  muss  man,  insbesondere  wegen 
der  Anwendung  auf  das  d'Älemberfsche  Prinzip,  folgendes  Axiom 
(oder  ein  ähnliches)  aussprechen: 

Befindet  sich  ein  materielles  System  Ä  zur  Zeit  t  in  irgend  einem 
Bewegongszustande,  so  kann  man  ihm  stets  ein  zweites  mit  ihm  im 
Momente  t  zusammenfallendes  System  B  adjungieren,  dessen  sämtliche 
Punkte  vermöge  der  nämlichen  geometrischen  Bedingungen  mit  den- 
selben G^chwindigkeiten  während  der  Zeit  ^  bis  ^  -f~  ^^  ^^^^  bewegen, 


177)  P.  Varignon,  Fr^face  im  tome  1  der  I^ouvelle  m^canique:  „Enfin  je 
m'appliquai  k  chercher  F^tdlibre  lui  mtoe  dans  sa  soorce,  ou  pour  mieuz  dire, 
dans  sa  g^^ration." 

178)  Giebt  man  zn,  dass  jede  Beschleunigung  durch  geeignete  Kräfte  auch 
gehindert  werden  könne,  so  l&sst  sich  diese  Annahme  auch  weiter  yerfolgen; 
vgl.  Ä.  L,  Cauchy,  Exerc.  de  math.  1826  (Oeuvres  (2)  7,  p.  11);  freilich  nur  unter 
Zahülfenahme  eines  weiteren  Axioms. 

179)  BoUemofm,  Mechanik,  p.  283;  vgl.  auch  Deutsche  Math.-V.  6  (1898), 

p.  US. 

ISn^klop.  d.  rnmÜL  WitMnioh.    IV  1.  5 


66  IV  1.   Ä.  Voss.   Die  Prinzipien  der  rationellen  Mechanik. 

wie  A,  und  diesem  ein  drittes  im  Momente  t  ebenso  beschaffenes  C, 
das  während  dieser  Zeit  in  relativer  Rahe  gegen  das  Koordinaten- 
system verharrt  ^^^*).  Das  System  Ä  ist  dann  und  nur  dann  unter  dem 
Einfluss  der  wirkenden  EiUfte  im  Gleichgewicht;  wenn  dies  bei  dem 
System  C  imter  dem  Einfluss  der  bei  Ä  vorhandenen  Reaktionen,  die 
durch  die  Verbindungen  hervorgerufen  werden,  und  der  wirkenden 
Enlfte  der  Fall  ist. 

30.  Das  Frinsip  der  virtuellen  G^sohwindigkeiten.  Dass  das 
Gleichgewicht  nicht  auf  besonderen,  nur  auf  jeden  einzelnen  Fall  an- 
wendbaren  Bedingungen  beruht,  ward  bei  den  einfachen  Maschinen 
schon  von  Stevin,  Galäei  und  anderen  erkannt ^®^),  bei  Joh,  BemouUi^^) 
tritt  ohne  Beweis  vermöge  einer  genialen  Induktion  die  allgemeine 
Regel  auf,  welche  unter  dem  Namen  des  Pringips  der  virtuellen  Ge- 
schmndigkeiien    oder    der    virtuellen    Verschiebungen    (Verrückungen) 


179*)  Das  System  C,  welches  mit  B  im  Momente  i  zusammenfällt  und 
dessen  Punkte  wiüirend  der  Zeit  t  bis  t-i-  dt  ruhen,  was  bei  B  nicht  der  Fall 
ist,  kann  yielleicht  entbehrlich  erscheinen.  Die  Einführung  eines  derartigen 
Axioms  (dessen  Fassung  im  Texte  als  ein  vorläufiger  Versuch  betrachtet  sein 
möge)  wird  indes  nötig,  weil  eine  übersichtliche  Entwicklung  der  Gleich- 
gewichtsbedingungen nur  zu  gelingen  scheint,  wenn  das  betreflfende  System  in 
(relativer)  Buhe  gegen  das  Koordinatensystem  oder  frame  of  reference  sich  be- 
findet (wie  dies  nun  bei  C  der  Fall  ist).  Sobald  dies  nicht  mehr  zutri£ft,  sondern 
die  Punkte  des  Systems  sich  in  beliebigem  Bewegungszustande  befinden,  lässt 
sich  die  Frage,  wann  eine  in  dem  betreffenden  Momente  eingeführte  neue  Eraft- 
gruppe  keine  Änderung  dieses  Zustandes  bewirkt,  nicht  mehr  unmittelbar  auf 
den  früheren  Fall  zurückführen;  vgl.  Fussn.  208. 

180)  Bei  S,  Stevin  (Hypomnemata  mathematica  4,  lib.  8,  p.  172,  Leiden  1608) 
heisst  es:  „Ut  spatium  agentis  ad  spatium  patientis,  sie  potentia  patientis  ad 
potentiam  patientis;  Galilei  (Opere  2,  p.  183  ff.):  Quanto  si  guadagna  di  forza, 
tanto  perdersi  in  yelocitä  (p.  172);  erste  Anfänge  einer  Begel  schon  bei  G.  übaldo 
{Cantar,  Geschichte  der  Mathem.  2,  p.  624),  nach  Cantor  lassen  sich  schon  in  Ari- 
stoteles* Mechanik  solche  Ideen  indes  erkennen  (daselbst  1,  p.  219).  Wheweü^  Hist. 
of  induct.  sciences  2,  p.  31 ,  schreibt  dem  Tractatus  de  motu  von  Varro  (1684) 
die  erste  bestimmte  Fassung  zu.  Galilei  hat  das  Prinzip  schon  im  discorso  in- 
tomo  alle  cose  che  stanno  in  acqua  (Opere  4,  p.  3),  dann  in  der  scienza  mec- 
canica  (ed.  Mersenne,  Leiden  1634,  Opere  2,  p.  162)  auf  das  Gleichgewicht  von 
Flüssigkeiten  angewandt;  so  auch  schon  B.  PasccU,  Tgl.  Mach,  Mechanik,  p.  62, 
86,  96,  sowie  F.  Montucla,  Histoire  3,  p.  609. 

181)  Varignon,  Nouv.  m^c.  2,  p.  174,  Brief  von  Joh.  BemoMi  v.  26.  Jan. 
1717:  „En  tout  equilibre  de  forces  quelconques  en  quelque  maniöre  qu^elles 
soient  appliqu^es  les  unes  sur  les  autres  ou  imm^iatement  ou  m^diatement,  la 
somme  des  ^nergies  affirmatives  sera  ^gale  a  la  somme  des  ^nergies  negatives 
prises  affirmativement."  Diese  Energie  ist  Pp  cos  (pP),  und  p  cos  (pP)  heisst 
dort  die  virtuelle  Geschwindigkeit. 
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bekannt  ist.  Aber  erst  Lagrange  schuf  daraus  das  analytische  Grund- 
prinzip der  Mechanik,  die  er  damit  zur  analytischen  erhob. 

Wir  betrachten  zunächst  nur  Systeme,  deren  materielle  Punkte 
durch  Bedingungsgleichungen  mit  einander  verbunden  sind,  und  von 
irgend  welchen  gegebenen  Kräften  P  ergriffen  werden. 

Ist  Pj  die  £j-aft,  welche  auf  den  Punkt  mit  den  Koordinaten 
Xif  y^y  z^  wirkt;  dessen  unendlich  kleine  Verschiebungen  ds^  die  Pro- 
jektionen dx,,  Sy,,  Sz,  haben,  so  ist  zum  Gleichgewicht  notwendig  und 
hinreichend,  dass 

ist,  fedls  die  dx^y  dy^,  8z ^  zulässige  virtuelle^  faJcultoHve^^^)  Verschie- 
bungen bedeuten,  d.  h.  solche,  die  den  Bedingungen  der  Beweglichkeit 
des  Systems 

(1)  ^(a,,  dx,  +  b,,  dy,  +  €,,  dz,)  =  0 

(*=1,    2,...,r) 

genügen;  kurz  es  muss  die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  ^^)  für  alle 
aulässigen  Verschiebwngen  verschwinden, 

31.  Der  Beweis  des  Frinaips  der  virtuellen  Gtesohwindigkeiten. 
Hier  erhebt  sich  nun  die  Frage  nach  dem  Beweise  des  Prinzipes, 
wobei  es  nach  den  Erörterungen  in  Nr.  29  genügt,  denselben  unter 
Voraussetzung  relativer  Ruhe  gegen  das  Koordinatensystem  zu  führen. 
Giebt  man  zu,  dass  jedes  System  von  Bedingungen  ((!)'  Nr.  30)  durch 
geeignete  Beaktionskräfte  mit  den  Komponenten  E^,  H^,  Z^  ersetzt 
werden  kann,  so  müssen  für  jeden  Punkt  die  Gleichungen 

182)  So  Gatus  im  Brief  an  Möbius  1837  {C.  Neumannj  Leipz.  Ber.  31 
(1879),  p.  61). 

183)  VgL  über  diesen  von  G.  Coriolia  eingeführten  Ausdruck:  M^m.  sur  la 
mani^re  d*^tablir  les  diffärents  principes  de  la  m^canique,  J.  de.  polyt.  16  (1834), 
p.  96.  In  der  Mechanik  spricht  man  gegenwärtig  noch  fast  allgemein  von  un- 
endlich kleinen  Verschiebungen,  als  ob  diese  bestimmte  sehr  kleine  Strecken 
bezeichnen  könnten.  Die  ältere  Auffassung  suchte  dies  durch  den  Begriff  der 
virtuellen  GeschwvndigJceiien^  der  den  Fluzionen  Newton'^  entnommen  ist,  zu  ver- 
meiden. Man  kann  die  strengen  Begriffe  der  Differentialrechnung  in  der  Me- 
dkmik  (ebenso  wie  in  der  Geometrie)  festhalten,  wenn  man  zunächst  von  vir- 
taellen  endlü^^en  Bewegungen  ausgehend,  die  Geschwindigkeiten  derselben 
einführt;  natürlich  muss  dann   auch  die  virtuelle  Arbeit  als  eine  Intensitäts- 

ftnderong,  also  nicht  als  ^{Xdx  -f  Y^y  +  ^9^\  sondern  als 

geüuft  werden.  Im  Texte  schien  es  schon  der  Kürze  wegen  (aber  auch  aus 
anderen  Ghrfinden)  geboten,  die  jetzt  noch  übliche  Ausdrucksweise  beizubehalten. 

6* 


V 
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(1)  r,  +  H,  =  o, 

2;  +  z,  =  o 

bestehen.  Multipliziert  man  dieselben  mit  den  loWkiirUchm  Variationen 
dx^^  dy^,  djSi,  so  folgt 

^{Xdx  +  Ydy  +  Zdz)  +^(E,dx  +  Hdy  +  Zdjs)  =  0 
oder 

(2)  <J^  +  iJA  =  0. 

Verschwindet  (2)  bei  aUen  Variationen^  so  erhalt  man  (1)  wieder: 
dann  ist  also  sicher  Gleichgewicht  vorhanden.  Statt  dessen  ist  aber 
auch  schon  notwendig  und  hinreichend,  wenn  (2)  bei  aUen  eulässigen 
VerschiAungen  verschwindet.  Wäre  dies  nicht  der  Fall,  so  würde 
man  an  jedem  der  als  völlig  frei  zu  betrachtenden  Punkte  die  enir 
stehende  Beschleunigung  fp^  durch  eine  geeignete  Kraft  —  Wi^^>^  auf- 
heben können,  daher  ist  jetzt  nach  (2) 

(3)  8A  +  dA  — 2^i9i  *^i  ^s  {8s^f  tp^  =  0, 

welche  Gleichung,  da  der  letzte  Teil  für  ein  ds^  von  der  Richtung 
des  97|  unter  der  Sunmie  nur  positive  Glieder  enthalt,  nach  (2)  er- 
fordert, dass  alle  9?^  =  0  sind^®*). 

Bis  so  weit  beruht  der  Beweis  auf  rein  logischer  Basis^  brauchbar 
aber  wird  das  Princip  erst  dann,  wenn  man  zeigt,  dass  dA  hei  aUen 
zulässigen  Verschiebungen  für  sich  verschwindet.  Dieser  wesentliche 
Teil  des  Beweises,  den  Laplace^^)  für  unnötig  gehalten  zu  haben 
scheint,  erfordert  ein  genaueres  Eingehen  auf  die  Natur  der  aus  den 
Bedingungen  entspringenden  Reaktionen  (Spannungen). 

Betrachtet  man  das  starre  System  als  irebildet  aus  Punkten,  die 
in  unveranderUcher  Entfernung  durch  entgeWse«  gleiche  in  den 
Richtungen  der  Verbindungslinien  von  je  zwei  Punkten  wirkende 
Kräfte  gehalten  werden,  so  ist  diese  Arbeit  offenbar  Null,  dasselbe 
findet  auch  statt,  wenn  Pimkte  des  Systems  ausserdem  auf  völlig 
glatten  Kurven  oder  Flächen  ^^')  gezwungen  sind  zu  bleiben,  resp.  Teile 


184)  Dieser  Schluss  schon  bei  Laplace,  M^c.  c^.  1,  p.  46;  s.  auch  Fourier, 
Fussn.  186;  vgl.  Poisson,  M^canique,  §  336. 

186)  M^c.  c^.  1,  p.  43;  L.  Painsot,  Sur  une  certaine  d^monstration  du 
principe  des  vitesses  virtuelles,  J.  de  math.  3  (1838),  p.  244,  macht  darauf  auf- 
merksam, dass  mit  dA  »=  0  eo  ipso  auch  dÄ  =3  0  bewiesen  wäre.  Für  eine 
Mechanik,  die  Bedingungen  ausscMiesst,  kommen  die  weiteren  Überlegungen 
nicht  in  Betracht,  so  z.  B.  in  BoUemcmn'B  Mechanik. 

186*)  Eine  Kurve  (Fläche)  heisst  völlig  glatt,  wenn  durch  dieselbe  die  Be- 
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solcher  Systeme  mit  völlig  glatten  Oberflächen  sich  berühren  etc. 
Ohne  Zweifel  kann  man  in  der  Schilderung  solcher  Verhältnisse  weiter 
gehen;  in  allen  derartigen  Fällen  lässt  sich  dann  das  Prinzip  erweisto. 
Ein  allgemeiner  Beweis  kann  natürlich  auf  diesem  Wege^  den  zuerst 
Faurier  eingeschlagen  hat^^,  nicht  erbracht  werden,  imd  man  wird 
80  genötigt;  das  «Prinzip  für  den  Fall  ganz  unbestimmt  gelassener 
Bedingrungsgleichungen  als  eine  Regel  anzusehen,  deren  Folgen  that- 
^»chlich  mit  der  Erfahrung  in  Einklang  sind. 

32.  Die  Beweise  von  Lagrange,  Poinsot  und  anderen.  Andere 
Beweise  suchen  diese  Mängel  zum  Teil  zu  beseitigen.  Lagrange  selbst 
hat  zwei  Beweise  geliefert,  die  beide  auf  der  axiomatischen  Vorstellung 
unausdehnsamer  Fäden  ^^^),  in  denen  überall  dieselbe  Spannung  herrscht, 
dem  Principe  des  poulies  oder  des  Flaschenzugs  beruhen. 

In  dem  ersten  Beweise  ^®^  von  Lagrange  werden  die  Kräfte  als 
kommensurable,  d.  h.  als  ganzzahlige  Vielfache  mtp  einer  Kraft  2p 
angenommen  ^^). 

Ordnet  man  nun  jedem  Punkte  A^  des  Systems  einen  festen 
Punkt  B^  zu,  indem  man  einen  Faden  von  B^  nach  A^  und  zurück 
in  191^  maliger  Wiederholung  führt  ^^),  sodann  weiter  in  derselben 
Weise   bei  A^,  B^,  . . .,  A^,  B^   verfährt,   so   kann   man   das   ganze 


weglichkeit  in  ihr  ebenso  wenig  beschränkt  wird,  wie  ihre  Koordinaten  durch 
die  sie  darstellenden  Gleichungen;  die  Reaktionen  sind  dann  stets  normal  zur 
Kurve  (Fl&che). 

186)  /.  B.  Fourier,  J.  4g.  polyt.,  cah.  6  (1798),  p.  20  (Oeuvres  2,  p.  477, 
insbes.  p.  489);  daselbst  auch  der  Flaschenzugbeweis  von  Lagrtmge  (p.  116),  so- 
wie ein  Beweis  von  JR.  Brony  (p.  191). 

187)  Ähnliche  Gesichtspunkte  entwickelt  gleichzeitig,  aber  vor  Lagrange 
J,  B.  Fourier,  Oeuvres  2,  p.  600,  der  auf  L.  N.  3f.  Camot  (Essai  sur  les  machines 
en  g^^ral  [1783])  verweist,  mit  der  Bemerkung:  II  est  naturel  de  penser,  que 
Jean  BemoMi  connaissait  quelque  construction  analogue. 

188)  Siehe  Fussn.  187;  sodann  in  der  M^canique  analytique  von  1811 
(Oeuvres  compl^s  11,  p.  23)  mit  der  Bemerkung:  Quant  ä  la  nature  du  principe 
des  vitesses  virtuelles  (das  in  der  dd.  von  1788  als  Axiom  benutzt  war)  il  faut 
ccmvenir,  qu*il  n*est  pas  assez  Evident  par  lui  mSme  pour  pouvoir  §tre  ^rig^  en 
principe  primitif;  ähnlich  auch  6,  Mathieu,  Dynamique  analytique  (1878),  p.  2. 

189)  Die  Beseitigung  dieser  Annahme  soll  dann  nach  den  Euklidischen 
Methoden  der  Verhältnislehre  erfolgen;  aber  diese  Prozesse  lassen  sich  streng 
genommen  nur  mit  den  idealen  geometrischen  Konstruktionen,  mit  einem  idealen 
mechanischen  System  nur  dann  vornehmen,  wenn  man  demselben  in  jeder  Hin- 
sicht die  Eigenschaften  derselben  beilegt. 

190)  Dazu  hat  man  sich  in  jedem  der  Punkte  Ä^  B  einen  vollkommen 
glatten  Ring  (resp.  eine  Rolle)  von  beliebig  kleiner  Dimension  zu  denken,  durch 
den  der  Faden  gefQhrt  wird. 
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System  der  Knlfte  durch  eine  einzige  an  dem  freien  Ende  des  Fadens 
wirkende  Eiuft^  etwa  ein  Gewicht  p,  darstellen.  Sicher  wird  im 
Gleichgeunchtsfall  dieses  Gewicht  nicht  sinken,  tmd  bei  einer  virtuellen 
Verschiebung  der  SystempunJUe  wird  die  virtuelle  Arbeit  sämtlicher 
Kräfte  gleich  der  mit  p  muUiplissierten  Gesamtverlängerung  des  Fadens, 
Hieraus  folgt  aber  keineswegs^  dass  bei  jeder  zulässigen  Verschiebung 
des  Systems  diese  Arbeit  Null  sein  müsse,  weil  ^^^\  ,,wenn  diese  Arbeit 
nicht  Null  wäre,  die  entsprechende  Fadenverlangerung  durch  das  Gewicht, 
das  immer  die  Tendenz  hat  zu  sinken,  hervorgebracht  werden  würde^. 
Denn  beim  Gleichgewicht  sinkt  das  Gewicht  überhcmpt  nicht,  und  die 
nur  in  der  Vorstellung  bestehende  virtueUe  Verschiebung  steht  mit  dieser 
Thaisache  in  keiner  Verbindung.  Man  darf  daher  auch  nicht  an- 
nehmen,  dass  das  Gewicht  sinke:  diese  formal  unzulässige  Schluss- 
weise,  auf  der  gleichwohl  die  bis  in  die  neueste  Zeit  gerühmte  Evi- 
denz des  2xi^an^6'schen  Flaschenaugbeweises  beruht,  hat  schon  Ja4xibi  ^^ 
gerügt;  andere  ^^^  haben  dagegen  als  Mangel  dieses  Schlussverfahrens 
bezeichnet,  dass  das  Gewicht  nur  um  eine  unendlich  kleine  Grosse 
erster  Ordnung  dabei  nicht  sinken  darf,  sowie  die  auf  der  Einfüh- 
rung gespannter  Fäden  und  Rollen  beruhende  Vorstellung. 

Von  diesen  Mängeln  ist  Lagrang^B  zweiter  ^^),  weit  weniger  be- 
kannter. Beweis  frei,  der  die  aus  den  Bedingungen  entspringenden 
Kräfte  durch  eine  ähnliche  Fadenkonstruktion  ersetzt.  Es  genügt, 
die  Idee  desselben  für  Punkte  P^, . . .,  P^,  zwischen  denen  eine  Be- 
dingungsgleichung ^^) 

(1)  fip^u  Viy  ^i;  ^%y  y%y  ^s;  '  '  S  ^ny  Vny  O  =  0 

besteht,  zu  erläutern.     Setzt  man  voraus,  dass 


n 


iQ'+m'+m-'-'^-'  <*-'.■■-) 


191)  M^.  anal.  »  Oeuvres  compl^tes  11,  p.  24. 

192)  Jacobi,  Heft  von  Scheibner ^  p.  17  ff.,  insbes.  p.  21;  nian  vgl.  die  fol- 
gende Fnssnote  über  Fotmer. 

193)  Siehe  die  Note  von  J.  Bertrand^  M^c.  anal.  1,  p.  24;  Jacobi,  Fussn.  192, 
p.  21;  Mach,  Mechanik,  p.  64;  BoUzmann,  Mechanik,  p.  ISS;  E.  J.  Bouih,  Trea- 
tise  on  analytical  statics,  2.  ed.,  Cambridge  1896,  1  p.  182. 

In  Fcmrier^B  Memoire  aar  la  statique  (Oeuvres  2,  p.  500)  wird  dagegen  ganz 
richtig  gesagt:  Wenn  die  Summe  der  Momente  bei  einer  Verschiebung  Null  ist, 
kann  durch  die  wirkenden  Kräfte  diese  Verschiebung  nicht  entstehen,  mag  nun 
Gleichgewicht  vorhanden  sein  oder  nicht. 

194)  Lagrange,  Theorie  des  fonctions,  2.  46..,  Paris  1813,  p.  350. 

195)  Ohne  wesentliche  Änderung  kann  diese  Gleichung  durch  die  allge- 
meinere Nr.  30  (1)  ersetzt  werden;  vgl.  Ä.  Voss,  Über  die  Differentialgleichungen 
der  Mechanik,  Math.  Ann.  25  (1885),  p.  258. 
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ist,  wo  die  m^  wieder  ganze  positive  Zahlen  sind,  so  kann  man 

^  =  2mjpco8/3, 

^  =  2m^pcosy.. 

setzen  und  dem  Punkte  P,-  die  durch  ihn  gehende  Richtung  cos  a^,  cos  ß^j 
cosy,.  zuordnen,  welche  einen  um  l^  von  P^  entfernten  festen  Pimkt  ^,-, 
dessen  Koordinaten  a,.,  &,.,  c^  sind,  enthält.  Führt  man  nun  wie  vorhin 
in  m,.  maliger  Wiederholung  einen  Faden  von  Q^  nach  P^  und  zurück 
und  so  fort,  bis  man  am  letzten  Punkte  Q^  anlangt,  wo  der  Faden 
wieder  befestigt  wird,  so  bestehen  nur  noch  diejenigen  Bewegungs- 
moglichkeiten,  bei  denen 

2wi|Zi  4"  2ni5ij  -}-...  -j-  2mJ,^  =  const. 
oder 

^2w,.  (cos  «j  dx^  4"  ^s  ß^  difi  +  cos  y^rf^r,)  =  0 
d.  h. 

^df=0 

ist.  Macht  man  die,  allerdings  von  Lagrange  nicht  besonders  erwähnte 
Voraussetzung,  dass  der  Einfluss  der  Bedingungsgleichungen  nur  von 
den  ersten  Differentialquotienten  der  Bedingungsgleichung  (1)  abhängt, 
oder  dass  Bedingungsgleichungen,  welche  dieselben  zulässigen  Verschiebungen 
gestatten,  mechanisch  äquivalent  sind,  so  darf  man  dieselben  hier  durch 
die  Bedingung  der  ünveränderlichkeit  der  Fadenlänge  ersetzen,  bei 
welcher  die  in  dem  Faden  entstandene  Spannung  in  der  That  bei 
jeder  zulässigen  Verschiebung  keine  Arbeit  leistet.  Dieser  Beweis 
zeigt  zugleich,  dass  der  Einfluss  jeder  beliebigen  Bedingungsgleichung 
durch  das  System  der  Kräfte 


mit  den  Richtungscosinus  cos  a^,  cos  ß^,  cos  ^j  ersetzt  werden  kann. 

Andere  Beweise  suchen  die  Lagrange^Bchen  Voraussetzungen  durch 
zum  Teil  weniger  abstrakt  scheinende  zu  ersetzen.  Jedenfalls  beruht 
das  Oleichgewicht  eines  Bedingungen  unterworfenen  Systems  darauf, 
dass  vermöge  derselben  die  Beschleunigungen  in  allen  möglichen  Be- 
wegungsrichtungen aufgehoben  werden.  So  gelangt  man  zu  der  aaiomar 
tischen  Voraussetzung,  dass  das  Gleichgewicht  nicht  gestört  unrd,  wenn 
man  zu  den  bestehenden  Bedingungen  nodi  beliebig  viel  neue,  den  alten 
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nicht  widersprechende  hineufügt^^).  Man  kann  nun  so  viele  hinzaf&gen, 
dasSy  wie  bei  einer  idealen  Maschine,  die  Verschiebung  eines  einzelnen 
Punktes  die  aller  anderen  eindeutig  bestimmt,  oder  das  System  zwang- 
läufig  wird;  diese  Verschiebung  stellt  dann  eine  ganz  willkürliche 
yirtuelle  des  ursprünglichen  Systems  Tor.  Diesen  zuerst  in  dieser 
Allgemeinheit  von  Ampere  betretenen  Weg^^^  hat  Dtihamd  zu  einem 
besonders  übersichtlichen  Beweise  benutzt;  ähnliche  Vorstellungen 
finden  sich  übrigens  auch  bei  Poinsot^^),  dessen  Beweis  fest  un- 
geändert  von  Minding  reproduziert  ist^*^. 

Jedenfells  kann  man  unter  den  angegebenen  Voraussetzungen  zu 
einem  Beweise  des  Prinzipes  für  ein  System  diskreter  Punkte  gelangen« 
Auch  für  Fäden  mit  kontinuierlicher  Massenverteüung  werden  diese 
Beweise  noch  anwendbar  sein,  weil  die  Vorstellung  von  den  inneren 
Spannungen,  welche  den  äusseren  Kräften  Gleichgewicht  halten,  nodi 
eine  völlig  bestimmte  bleibt.  Dagegen  ist  die  darüber  hinausgehende 
Anwendung,  welche  Lagrcmge  von  dem  Prinzipe  auf  zwei-  oder  drei- 
dimensionale Systeme  mit  kontinuierlicher  Massenverteilung  (Flachen 
und  elastische  Systeme)  macht,  offenbar  nicht  mehr  durch  die  Möglich- 
keit gestützt,  die  geometrische  Konstruktion  des  Flaschenzuges  oder 
irgend  eine  andere  festzuhalten.  Man  wird  auch  hier  zu  der  Forde- 
rung gedrängt,  die  über  die  früher  erwähnten  Fälle  hincMsreidiende 
GiiUigkeit  des  Prinzips  als  ein  mit  der  Erfahrung  in  seinen  Folgerungen 
übereinstimmendes  Axiom  anzusehen;  insbesondere  wird  diese  Auf- 
fassung durch  die  Überlegung  notwendig,  dass  alle  Beweise  doch 
immer  von  der  Voraussetzung  diskreter  Systeme  mit  einer  endlichen 
Anzahl  von  Freiheitsgraden  ausgehen,  während  der  Satz  selbst  auch 
für  Systeme  mit  unendlich  vielen  Graden  der  Bew^lichkeit  zur  An- 


196)  So  Poinsot,  De  T^uilibre  et  du  mouvement  des  systömes,  J.  ^.  polyt. 
cah.  12,  an  12,  p.  206;  Poinsot  wendet  indes  ein  spezielleres  Prinzip  an:  ^)!xm 
des  Premiers  dl^mens  de  la  th^orie  gän^rale  de  Täquilibre  est  cet  aaciome,  que  si 
des  forces  se  fönt  actuellement  dquilibre  sur  un  Systeme  quelconque  yariable, 
r^quilibre  ne  cessera  point  en  supposant  que  la  Systeme  soit  renda  tont  k  coup 
inyariable/^  Vgl.  auch  C.  Neumann  ^  Über  eine  einfache  Methode  zur  Begrrün- 
dung  des  Prinzipes  der  virtuellen  G^chwindigkeiten,  Leipz.  Ber.  38  (1886),  p.  70. 

197)  A.  M.  Ämphe,  Demonstration  g^n^rale  du  principe  des  vitesses  vir- 
tuelles, J.  ^c.  polyt.  cah.  13  (1806),  p.  247;  Ch.  Duhamel,  M^canique,  3.  ^d. 
1862,  deutsch  von  H.  Eggera,  Leipzig  1853,  1,  p.  114,  119;  dieser  Beweis  auch 
bei  Th.  Despeyrous,  M^canique  2 ,  p.  305 ;  vgl.  auch  JP.  Moigno,  Le9on8  de 
mäcanique,  Paris  1868,  p.  281  ff. 

198)  Poinsot,  Theorie  g^n^rale  de  l'^quilibre,  J.  6c.  polyt.  cah.  18  (1806), 
p.  208. 

199)  i^.  Minding,  Handbuch  2  (1888),  p.  165. 
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Wendung  gebraclit  wird,  und  in  dieser  Form  schon  von  Lagrange  in 
seiner  Herleitung  der  Gleichgewichtsbedingungen  der  Flüssigkeiten 
benutzt  wurde. 

88.  Znaammenfassung.  Die  einzelnen  Beweise  erscheinen  darum 
nicht  wertlos.  Denn  woher  stammt  die  Überzeugung  von  der  un- 
beschränkten Gültigkeit  des  Prinzips?  Zum  Teil  doch  gewiss  aus 
der  unzahligemal  geprüften  Übereinstimmung  mit  der  Erfahrung  und 
der  Möglichkeit,  durch  weitere  Detaillierung  der  konstruktiven  Be- 
weismethode die  Frage  auch  bei  allgemeineren  Voraussetzungen  er- 
ledigen zu  können,  sowie  aus  der  Gleichförmigkeit  der  Resultate 
bei  ganz  yerschiedenen  Ansätzen  ^^^*).  Zum  anderen  Teil  aber  beruht 
diese  Überzeugung  wohl  auf  dem  in  Verbindung  mit  dem  Prinzipe 
Ton  der  Erhaltung  des  Gleichgewichts  bei  Einführung  neuer  Ver- 
bindxmgen  benutzten  energetischen  Gedanken  y  dass  wenn  die  Kräfte 
jene  zwangläufige  Verschiebung  mit  einer  gewissen  Geschwindigkeit 
herrorbrächten,  derselben  eine  Vermehrung  der  Energie  ohne  Arbeits- 
leistung entspräche,  falls  das  virtuelle  Moment  der  Kräfte  Null  ist. 
Auf  diesen  Standpunkt  stellen  sich  auch  Thomson  und  Tait  bei  ihrer 
Darlegung  des  principle  of  Virtual  velocities^^). 

34.  Das  Fourier'sohe  Prinzip;  materielle  Systeme  allgemei-* 
nerer  Art.  Die  vorhergehenden  Betrachtungen  gehen  überall  von  der 
ganz  abstrakten  Voraussetzung  aus,  dass  die  Bedingungen  durch  GUi- 
chungen  (entweder  explicite  Gleichungen  zwischen  den  Koordinaten  oder 
totale  Differentialgleichungen  zwischen  ihren  Differentialen)  ausgedrückt 
sind.  Solche  genügen  der  Forderung,  dass  neben  jeder  virtuellen  Ver- 
schiebung auch  die  eni^egengesetzte  zulässig  sei.  Bereits  Fourier^^) 
hat  indessen  ganz  allgemein  auch  einseitige  Bedingungen,  welche  durch 
Ungleichungen  zwischen  diesen  Elementen  ausgedrückt  werden,  in 
seiner  Untersuchung  herangezogen  und  dem  Prinzipe  der  virtuellen 
Gteschwindigkeit  die  Form  gegeben,  dass 

199*)  Eine  kritische  Übersicht  über  die  Beweise  des  Prinzips  der  virtuellen  Ge- 
schwindigkeiten fMt  bidher  noch  voUständig. 

SOO)  Thomson  u.  Tait^  Treatise  (1)  1,  p.  265.  Es  sei  hier  zugleich  an 
fkmfi's  berühmte  Bemerkung  über  das  Gleichgewicht  der  homogenen  Kette 
auf  der  schiefen  Ebene  erinnert;  fände  es  nicht  statt,  ce  mouvement  n'aurait 
aneon  fin,  ce  qui  est  absurde;  Werke  (^d.  Ä.  (rirard,  Leiden  1634),  2,  p.  448. 

801)  Fourier,  Oeuvres  2,  p.  488.  Fowrier  definiert  indes  das  Moment  der 
virtueUen  Arbeit  als  Fluxion,  d.  h.  mit  dem  entgegengesetzten  Zeichen,  wie  jetzt 
üblich,  p.  479.  Die  von  Lagrange  allein  betrachteten  Bedingungen  (allgemeiner 
die  in  Nr.  80,  1),  heissen  auch  wohl  doppelseitige,  conditions  bilaterales,  so 
P.  Duhem  im  Commentaire. 
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^{Xdx  +  Ydy  +  Zdg)  5  0 

die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  das  Gleichgewicht  ist. 
Auf  diesen  Ton  Lagrwnge  nicht  berücksichtigten  Fall  hat  unabhängig 
von  Fawrier  erst  wieder  Gauss  ^^)f  dann  Ostrogradsky^^)  hingewiesen. 
Die  von  Fourier  im  Memoire  sur  la  statique*^)  erdachte  Hebel- 
konstruktion ist  von  C.  Neumann^  in  einer  sehr  anschaulichen 
Weise  fQr  diesen  Fall  zur  Verwendung  gekommen.  Ein  in  sich 
zurücklaufender  nicht  ausdehnbarer  Faden^  der  sich  nur  nach  einer 
(positiven)  Richtung  hin  in  sich  selbst  verschieben  kann^  ist  offenbar 
im  Gleichgewicht^  wenn  die  in  der  Richtung  des  Fadens  wirkenden 
Eraftikomponenten  X^  der  Bedingung  genügen  ^  dass  bei  allen  vir- 
tuellen Verschiebungen  ds 

Ss^Xi  Z  0 

ist,  denn  entweder  ist  dann  ^X  null  oder  negativ.  Denkt  man  sich 
nun  das  System  einseitig  zwangläufig  gemacht,  so  kann  man  durch 
ein  System  von  Hebelvorrichtungen  bewirken,  dass  an  Stelle  jedes 
wirklichen  Punktes  P^  des  Systems,  dessen  virtuelle  Verschiebung 
ds^  ist,  ein  anderer  P^  tritt,  wobei  nun  alle  P/  dieselbe  Verschie- 
bungsgröfse  d's  bei  ungeänderter  Richtung  besitzen.  Bezeichnet  man 
die  in  Richtung  der  zwangläufigen  Verschiebung  von  Tj^  wirkende 
Komponente  mit  X^^,  die  entsprechende,  nach  dem  Hebelgesetz  ihr 
äquivalente  bei  Pj'  mit  X/,  so  ist 

X,_^ 

X^-  ds,^ 
also 

2x;s's  =  2x,8s,^Q 

die  notwendige  imd  hinreichende  Bedingung. 

Im  vorigen  sind  nur  die  traditionell  eingeführten  Falle  von  Be- 
dingungen behandelt.    An  und  für  sich  liegt  kein  Grund  vor,  nicht 


202)  Garns,  1829,  Werke  6,  p.  27. 

203)  M.  Ostrogradsky,  Gonsid^rations  g^n^rales  sur  lea  momens,  1834,  Petersb. 
Mäm.  de  TAcad.  (6)  1  (1838),  p.  129;  daher  heisst  in  Russland  das  Prinzip  von 
Fourier  auch  wohl  das  von  Ostrogradsky.  In  Frankreich  ist  Fourier'»  Prinzip 
nicht  80  unbeachtet  geblieben;  A,  A.Caurnot  entwickelt  schon  1827  die  Glei- 
chungen von  Ostrogradsky;  siehe  dessen  Extension  du  principe  des  vitesses  vir- 
tuelles au  cas  oü  les  conditions  de  liaison  du  Systeme  sont  exprim^es  par  des 
indgälitSs,  Bull,  sciences  math.  de  Ferussac,  8  (1827),  p.  165. 

204)  Fourier,  Oeuvres  2,  p.  496. 

205)  C.  Neumann,  Über  das  Prinzip  der  virtuellen  oder  fakultativen  Yer- 
rückungen,  Leipz.  Ber.  31  (1879),  p.  58. 


85«   Die  Gleichgewichtsbedingungen.  75 

auch  homogene  quadratische,  resp.  höhere,  Gleichungen  zwischen  den 
Tirtuellen  Verschiebungen  Torauszusetzen.  Wir  gehen  darauf  nicht 
ein,  da  abgesehen  von  spezieUen  einfachen  FaUen  Bedingungen  dieser 
singvilären  Art  bisher  kaum  allgemeiner  untersucht  sind. 

Weit  wesentlicher  ist  die  folgende  Erweiterung.  Die  Bedingungen 
f&r  die  Beweglichkeit  eines  Systems  können  im  allgemeinen  überhaupt 
nicht  auf  die  Voraussetzung  von  Relationen  zwischen  den  virtuellen 
Verschiebungen  beschränkt  werden.  Dies  tritt  schon  dann  ein,  wenn 
die  Vor^Lnge  der  Beibung  betrachtet  werden  sollen;  in  noch  weiterem 
umfange  —  obwohl  man  hier  auch  von  anderen  Anschauungen  aus- 
gehen kann  —  wenn  das  System  in  einer  von  seinem  ursprünglichen 
Zustande  yerschiedenen  Deformation  (strain)  betrachtet  wird,  in  wel- 
cher es  unter  Einwirkung  gegebener  (äusserer)  Kräfte  sich  im  Gleich- 
gewicht befindet.  In  aUen  diesen  Fällen  muss  man  selbstverständlich 
die  Erafte,  welche  den  Einfluss  der  Reibung,  des  stress,  etc.  vertreten, 
den  in  Nr.  30  allein  betrachteten  Kräften  P  hinzufügen,  wenn  man 
das  Prinzip  der  virtueUen  Geschwindigkeiten  anwenden  wül. 

Materielle  Systeme  von  endlichem  Freiheitsgrad,  d.  h.  solche, 
deren  virtuelle  Verschiebungen  durch  eine  endliche  Zahl  von  imab- 
hängigen  Parametern  bestimmt  sind,  kann  mau  nach  Painleve  über- 
haupt als  Systeme  mit  und  ohne  Reibung  (frottement)  charakterisieren. 
Denn  welche  Vorstellung  man  sich  auch  über  die  Natur  der  Reak- 
tionskräfte B  bilden  mag,  die  an  den  Punkten  des  Systems  angreifen, 
man  wird  stets  die  Gruppe  B  auf  eine  einstige  Art  in  zwei  Gruppen 
B^,  B^  80  zerlegen  können,  dass  die  virtuelle  Arbeit  der  Reaktionen 
B  bei  allen  zulässigen  Verschiebungen  gleich  der  der  (Gruppe  B^  ist, 
und  zugleich  das  Vektorensystem  der  22,  einer  virtuellen  Verschiebung 
entspricht  ^^*).  Die  Gruppe  B^  stellt  dann  „die  aus  den  Bedingungs- 
gieichungen entspringenden  Reaktionen'^,  die  Gruppe  B^  die  ,,BeibungS' 
widersUmdff^  vor. 

35.  Die  Gleioligewiohtsbedingangen.  Da  die  Gleichungen 
Nr.  30  (1)  jedenfalls  von  einander  unabhängig  sein  müssen,  also  nicht 
alle  r-reihigen  Determinanten  der  a^j^,  h^,  c^j^  verschwinden  dürfen, 
erhält  man  durch  Lagrange^s  Methode  der  Multiplikatoren  die  Gleich- 
gewichtsbedingungen in  der  Form""') 


806*)  P.  PainlevS,  Le9on8  sur  l'intägration,  p.  54  ff.  Über  ähnliche  Zar- 
legongen  vgl.  auch  J.  König:  Über  eine  neue  Interpretation  der  Fondamental- 
gleichongen  der  Dynamik,  Math.  Ann.  31  (1888),  p.  1. 

206)  So  zuerst  bei  Lckgra/nge  in  der  M^c.  anal,  von  1788. 
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X^  =  ^  A4  a,.^ , 
(1)  Y^  =  2^kiik7 

Z|  =  ^  Aj  Cij^  . 

Sind  dagegen  Ungleichungen  gegeben  ^^^  also  etwa 

(Ä=l,2,  ...r), 
wo 

80   erhält  man  jedenfalls   wieder^   wenn   die  Bedingungen   den  Fall 
Bj^  =  0  einscMiessen,  die  Gleichungen  (1).     Da  nun  aus  ihnen  folgt 

2iX,dx,  +  Y,dy,  +  Z,(Jxr,)  =  2^k^k> 
so  ergiebt  sich;  dass  die  sämtlichen  Koeffizienten  X^  positiv  sein 
müssen,  wenn  das  Moment  bei  negativen  Werten  der  willkürlichen 
beliebig  kleinen  Bj^  nie  positiv  werden  darf;  ihre  Vorzeichen  bleiben 
eben  nur  dann  willkürlich,  wenn  das  zugehörige  s^  ausschliesslich 
auf  den  Wert  NuU  beschränkt  ist.  Bedingungen,  bei  denen  der 
Fall  Bj^'^O  überhaupt  nicht  eingeschlossen  ist,  sind  selbstverständlich 
fortzulassen. 

Die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (1)  stellen  die»  aus  den  iBe- 
dingungen  entspringenden  Reaktionen  vor;  man  sieht  nun,  wie  jeder 
BedinguDg  eine  bestimmte  dem  A,  zugehörige  Komponente  dieser  Art 
entspricht.  Die  Bedingungen  für  die  gegebenen  Kräfte  X^y  Tj.,  Z^ 
selbst  erhält  man,  wenn  man  die  aus  r  der  passend  auszuwählenden 
Gleichungen  (1)  berechneten  Werte  der  X  in  die  übrigen  einsetzt 

ß.   Die  Dynamik. 

36.  Das  d'Alembert'sohe  Priiudp^^*).  Hat  man  sich  einmal 
über  die  Auffassung  des  Prinzips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  ge- 
einigt, so  besteht  kein  weiteres  Hindernis  mehr,  nach  d'Alemberfs 
fundamentaler  Betrachtung  zu  den  aUgemeinen  Gleichungen  der  Dynamik 
zu  gelangen  *^^. 


207)  So  bei  Ccmmotundi  Ostrogradsky,  Fusbd.  203;  bei  letzterem  auch  mit 
Beispielen  (Seilpolygon,  inkompressible  Flüssigkeiten,  etc.);  ausser  den  gebräuch- 
lichen Lehrbüchern  vgl.  auch  L.  Henneherg^  J.  f.  Math.  118  (1894),  p.  179. 

207*)  Nach  F.  MotUuda,  Histoire  3,  p.  44  u.  627  hat  Ä.  Fontaine  schon 
1739  ein  ähnliches  Prinzip  ausgesprochen. 

208)  Nach  der  Ansicht  vieler  beruht  das  d'Älember^ sehe  Prinzip  auf  einem 
neiAcn  Axiom,  insofern  die  Gleichungen  des  Gleichgewichts  auf  den  Fall  eines 
bereits  in  Bewegung  begriffenen  Systems  übertragen  werden,   so  z.  B.  Jacdbi 
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Ein  System  materieller  Punkte  mit  den  Massen  m^  befinde  sich 
rar  Zeit  t  unter  dem  Einfluss  der  an  m,  angreifenden  Kraftkompo- 
nenten X^y  Y^^  Z^  in  beliebigem  Bewegungszustande;  die  Koordinaten 
seien  x^^  y^^  g^.  Sind  dieselben  ausserdem  beliebigen  Bedingungs- 
gleichungen 

A  =  o, /;==o,...,/i  =  o 

unterworfen,  welche  zunächst  t  nicht  enthalten  mögen,  so  werden  in- 
folge dieser  Verbindungen  die  Beschleunigungen  x^  y^^  \  im  all- 
gemeinen so  bescha£fen  sein,  dass  die 

nicht  yerschwinden.  Diese  Kräfte  werden  also  vermöge  der  Be- 
dingungen aufgehoben,  also  sind  sie  ,>  Rücksicht  auf  die  letzteren« 
im  Gleichgewicht;  wäre  dies  nicht  der  Fall,  so  würden  sie  dem  Sy- 
steme ausser  den  vorausgesetzten  Beschleunigungen  £,.,  j^,.,  'i^  noch 
andere  mitteilen  —  gegen  die  Voraussetzung.  In  dieser  Gestalt  ist 
das  cTAlemberfsche  Prinzip  **•)  eine  rein  logische  Überlegung,  welche 


(Dynamik,  ed.  CUbsch,  p.  63ff.);  C.  Neumatm  (Leipz.Ber.31  (1879),  p.  61).  Ich  kann 
darin  nur  eine  zu  enge  BegrifiEsfassung  des  Gleichgewichts  sehen,  sodass  die 
hier  vorhandene  Schwierigkeit,  vgl.  Nr.  29,  schon  das  Prinzip  der  virtuellen  Ge- 
9chwindiglceiUn  selbst  trifPt. 

209)  J.  d'AJember^B  (Tndt^  de  dynamique,  Paris  174S)  ursprüngliche  Be- 
trachtung ist  hiervon  nicht  wesentlich  verschieden  (vgl.  Poisson^  M^caniqne,  §  360). 
d'Alemheri'ß  eigene  Worte  lauten:  Soient  Ä^  B,  C,  .  .  ,  les  corps  qui  composent 
le  systäme,  et  snpposons  qu*on  leor  ait  imprimd  les  mouvemens  a,  &,  c,  .  .  , 
qn'ils  soient  forcds,  ä  cause  de  lenr  action  mutuelle,  de  changer  dans  les  mou- 
vemens a,  ^,  7,  .  .  .  n  est  clair  qu'on  peut  regarder  le  mouvement  a  imprimd 
an  Corps  A  comme  compos^  du  mouvement  a,  qu'il  a  pris,  et  d*un  autre  mouve- 
ment a  ;  qu'on  peut  de  mSme  regarder  les  mouvemens  6,  c,  .  .  .  comme  com- 
pos^  du  mouvement  ß,  ßi;  y^  y\  -  •  • ,  d*oü  il  s*ensuit  que  le  mouvement  des 
Corps  ii,  B,  C, .  .  .  .  entr^euz  auroit  ^t^  le  m§me,  si  au  lieu  de  leur  donner  les 
impulsions  a, &, c  on  leur  eüt  donnd  ä  la fois  les  doubles  impulsions  a,  a;  /},  ß\... 
Or  par  la  supposition  les  corps  A,  B,  C  ont  pris  d^euz  m^mes  les  mouvemens 
a,  ^,  7,  .  .  . ;  donc  les  mouvemens  a\  ß\  /,  .  .  .  doivent  3tre  tels  qu'Os  ne  dd- 
rasgent  rien  dans  les  mouvemens  a,  /},  y, . . . ,  c'est  k  dire  que  si  les  corps 
n^avoient  re9u  que  les  mouvemens  a\  ß\  /,...;  ces  mouvemens  auroient  du  se 
d^tmire  mutaellement  et  le  systäme  demeurer  en  repos.  De  la  resulte  le  prin- 
cipe suivant . . .  Ddcomposez  les  mouvemens  a,  6,  c, .  .  .  chacun  en  deuz  autres 
a,  a  ;  ß^  ß\.  - .  qui  soient  tels  que  si  Ton  n^eüt  imprim^  auz  corps  que  les 
mouvemens  o,  ^,  y, . . .  ils  eussent  pu  conserver  les  mouvemens  sans  se  nuire 
rMproquement;  et  que  si  on  ne  leur  eüt  imprim^  que  les  mouvemens  a\  ß\ 
/',...  le  sjBt&QQe  füt  demeurä  en  repos;  il  est  clair,  que  a,  j?,  y, . . .  soient  les 
mouvemens  que  les  corps  prendront  en  vertu  de  leur  action.  Ce  qu*il  falloit 
trouver. 
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man  nach  Lagrange  nur  mit  dem  Prinzip  der  Tirtuellen  Geschwindig- 
keiten za  verbinden  hat,  um  zur  Gnmdformel  der  Dynamik 

^[(X  —  mx)Sx  +  (7—  my)8y  +  {Z—me)88\  =  0 

zu  gelangen,  welche  man  auch  in  der  kurzen  Passung:  die  virtuelle 
Arbeit  der  verlorenen  Kräfte  muss  verschwinden;  ausdrücken  kann. 

Die  fast  überaU  gebrauchte  Wendung  >  Rücksicht  auf  die  Be- 
dingungen^ muss  freilich  genau  präzisiert  werden.  Eine  yollstandig 
klare  Einsicht^  welche  sich  auf  die  Grundlagen  der  Mechanik  stützt^ 
kann  nur  entstehen,  wenn  man  jeden  Punkt  des  Systems  durch  Zu- 
fügung  der  Reaktionen  E^,  H,.,  Z^  wieder  in  einen  völlig  freien  ver- 
wandelt; diese  letzteren  sind  es,  welche  an  dem  System  sich  nach  der 
eben  dargelegten  Überlegung  im  Gleichgewicht  halten.  Dabei  kann 
man  nun  auch  an  Stelle  von  Gleichungen,  welche  von  t  unabhängig 
sind,  mit  der  Zeit  veränderliche  Bedingungen  einführen,  falls  nur  jene 
Änderung  in  stetiger  Weise  geschieht.  Vermöge  des  Axioms  Nr.  29 
über  die  Ausdehnung  der  Gleichgewichtszustände  auf  bewegte  Systeme 
nämlich  ergiebt  sich  dann  sofort,  dass  das  Gleichgewicht  nun  auf  die 
Grenzgestalt  der  Bedingungsgleichungen  zur  Zeit  t  oder,  wie  man  ge- 
wöhnlich s^,  auf  die  virtuellen  Verschiebungen  unabhängig  von  der 
Zeit  t  zur  Anwendung  zu  bringen  ist.  Bei  den  allgemeineren  in 
Nr.  34  betrachteten  materiellen  Systemen  sind  natürlich  die  aus  den 
anderweitigen  Voraussetzungen  entspringenden  Reaktionen  den  Kräften 
X,  Yy  Z  hinzuzufügen. 

37,  Die  *Lagrange*sohen  Gleichungen.  Die  Einführung  von 
IHffereniialgleuA'fmgen 

(1)  2{flik^x^  +  hk^Vi  +  c^j,dz^  =  0 
oder  allgemeiner 

(2)  2{o>ik^^i  +  hk^Vi  +  c^i^dz^  +  c^dt  =  0 

wo  die  Koeffizienten  Funktionen  der  a:,  y,  z,  t  sein  können,  an  Stelle 
endlicher  Bedingwigsgleichungen  ist  ausführlich  im  Zusammenhange 
mit   den   Prinzipien   der   Mechanik    zuerst    von    Voss^^^)   dargestellt. 


Auch  spätere  Schriftsteller  haben  keine  wesentliche  Änderung  an  dem  Aas- 
druck  des  Prinzips  herbeigeführt.  Ziemlich  überflüssig  erscheint  die  Termino- 
logie der  verlorenen  Kräfte^  der  forces  d'inertie,  der  effets  dynamiqnes  {OstfO- 
graulsky);  keineswegs  klarer  die  Ausdrucksweise  G.  B,  Äiry*B  (JE.  J.  Bouih^  Dy- 
namics 1,  p.  52);  wie  an  manchen  anderen  Stellen  der  Mechanik  zeigt  sich  auch 
hier  in  der  Litteratur  eine  Neigung  zu  stereotypen  Ausdrucksweisen. 

210)  A,  Voss,  Math.  Ann.  2Ö  (1884),  p.  268. 
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Derartige  Falle  sind  jedoch  bei  Problemen  über  rollende  Bewegung 
schon  weit  früher  yereinzelt  aufgetreten  und  auch  von  anderen  be- 
reite allgemein  Torausgesetzt  worden*^*).  Hertz,  welcher  infolge  einer 
zu  speziellen  Auffassung  des  JETotni/^'schen  Prinzips  die  Voraussetzung 
nicht  integrabeler  Differentialrelationen  als  wesentlich  yerschieden  von 
dem  Fall  expliciter  Bedingungsgleichungen  ansah  ^^')y  hat  die  Be- 
dingungen hiemach  als  nickt-holonome  und  hohnome  unterschieden^^'). 
Aus  dem  cfÄlemberf sehen  Prinzip  erhält  man  nun  durch  Lor 
grange's  Multiplikatorenmethode  die  Gleichimgen  der  Bewegung  so- 
fort in  der  Gestalt«^*) 

mi'ii  =  -X<  +  ^Ijtan, 

(3)  w.y,=  y;+^A,6,„ 

welche  zuerst  Lagra/nge  gegeben  hat,  da  d'Alembert  nur  in  synthe- 
tischer Weise  *^*)  sein  Prinzip  zur  Lösung  einzelner  Aufgaben  be- 
nutzte. Dass  übrigens  die  Gleichungen,  welche  das  cCAlemberfsehe 
Prinzip  liefert,  auch  hinreichend  zur  vollständigen  Bestimmung  der 
X,  y,  z  sind,  hat  d'Alembert  nicht  für  nötig  gehalten  zu  beweisen. 
Dieser  Beweis,  der  auf  der  Unabhängigkeit  der  Bedingungsgleichungen 
beruht,  ist  mit  Bezug  auf  die  Gleichungen  (3)  Yon  Jacobi  gegeben  ^^^); 
bei  Lagra/nge  erscheint  derselbe  erst  als  Eonsequenz  aus  der  Einfüh- 
rung unabhängiger  Koordinaten.  Die  Bestimmung  der  Reaktionskom- 
ponenten (der  Summengrössen  in  den  Gleichungen  (3))  erfolgt  übrigens 
dadurch,  dass  man  in  den  Gleichungen  (2)  nach  der  Differentiation 
in  Bezug  auf  die  unabhängige  Yariabele  t  die  Ausdrücke  für  die  Be- 
schleunigungen aus  (3)  eintrl^  und  aus  den  entstehenden  f&r  die  A 


211)  So  bei  M.  Ostrogradsky,  Petersb.  Mdm.  de  TAcad.  (6)  1  (186S),  p.  666; 
N.M,  Ferren,  Quart.  J.  of  math.  12  (1873),  p.  1;  auch  F.  Minding,  Dorpater  Gra- 
tolationBschr.  1864  (ygl.  Ä,  Kneaer,  Zeitschr.  f.  Math.  Phys.  46  (1900),  literar. 
bistor.  Abt,  p.  118). 

212)  Herte,  Mechanik,  p.  28.  Vgl.  hierüber  namentlich  0.  Holder,  Gott 
Nachr.  1896,  p.  122. 

218)  Hertz,  Mechanik,  p.  91.  Der  eigentümliche  Unterschied  zwischen  holo- 
nomen  und  nichtholonomen  Bedingungen  ist  p.  96  scharf  präzisiert 

214)  Bei  explidten  Bedingongsgleichungen  /j^  «=  0  sind  natürlich  die  a^^ , 
d|j^,  e^j^  durch  die  Differentialquotienten  der  /]^  nach  x^^  y^,  z^  zu  ersetzen. 

216)  Die  Gleichungen  der  Dynamik  in  Bezug  auf  drei  rechtwinklige  Axen 
in  der  heute  üblichen  Form  sind  erst  von  C.  M<icla/urin  (A  complete  treatise 
on  fludons,  Edinburgh  1742)  eingeführt. 

216}  Jaeobi,  Dynamik,  ed.  Clehech^  p.  188. 
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linearen  Relationen  die  Werte  derselben  ^  welche  alsdann  Funktionen 
zweiten  Grades  der  Geschwindigkeitskomponenten  werden,  berechnet. 
Man  erhält  daher  bei  Bedingungen  immer  Gleichungen,  welche  die 
zweiten  Differentialquotienten  durch  Funktionen  zweiten  Grades  der 
ersten  ausdrücken.  Durch  Lagrang^B  Einführung  unabhängiger  Ko- 
ordinaten, zu  der  wir  nunmehr  übergehen,  gelingt  die  Herstellung 
dieser  Gleichungen  auf  eine  viel  übersichtlichere  Weise. 
Sind  nur  Je  Bedingungsgleichungen 

in  expliciter  Form  zwischen  den  3n  Koordinaten  gegeben,  so  kann 
man  auf  unendlich  viele  Arten  die  letzteren  als  Funktionen  von  / 
und  3n  —  Je  unabhängigen  Parametern 

9u  9i7  •  •  -7  ffr    (r  =  3n  —  Je) 
(Lagrange^sche  oder  allgemeine,    generalisierte,   Koordinaten'^^))  auf- 
fassen.    Vermöge  der  jetzt  bestehenden  Identitäten 

erhält  man  aas  (3) 
falls 

gesetzt  wird.     Setzt  man  femer 

.  "^  dx^ ,         dXf 

(b)  yi=2^-dii'  +  jt> 

imd 

so  wird  nach  (b) 

dT      "V  {■  ^"i  ,   .  ^Vi  ,  ■  ^'i\ 


217)  Nach  Thomaon  und  Tait,  Treatise  (1)  1,  p.  286,  geneialüsed  co-ordinates. 
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mithin  wegen 

ar  _  VI     /.  ^**<    ,   .  g'Vi    ,  .  ^W\ 

(*)  Ä(li)-Ii -«■"•)• 

In  diesen  aUgemeinen  Grundgleichungen  der  Dynamik  bedeutet  T,  die 
lebendige  Kraft  oder  kinetische  Energie^^^^)  des  Systems,  eine  beständig 
positive  ganjse  rationale  Funktion  zweiten  Grades  der  allgemeinen  Ge- 
schwindigkeiten g,,  welche  für  den  von  Lagrange^^^)  ausschliesslich 
behandelten  Fall^  wo  die  Bedingungsgleichungen  von  t  unabhängig 
sind)  eine  homogene  definiit  positive  Form  zweiten  Grades  der  q^  ist. 

Die  Wichtigkeit  dieser  Gleichungen  beruht  darauf:  dass  nun- 
mehr als  einzige  Grössen,  von  denen  die  dynamischen  Probleme  ab- 
hängen, T  und  die  Q^  auftreten,  wobei  zugleich  die  Anzahl  der  Varia- 
belen  auf  die  kleinste^  resp.  eine  je  nach  der  Form  der  Aufgabe  ge- 
eignete kleinere  Zahl  zurückgeführt  ist'^). 

Die  Gesamtheit  der  Gleichungen  (4)  ist  invariant  bei  beliebigen 


218)  In  auBgeführter  Oeetalt  lauten  diese  Gleichungen  bei  festen  Verbin- 
dungen, d.  h.  solchen,  die  explicite  von  t  unabhängig  sind, 

^^is  h  +^^r*  ii  ir  =  ö.  , 
▼0 

_  ^ö,,         ^«r*         ^«.- 


^«r  ^«.  ^^ 

das  Ckrigto ff eV sehe  Symbol  bezeichnet. 

218*)  Die  in  Deutschland  und  Frankreich  übliche  Bezeichnung:  lebendige 
Kraft,  force  vive,  vgl.  Fnssn.  296,  so  wenig  passend  sie  auch  erscheinen  mag, 
schien  hier  beibehalten  werden  zu  müssen. 

219)  Erst  durch  J.  VieiUe,  3.  de  math.  14  (1849),  p.  201  wurden  die  Formeln 
anter  der  erweiterten  Voraussetzting  hergeleitet;  in  deutschen  Lehrbüchern  wird 
dieselbe  nicht  berücksichtigt,  daher  die  ausführliche  Darstellung  im  Texte. 

220)  Es  ist  in  Deutschland,  neuerdings  auch  in  Italien  üblich  geworden, 
die  Gleichungen  (3)  und  (4)  als  Xo^on^sche  Gleichungen  erster  und  zweiter 
Art  zu  unterscheiden.  Lagrange  selbst  machte  diese  Unterscheidung  nicht  und 
Hess  es  überdies  frei,  auch  nur  eine  teilweise  Einführung  unabhängiger  Para- 
meter vorzunehmen  (M^canique,  Oeuvres  11,  p.  326  u.  336),  ein  Gedanke,  den 
Bouth  später  weiter  ausgeführt  hat  (Stability  of  motion  1877,  Dynamik  1,  p.  376). 
Jacobi  (fleft  von  Seheibner,  p.  166)  spricht  in  seiner  Vorlesung  von  1847  aller- 
dings von  einer  ersten  Form  der  Xo^an^e'schen  Gleichungen;  erst  in  der  von 
CUbsch  1866  besorgten  Ausgabe  der  Dynamik  tritt  diese  Bezeichnung  ge- 
druckt auf  (Dynamik,  p.  68  u.  141 ;  auch  im  Inhaltsverzeichnis),  die  sich  vielleicht 
■ohon  firüher  durch  Jacob%*9  und  seiner  Schüler  Einfluss  verbreitet  hatte.  An 
und  fiOr  sich  ist  die  Unterscheidung  nicht  unzweckmässig. 

Kn^klop.  d.  mftth.  WiBtentoh.    IV  1.  6 
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Transformationen  der  q  in  ebenso  viel  neue  Variabele  k  vermöge  der 
Gleichung 

Bei  der  Einführung  der  allgemeinen  Koordinaten  wird  —  namentlich 
in  rein  theoretischen  Werken  —  die  Bestimmung  der  Reaktionen  dann 
oft  weiter  nicht  mehr  berücksichtigt;  sie  geschieht  übrigens  am  ein- 
fachsten, indem  man  wieder  zu  den  rechtwinkligen  Koordinaten  zurück- 
kehrt. Für  die  Anwendungen  kann  unter  Umständen  die  Bestimmung 
dieser  Kräffce  ebenso  wichtig  sein,  wie  die  Ermittelung  der  Bewegung 
selbst.  Dies  ist  übrigens  schon  dann  der  Fall,  wenn  die  Bedingungen 
von  einseitigem  Charakter  sind,  also  die  Gh-össen  X  in  den  Glei- 
chungen (3),  vgl.  Nr.  35,  bestimmte  Vorzeichen  haben  müssen,  und 
der  ganze  Ansatz  über  eine  Stelle  hinaus,  an  der  einige  der  X  beim 
Durchgang  durch  Null  ihr  Zeichen  wechseln,  seine  Gültigkeit  verliert] 
man  vergleiche  die  bekannten  Beispiele  der  Bewegung  des  schweren 
Punktes  im  vertikalen  Kreise,  auf  der  Kugelfläche,  die  Bewegung  des 
schweren  Stabes,  dessen  Enden  auf  gegebenen  Flächen  oder  Kurven 
bleiben,  u.  s.  w. 

38.  Nioht-holonome  Systeme.  Die  Transformation  ist  dagegen 
auf  den  Fall  holonamer  Bedingungen  beschränkt.  Um  bei  nicht-holo- 
nomen  eine  formale  Transformation  ausführen  zu  können,  betrachtet 
Appell^^^)  an  Stelle  von  T  die  Grösse 

welche  bei  der  partiellen  Differentiation  nach  den  Grössen  q  die 
Gleichungen  der  Mechanik  in  der  Form 

liefert;  es  ist  jedoch  zu  bemerken,  dass  gerade  der  Vorteil,  welcher 
in  der  Einführung  des  nur  von  den  ersten  Differentialquotienten  ab- 
hängigen T  liegt,  damit  grösstenteils  verloren  geht.  Die  Gestalt  der 
dynamischen  Gleichungen  im  nicht-holonomen  Falle  ist  übrigens 
folgende: 

Hat  man  an  Stelle  der  Variabein  x,  y,  z  irgendwelche  neue  Para- 
meter g^i . . .  g'i  eingeführt,  zwischen  deren  Variationen  noch  die  l  Be- 
dingungen 

221)  P.  Appell,  Paris  C.  R.  129  (1899),  p.  317,  423,  459;  J.  f.  Math.  121  (1900), 
p.l;  J.  de  math.  (6)  6  (1900),  p.  6;  ibid.  (6)  7  (1901),  p.  5. 


^ 
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bestehen,  so  kann  man  sämtliche  dx^  Sy^  Sz  von  h  —  l  unabhängigen 
Variationen  8q,  (5  =  1,  2, .  . .,  h  —  l)  abhängig  machen,  so  dass 

wird.     Die  Gleichungen  der  Bewegung  sind  dann,  wenn 

2X,a„  +  Y,h,.  +  Z,e„  =  Q, 
gesetzt  wird, 


wobei 


^.-2:-».('^^-+».^+'.*) 


isi    Aus  den  Gleichimgen 

folgt  nun 

aber  jR^  ist  selbst  dann  noch  nicht  gleich  ^,  wenn  die  im  allge- 
meinen von  allen  Variabelen  q^^^^^yq^  abhängenden  Koeffizienten  a^^, 
6,„  c,/nur  von  den  Variabelen  gj,...,«».,  abhängig  sind,  was  bei 
yielen  Fragen,  namentlich  den  einÜBM^hen  Problemen  rollender  Bewe- 
gung von  Körpern  zutrifft.  Dies  ist  nicht  immer  beachtet  worden, 
yielmehr  hat  man  wiederholt  gerade  in  dem  letzteren  Falle  T  mit 
H&lfe  der  Ausdrücke  für  die  rr^,  jf^,  i^  von  den  scheinbar  überzähligen 
Koordinaten  q  befreit,  und  auf  den  so  entstehenden  Ausdruck  T^  den 
C.  Neumann  die  nicht  legitime  Form  der  lebendigen  Kraft  nennt,  die 
ZrO^OM^schen  Gleichungen  angewandt,  was  natürlich  zu  unrichtigen 
Resultaten  führt«"»). 


221*)  Vgl.  darüber  J..  Vierkandt,  Über  gleitende  und  rollende  Bewegung, 
Monatsh.  f.  Math.  Phys.  8  (1892),  p.  81;  /.  Hadamard,  Sur  les  mouvements  de 
roolement,  Bordeaux,  M^m.  (4)  6  (1896);  0,  Holder^  Die  Prinzipien  von  Hamilton 
und  Maapertaifl,  Gtött.  Nachr.  1896,  §  11;  D.  J.  Kortevoeg^  Über  eine  ziem- 
lich Terbreitete  unrichtige  Behandlung  eines  Problems  der  rollenden  Bewegung, 
Nieow  Archief  voor  Wiskunde  (2)  4  (1899);  P.  Appell,  Les  mouvements  de  rou- 
lemeot  en  dynamique,  Sammlung  Scientia,  Phys.  math.  Nr.  4,   Paris  1899. 

6* 
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39.  Daa  Prinsip  des  kleinsten  Zwanges  von  Gauss.  Dasselbe 
lautet  in  Gauss'  eigenen  Worten***):  Die  Bewegung  eines  Systems 
materieller,  auf  was  immer  für  eine  Art  unter  sich  verknüpfter  Punkte, 
deren  Bewegungen  zugleich  an  was  immer  für  äussere  Beschrankungen 
gebunden  sind,  geschieht  in  jedem  Augenblick  in  möglich  grösster 
Übereinstimmung  mit  der  freien  Bewegung  oder  unter  möglich  klein- 
stem Zwange,  indem  man  als  Maass  des  Zwanges,  den  das  ganze 
System  in  jedem  Zeitteilchen  erleidet,  die  Summe  der  Produkte  aus 
dem  Quadrate  der  „Ablenkung  jedes  Punktes  von  seiner  freien  Be- 
wegung'^ **^  in  seine  Masse  betrachtet. 

Wird  die  Lage  des  Punktes  m^  zur  Zeit  t  -\-  2dt  mit 

dt* 

dagegen   die   Lage,   welche   er  vermöge   der   wirkenden  Kräfte   ein- 
nehmen würde,  wenn  er  vöUig  frei  wäre,  durch 

x^  +  2x,dt  +  ^dt' 

(und  entsprechend  für  die  übrigen  Koordinaten)  bezeichnet,  so  ist  der 
Zuxmg  Z  gegeben  durch***) 


222)  J.  f  Math.  4  (1829)  =  Werke  6,  p.  23. 

223)  Von  E.  Schering  sind,  Gott.  Abb.  18  (1873),  p.  3,  11,  diese  Worte  so 
interpretiert  worden,  dass  es  sich  dabei  um  eine  ganz  willkürliche  freie  Be- 
wegung handeln  könne.  Dem  entgegen  macht  B.  Lipschitz  (J.  f.  Math.  82  (1877), 
p.  321)  darauf  aufinerksam,  dass  bei  der  Ablenkung  im  6rauas*schen  Prinzip 
weder  x  noch  x,  sondern  nwr  die  Beschleunigungen  ^  variiert  werden  dürfen. 

22i)  Bei  Lipschitz  (J.  f.  Math.  82  (1877),  p.  316)  erscheint  Z  als  Covananie 
bei  beliebigen  Transfonnationen  der  als  unabhängig  zu  betrachtenden  Variabeln 
^1  Vi  ^1  vgl.  auch  Ä.  WassmtUh,  Ann.  Phys.  Chem.  (2)  64  (1896),  p.  164;  siehe 
übrigens  Ä.  Voss,  Bemerkungen  über  die  Prinzipien  der  Mechanik,  Münch.  Ber. 
1901,  p.  167.  Das  Gauss* sehe  Prinzip  kann  auch  als  Prinzip  der  kleinsten  Arbeit 
der  verlorenen  Kräfte  formuliert  werden:  vgl.  BcKihmaninoff^  Zeitschr.  f.  Math. 
Phys.  26  (1879),  p.  206.  Hiermit  hängt  auch  das  Principle  of  least  resistance 
von  Moseley  (Bankine,  A  manual  of  applied  mechanics,  London  1864,  ed.  3,  p.  216) 
sowie  das  MinabrSa-Castigliano' sehe  Minimumprinzip,  L.  F.  M6nabr6a^  Rom, 
Rend.  dell'  Acc.  dei  Lincei  (2)  2  (1869),  p.  201,  zusammen;  siehe  auch  A.  Cagti- 
glianOj  Theorie  de  T^quilibre  des  syst^mes  ^lastiques  et  ses  applications,  Turin 
1879,  deutsch  von  E.Hauff,  Wien  1886;  Ä.  F.  B,  Müller-Breslau,  Die  neueren 
Methoden  der  Festigkeitslehre,  Leipzig  1886;  sowie:  Über  die  Elasticität  der  Defor- 
mationsarbeit, (Divilingenieur  (2)  32  (1886),  p.  663,  und  das  Referat  von  F.  Kötter, 
Fortschritte  d.  Math.  18  (1886),  p.  960;  von  anderen,  namentlich  0.  Mohr,  Civil- 
ingenieur  (2)  32  (1886),  p.  396  wird  indes  die  diesem  Prinzipe  gegebene  Ausdrucks- 
weise bestritten.  —  Vgl.  endlich  C.  Neumann,  Das  Ostwald'sche  Axiom  des 
Energieumsatzes,  Leipz.  Ber.  44  (1892),  p.  186. 
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Wird  nun  irgend  eine  nach  Gauss  variierte  Lage  durch 

ausgedrückt,  so  muss  in  Rücksicht  auf  die  Bedingungen,  mögen  die- 
selben nun  holonome  oder  nicht-holonome  sein^ 

2{(^ikSXi  +  la^Vi  +  c^uSz^  =  0 

werden.  Multipliziert  man  daher  die  Lagrange' %(thsixi  Gleichungen  (3) 
mit  den  dx^^  dy^y  S'ii  und  addiert,  so  ergiebt  sich 

(1)    2KX,  -  m,x,)  Sx,  +  (F,  -  m,y,)  Sy,  +  {Z,  -  m,i,)  *2J  =  0 

und  dies  ist  die  Bedingung  dafär^  dass  Z  in  Rücksicht  auf  alle 
variierten  Lagen  ein  Minimwn  ist. 

Das  Prinzip  von  Gauss  ist  daher  in  diesem  Falle  völlig  äquiva- 
lent  mit  dem  ef-4few6erf'schen,  welches  letztere  nun  auch  in  der 
Form  (1)  geschrieben  werden  kann*^^),  die  ihm  zuerst  durch  Gibhs 
erteilt  wurde.  Derselbe  bemerkt  zugleich,  dass  für  den  Fall  von 
Bedingungsungleichungen  diese  Form  des  d'Alembert'schen  Prinzips 
eine  direkte  Entscheidung  über  den  wirklichen  Verlauf  der  Be- 
wegungen gestatte  ^**). 

Dass  man  umgekehrt  aus  dem  Gauss'B(t\i&ii  oder  d'Älen^}€rf  sehen 
Prinzip  den  ganzen  Inhalt  der  Mechanik,  insbesondere  auch  die 
Lehren  der  Statik  (Satz  vom  Parallelogramm  der  Erafte  etc.)  her- 
leiten kann,  hat  zuerst  Bitter^'')  in  seiner  noch  von  Ga/uss  selbst 
•begutachteten  Dissertation  gezeigt;  in  etwas  anderer  Ausdrucks  weise 
hat  Hertß  das  (rou^'sche  Prinzip  als  Grundgesetis  seiner  kräftelosen 
Dynamik  ausgesprochen««). 

40.  Die  Differentialgleiohtingen  der  Bewegung  bei  Ungleichungs- 
bedingungen.     Betrachtet  man  die  Variationen,  welche   im  Prinzip 

286)  Es  kommt  daher  auf  dasselbe  hinaus,  bestimmte  Aufgaben  dieser  Art 
durch  das  Gauss^ache  oder  das  d'ÄlemheffBc^e  Prinzip  zu  lösen.  Ober  Anwen- 
dungen des  ersteren  in  diesem  Sinne  auf  Beispiele  der  Statik  und  Dynamik  vgl. 
K  HoUefreund,  Schul-Programm  Berlin  1897,  Nr.  97. 

826)  J,  W.  Gibhs,  On  the  fundamental  formulae  of  dynamics,  Amer.  J.  of 
math.  2  (1897),  p.  49;  vgl.  auch  BolUmann,  Mechanik,  p.  280  u.  228. 

227)  A.  Ritter,  Über  das  Prinzip  des  kleinsten  Zwanges,  Diss.  Qöttingen  1858; 
C.  G.  BeuscMe,  Über  das  Prinzip  des  kleinsten  Zwanges,  Archiv  f.  Math.  Phys. 
6  (1846),  p.  288;  H.  Scheffler^  Über  das  Gauss'sche  Grundgesetz  d.  Mechanik, 
Zeitschr.  f.  Math.  Phys.  3  (1858),  p.  197;  A.  Buclcemlahl^  Über  das  Prinzip  des 
kleinsten  Zwanges,  Diss.  Gtöttingen  1873. 

228)  Hertz,  Mechanik,  p.  185. 
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der  yirkiellen  Geschwindigkeiten  auftreten,  als  gleichbedeutend  mit 
den  Variationen  der  Beschleunigungen  bei  ungeänderten  x^  und  x^j  so 
kann  man  die  i^ouner'sche  Erweiterung  des  genannten  Prinzips  auch 
auf  den  Fall  der  beschleunigten  Bewegung  ausdehnen  und  erhalt  so 
die  allgemeinste  Form  des  Gaus^'schen  Prinzips'^*) 

(1)    -5'CÄ  - »»««,)  *Ä«  +  {Ji  -  fnS:)  Sy,  +  (Z,  -  m,2,)  dij  ^  0. 

Schon  GoMSS  bemerkte,  dass  sein  Prinzip  auch  auf  die  Statik 
Anwendung  findet  Man  erreicht  dies  dadurch,  dass  man  die  x^J  y^j  z^ 
gleich  Null  voraussetzt.  Möbius  '^)  hat  diesem  Gedanken  eine  andere 
Wendung  gegeben.  Bezeichnet  man  die  Koordinaten  des  auf  jeder 
Eraftrichtung  um  die  Intensität  der  Kraft  vom  Angriffspunkte  o^jy^ier^ 
entfernten  Punktes  durch  a^&^c^,  so  ist 

Xi  —  at  —  Xi,     Ti^bi  —  y^,    Z^^c^  —  g^y 
also 

2{^9x,  +  T,8y,  +  Z.dxr,) 
=2i(ßi  —  ^i>^^i  +  (t>i  —  Vi^^Vi  +  (^<  —  ^<)*^<)  ^  0 

die  Bedingung  für  das  Gleichgewicht,  welche  nun  ausdrückt^  dass 

2{{a  —  X?  +  Q>  —  y)^  +  iß  —  g)^ 

in  Bücksicht  auf  ade  zulässigen  Verschiebungen  ein  Minimum  ist. 

In  Rücksicht  auf  die  dynamischen  Probleme  erhebt  sich  hier 
nun  die  zuerst  von  Ostrogradsky  ^^^)  angeworfene,  aber  nicht  voll- 
standig  beantwortete  Frage,  inwieweit  durch  Gleichimg  (1)  die  Be- 
wegung überhaupt  bestimmt  wird.  A.  Mayer  hat  dieselbe  neuerdings 
wieder  aufgenommen^^)  und  imter  Anwendung  des  Goti^'schen  Prin- 
zips einen  einfachen,  allerdings  auch  nicht  direkten  Weg  zur  Lösung 
gezeigt,  welcher  geeignet  ist,  alle  unbrauchbaren  Lösungen  mit  Sicher- 

229)  In  dieser  Allgemeinheit  leitet  W.  ScheU  (Mechanik  2,  p.  502)  den  Sati 
her,  doch  ist  dabei  übersehen,  dafs  aus  dem  Vorzeichen  einer  Snmme  nicht  auf 
die  Vorzeichen  der  Summanden  geschlossen  werden  kann.  Auch  in  BoUemafm's 
Darstellung  (Mechanik,  p.  217)  wird  dem  Begriff  der  virtuellen  Verschiebungen 
eine  andere  als  die  ursprüngliche  Bedeutung  gegeben.  Diesen  Bedenken  gegen- 
über scheint  es  angemessen,  das  Gavtss'ßche  Prinzip  in  seiner  erweiterten  Form 
als  ein  aus  den  früheren  Prinzipien  strenge  nicht  beweisbares  Grundprinzip  an- 
zusehen; so  auch  für  den  (im  Texte  nicht  behandelten)  Fall,  wo  die  Bedingungs- 
gleichungen die  x^  y,  z\  X,  ^,  z  ganz  willkürlich  enthalten. 

230)  Möbius,  Statik  1,  p.  330  ff.,  vgl.  indes  Euler,  Berlin,  M^m.  de  TAcad. 
1762,  p.  246. 

231)  M.  Ostrogradsky,  Sur  les  däplacements  instantan^es,  Petersb.  Mäm.  de 
TAcad.  (6)  1  (1838),  p.  666. 

232)  A.  Mayer,  Über  die  Aufstellung  der  Differentialgleichungen  der  Be- 
wegung reibungsloser  Punktsysteme,  Leipz.  Ber.  51  (1899),  p.  224  u.  245. 
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heit  ausjsusdiliessen,  Dass  aber  überhaupt  eine  bestimmte  Lösung  vor- 
handen  ist,  hat  Mayer  nur  in  dem  FaUe  von  ein  und  zwei  Bewegungs- 
freiheiten erwiesen;  von  Zenndo^^^  ist  indessen  diese  Lücke  gerade 
auf  dem  Wege,  den  Jacobi^^)  schon  in  seinen  Vorlesungen  andeutet, 
nämlich  durch  Berufung  auf  die  besondere  Natur  des  hier  vorliegenden 
Minimums  ^^),  welches  die  Existenz  mehrerer  Minima  ausschliesst, 
vollständig  ausgefuUt. 

41.  Daa  d*Alembert'80lie  Prinzip  für  Impulse.  Integriert  man 
die  Gleichung 

^(m^x,—  X,)SXi  H =  0 

nach  Multiplikation  mit  dt  über  einen  beliebig  kleinen  Zeitraum  0  bis  r, 
während  dessen  die  5^ . . .,  X^ . . .  stets  von  demselben  Zeichen  sind**®), 
so  kann  man,  falls  in  Rücksicht  auf  die  Impulse 

€  t  t 

fX,dt  =  P^,    fT,dt=Q,,    fZ^dt^B, 

0  0  0 

gesetzt  wird,  nach  dem  ersten  Mittelwertsatze  der  Differentialrechnung 

setzen;  unter  dx^ . .  werden  Mittelwerte  der  virtuellen  Verschiebungen 
verstanden.  Unter  Voraussetzung  eines  gegen  Null  konvergierenden  r, 
bei  der  zugleich  alle  diese  Mittelwerte  in  die  Verschiebungen  zur 
Zeit  0  übergehen,  erbSlt  man  so  die  Gleichung 

^K(Ä,-(i:^o)  — -f^]*^i  +  ---  =  0 

zur  Bestimmung  der  plötzlichen  Geschwindigkeitsänderungen  vermöge 
der  Impulsvektoren  P,  Q,  R.  Man  kann  dieselbe  auch  direkt  erhalten, 
wenn  man  die  cFAlemberfsche  Überlegung  anstatt  auf  die  durch  kon- 
tinuierliche Sjrafte  erzeugten  Beschleunigungen  auf  die  durch  Impulse 
erzeugten  Geschwindigkeiten  anwendet**^. 

Diese  Betrachtung  lässt  sich  auch  auf  den  Fall  anwenden,  wo 

283)  E,  Zermelo,  Gott.  Nachr.  1899,  p.  306  benutzt  übrigens  an  der  ent- 
seheidenden  Stelle  eine  wohl  von  D.  Hubert  herrührende  Betrachtung. 

234)  Jacobi,  Heft  v.  Scheibner,  p.  83  ff. 

286)  Schon  A.  RUkr  behandelt  in  seiner  Diss.  (1863)  diesen  Fall,  allerdings 
in  nicht  ganz  strenger  Darstellung,  mit  den  Methoden  der  Mannigfaltigkeitslehre. 

236)  Dies  ist  hier  als  Voraussetzung  eingeführt,  obwohl  eine  von  0  bis  t 
stetige  Funktion,  die  eine  bestimmte  Zahl  von  Derivierten  daselbst  hat,  für  hin- 
reidiend  kleine  positive  t  immer  von  konstantem  Zeichen  ist,  auch  wenn  sie  für 
t  SB  0  verschwindet ,  falls  nur  nicht  alle  diese  Derivierten  verschwinden. 

237)  So  zuerst  Lagrange  in  der  Mäcanique  1,  Oeuvres  11,  p.  272;  dann 
Ihihamtl,  Note  sur  divers  points  de  mdcanique,  J.  ^c.  poljt.  16  (1832),  p.  1. 
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die  Bedingungen  des  Systems  ptötzlich  durch  andere  ersetei  werden. 
Treten  etwa  an  Stelle  der  bisherigen  Gleichungen 

Yom  Zeitpunkt  0  an  die  neuen 

^1  =  0,  . . .,  9,  =  0 

ein^  so  erhalt  man  auf  ähnliche  Weise 

^w<{ii  —  (*i)o}*^<  H =  0; 

wobei  die  Verschiebungen  den  y  =  0  zu  genügen  haben  ***).  Selbst- 
yerstandlich  lassen  sich  diese  Formeln  auch  für  allgemeine  Koordinaten 
q  entwickelnd^.  Aus  den  Gleichungen  Nr.  37,  4)  folgt  nämlich  unter 
den  vorhin  angegebenen  Voraussetzungen 

EntMIt  nun  T  keine  in  den  q,  linearen  Glieder,  so  wird,  falls  zur 

Zeit  0  alle  q  verschwind^i 

dT__  p 

wie  schon  in  Nr.  24  bemerkt  wurde. 

B)  Eigentliche  Variations-(i8operimetri8che)Prinzipe. 

42.  Das  Hamilton'Bohe  Prinsip.  Die  im  vorstehenden  behan- 
delten Prinzipe  kann  man  in  Rücksicht  auf  ihre  gebräuchliche  Form 
als  elementare  VariaMons-  oder  Dt/feren^ioZprinzipe  bezeichnen;  formal 
handelt  es  sich  bei  ihnen  um  einen  VariationsausdrucL  Sie  bilden  in  ihrem 
direkten  Zusammenhange  mit  den  Vorstellungen  über  Kräfte  und  Be- 
schleunigungen die  eigentliche  Grundlage  der  Mechanik  der  materiellen 
Systeme.  Von  diesen  unterscheiden  wir  die  eigenüichen  Variations- 
oder isoperimetrischen  Prinzipe^,  deren  Evidenz  nicht  mehr  auf  einer 


238)  Vgl.  Ch.  Sturm,  Paris  C.  R.  13  (1841),  p.  1046,  auch  M^canique,  p.  868, 
sowie  die  zusammenfassende  Darstellung  bei  Routh  (Dynamik  1,  p.  886). 

239)  So  schon  Lagrange  in  der  Mäcanique  2,  Oeuvres  12,  p.  178,  dann 
W.  D.  Niven,  Mess.  of  math.  4  (1867);  /.  Rauth,  Dynamik  1,  p.  861;  P.  ÄppeU, 
J.  de  math.  12  (1896),  p.  6.  Über  die  Lagrange'Bchen  Gleichungen  für  den 
Fall  der  Reibung  vgl.  P.  ÄppeR,  Paris  C.  R.  114  (1892),  p.  831. 

240)  Übrigens  sind  diese  Prinzipe,  im  weiteren  Sinne  genommen,  keine 
wirklich  isoperimetrischen  mehr,  da  es  sich  um  einen  ganz  andern  Variations- 
begriff  handelt;  vgl.  A.  VosSy  Über  die  Differentialgleichungen  der  Mechanik, 
Math.  Ann.  26  (1886),  p.  264. 
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unmittelbaren  Verwendung  mechanischer  Begriflfe,  sondern  erst  auf 
dem  Nachweis  beruht,  dass  sich  mit  ihrer  Hülfe  ebenfalls  die  Glei- 
chungen der  Dynamik  ergeben**^).  Während  die  bei  den  Differential- 
prinzipen  auftretenden  Ausdrücke  nur  die  Eigenschaft  von  Kovarianten 
(siehe  Nr.  37  am  Ende)  besitzen,  ergeben  sich  bei  den  eigentlichen 
Variationsprinzipen  inva/ria/nte  Formen,  die  weil  sie  nur  erste  Diffe- 
rentialquotienten (unter  den  gewöhnlichen  Annahmen  über  die  Natur 
der  Kräfte)  enthalten,  sich  von  hervorragendem  Nutzen  in  Bezug  auf 
Transformationen  der  Koordinaten  erweisen.  Dagegen  findet  insofern 
eine  Beschränkung  statt,  als  bei  der  anaiyUschen  Behandlung  Be- 
dingangsgleichMngen  vorausgesetzt  werden.  Eine  dritte  Klasse,  von 
der  erst  weiterhin,  Nr.  46,  die  Rede  sein  wird,  bilden  die  eigentlichen 
IrUegralprinzipe. 

Wir  betrachten  nun  zunächst  unter  der  Voraussetzung,  dass 
Z,.,  Ti,  Zf  partielle  Differentialquotienten  einer  Funktion  A  nach  den 
Koordinaten  ^r^,  y^,  ^s^  sind,  welche  auch  t  enthalten  kann,  die  Grösse 

A  =  f2{Xx  +Tjf+Zi)St 

und  bilden  ihre  Variation  bei  ungeändertem  t     So  wird 

dA  =  I  ^{Xdx  +  Ydy  +  Zd0)  \[ , 
also  wenn  samtliche  dx^ ...  bei  t^  verschwinden: 

8A  =  ^{Xdx  +  Ydy  +  Zäz) .  «*«) 
Bei  beliebigem  X,  Z,  Z  definiere  man  statt  dessen 

9A  =  ^{Xdx  +  Ydy  +  Ziis) 

d.  h.  als  virtudle  Arbeit  ^^'').  Nimmt  man  nun  auch  die  Variationen 
der  X, bei  t^  gleich  Null  an,  so  ergiebt  sich  für 

dH=dfTdt+f9Adt 
die  folgende  Form: 


241)  Dadurch  wird  nicht  ausgeschlossen,  dass  diese  Prinzips  von  einem 
anderen  Standpunkte  ans  wieder  als  prirnftre  angesehen  werden  können. 

248)  Dies  ist  der  einzige  Fall,  wo  unter  den  angegebenen  Voraussetzungen 
die  VariaUan  der  Arbeit  zugleich  die  virtuelle  Arbeit  darstellt. 

242*)  Über  den  Begriff  der  Arbeit  siehe  Nr.  46. 
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Die  Aussage 

ist  demnach  voUig  äquivalent  mit  den  Di/ferenHaigleichungen  der  Me- 
chanik, sie  heisst  das  Hamilton^ sehe  Prinaip.  Man  wird  durch  dieselbe 
YÖllig  unabhängig  von  der  besonderen  Form;  in  der  die  Koordinaten 
und  die  Bedingungen  auftreten^  und  kann  insbesondere  bei  holonomen 
Systemen  mit  den  allgemeinen  unabhängigen  Koordinaten  q^ 

dH~f{9T  +  2Q.9q.)dt^0 

setzen. 

Wenn  wieder,  wie  Hamilton  ^)  annahm,  X,  Z,  Z  partielle  DifFe- 
rentialquotienten  einer  Kräftefunktion  U  sind,  so  kann  man  das  so- 
genannte HamUton^sehe  Integral 

H=f{T+U)dt 

einfuhren;  das  Prinjsip  verlangt  nach  wie  vor,  dass  8H=  0  sei.  Zu- 
gleich wird: 

oder    bei    unabhängigen    allgemeinen    Koordinaten    und    holonomen 

Systemen 

d^(dT\       d{T+ü) 

woraus  weiter  folgt: 

Ist  T-|-  U  explicite  unabhängig  von  <,  so  wird 


243)  W.  B.  Hamilton^  Lond.  Phil.  Trans.  1834  ging  zuerst  vom  Prinzip  der 
kleinsten  Wirkung  aus,  das  im  Text  in  der  folgenden  Nummer  ausführlich  be- 
sprochen wird.  Erst  auf  p.  307  führte  er  das  seinen  Untersuchungen  in  Lond. 
Phil.  Trans.  1835,  p.*95  zu  Grunde  liegende  Integral  H  ein,  ohne  übrigens  den  ihm 
eigentümlichen  Variationsprozess ,  den  man  in  Lcufrange^B  M^canique  eigentlich 
schon  vollständig  vorgebildet  sehen  kann,  besonders  hervorzuheben.  Jacobi  hat 
(Dynamik,  Werke,  Suppl.  p.  58)  dasselbe  als  jffamtTfon'sches  Integral,  das  Varia- 
tionsprinzip als  Hamtlton'sches  Prinzip  bezeichnet.  In  England  scheint  diese 
Bezeichnung  nicht  gebräuchlich;  auch  würde  es  weit  angemessener  sein,  Hamil- 
ton's  eigentliche  Entdeckung,  das  Prinzip  der  variierenden  Wirkung,  so  zu  be^ 
zeichnen  (Lond.  Phil.  Trans.  1835,  p.  99) ;  H  heisst  dabei  die  Prinzipalfunktion, 
Z7+  r  nach  Eouth  (Dynamik  1,  p.  376)  die  Xa^atM/e'sche  Funktion,  bei  Heim- 
hoUz  das  kinetische  Potential.   Über  den  Ausdruck  Kräftefunktion  vgl.  Fussn.  296. 
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2'«,||-(2'+J7)  =  con8t, 

also,  wenn  T  eine  homogene  Funktion  zweiten  Grades  der  g,  ist, 

T—  ?7=const. 

Dieser  wichtige  Satz,  der  Unabhängigkeit  der  Bedingwngen  und  der 
Kräfteftinktionen  von  der  Zeit  voraussetzt,  heisst  das  Prinzip  der  leben- 
digen Kraft  ^'^  von  seiner  Bedeutung  wird  in  Nr.  46  ausführlich 
gehandelt. 

Die  an  das  TTe&er'sche  Gesetz  sich  anschliessenden  Untersuchungen 
haben  yeranlasst,  auch  solche  EnLftefunktionen  zu  betrachten,  welche 
von  den  Geschwindigkeiten  und  höheren  Differentialquotienten  der 
Koordinaten  abhängig  sind,  d.  h.  solche  Werte  der  X,  Y,  Z  zu  stachen, 
für  die  unter  diesen  erweiterten  Umständen 

2{'^dx '\-Ydy  +  Zdz) 

das  vollständige  Differential  einer  einwertigen  (vgl.  übrigens  Fussn.  *^) 
Funktion  wird.  Diese  durch  Biema/nn^^)  und  C.  Neumann ^  be- 
gonnene Untersuchung  ist  von  Schering  ^'^  in  allgemeinster  Weise 
ausgeführt  worden;  bei  Kräftefunktionen  dieser  Art  lässt  sich  dann 
auch  eine  Form  des  Hamüton^sclien  Prinzips  angeben,  bei  der  eine 
wirkliche  Variation  unter  dem  Integral  stattfindet**®). 

Bei  den  meisten  Untersuchungen  wird  sich  das  Hamilton^sche 
Prinzip  wegen  seiner  Einfachheit  mit  grossem  Yorteüe  zugrunde  legen 
lassen  ^^).  Insbesondere  kann  man  sich  nun  auch  auf  den  Standpunkt 
stellen,  dasselbe  ohne  vorherige  deduktive  Begründimg  mit  Hülfe  von 
nach  gewissen  Analogieen  gebildeten  Knlftefanktionen  zur  Ableitung 
der  Gleichungen  für  Systeme,  über  deren  wirkende  Kräfte  noch  keine 
ex^icite  Vorstellung  vorliegt,  zu  verwenden^.    So  gewinnt  man  mittelst 

244)  Genaueres  siehe  Nr.  45. 

246)  B.  Biemanny  Schwere,  Elektrizität  und  Magnetismus,  herausg.  v. 
K.  Hattendarff,  Hannover  1880. 

246)  C.  Neumann,  Die  Prinzipien  der  Elektrodynamik,  Tübingen  1868 
«  Math.  Ann.  17  (1880),  p.  200;  auch  Math.  Ann.  1  (1869),  p.  317. 

247)  E,  Schering,  Hamilton -Jacobi^aohe  Theorie  der  Kräfte,  deren  Maass 
von  der  Bewegung  der  Körper  abhängt,  Gott.  Abh.  18  (1878),  p.d2;  vgl.  W.  Voigt, 
Kompendium  1,  p.  24;  sowie  L,  Koenigaberger,  Die  Prinzipien  der  Mechanik, 
Leipsig  1901. 

248)  Ausser  den  genannten  Arbeiten  vgl.  G.  HohmüUer,  Zeitschr.  f.  Math. 
Fhyg.  16  (1870),  p.  69;  C,  Neumann,  Allgemeine  Untersuchungen  über  das 
Newton^sehe Prinzip,  Leipzig  1896,  p.  227  ff.;  E.  Budde,  Mechanik  1,  p.  339  u.  372. 

249)  So  för  die  Untersuchung  der  relativen  Bewegung,  vgl.  z.  B.  C.  Neu- 
numn,  Leips.  Ber.  51  (1899),  p.  371. 

260)  Ausser  den  bekannten  Arbeiten  von  W.  Thomson  (Edinb.  Boy.  Soc. 
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derselben  die  Grundgleichungen  der  Elastizität,  der  Hydrodynamik 
(vgl  Band  IV  15),  die  MaxweWaclien  Gleichungen  der  Elektrodynamik; 
man  sehe  die  speziellen  üntersuchnngen. 

Dass  das  Hamilton'sche  Prinzip  unter  den  angegebenen  Yoraus- 
setzxmgen  völlig  äquivalent  mit  dem  d'Alembert'schen  ist,  geht  aus 
der  obigen  Darstellung  unmittelbar  hervor.  Allerdings  muss  man  bei 
nicht-holonomen  Bedingungen  genau  auf  den  virtuellen  Charakter  der 
Variationen  achten.  Indem  Hertz  dies  nicht  beachtete,  kam  er  in 
seiner  Mechanik  1894  zu  der  Anschauung,  dass  für  Systeme  dieser 
Art  das  Hamilton! ache  Integral  nicht  zur  Anwendung  gebracht  werden 
könne,  obwohl  Voss  schon  1884  auf  die  Art  hingewiesen  hatte,  wie 
dasselbe  in  Rücksicht  auf  die  virtuellen  Variationen  zur  Anwendung 
gebracht  werden  muss*^^). 

43.  Das  Prinsip  der  kleinsten  Aktion'^').  Weit  mehr  Schwie- 
rigkeiten hat  das  richtige  Verständnis  des  Prinzips  der  kleinsten  Wir- 
hmg,  oder  wie  man  eigentlich  sagen  sollte,  der  kleinsten  Äktionj  be- 
reitet, da  es  sich  hier  um  einen  Variationsbegriff  handelt,  der  bei 
den  eigentlichen  isoperimetrischen  Problemen  nicht  zur  Anwendung 
kommt. 

Bei  einem  System,  dessen  Anfangs-  und  Endlage,  denen  die  Zeiten 
Iq  und  t^  zugehören,  festgehalten  werden,  besteht  eine  Variation  der 


Trans.  1863,  Math,  and  Phys.  Papers  3,  p.  386;  Kirchhoff,  Mechanik,  p.  67,118) 
vgl.  man  u.  a.:  A.  Wtüther,  Hamütan's  Methode  und  die  Grondgleichungen 
der  Elastizität,  Diss.  Berlin  1868;  BoUzmann,  Ober  das  Prinzip  y.  Hamilton, 
J.  f.  Math.  73  (1871),  p.  111,  mit  der  Berücksichtigimg  von  mehrfach  zosanmien- 
hängenden  mit  Flüssigkeit  erfüllten  Räumen;  C.  Neumann,  Beiträge  zur  mathe- 
matischen Physik,  Leipzig  1893,  p.  193 ff.;  desgl.  Die  elektrischen  Kräfte  2,  p.  347; 
W.  Wien,  Hydrodynamik,  p.  47,  Leipzig  1900 ;  H.  v.  Helmholtz,  Das  Prinzip  der 
kleinsten  Wirkung  in  der  Elektrodynamik,  Berl.  Ber.  1892,  p.  459;  desgl.  Über 
die  physikalische  Bedeutung  des  Prinzips  der  kleinsten  Wirkung,  J.  f.  Math.  100 
(1887),  mit  der  Bemerkung  p.  143:  „Jedenfalls  scheint  mir  die  Allgemeingültig- 
keit des  Prinzips  so  weit  gesichert,  dass  es  als  ein  heuristisches  Prinzip  und 
als  Leitfaden  für  das  Bestreben  die  Gesetze  neuer  Klassen  von  Erscheinungen 
zu  formulieren,  einen  hohen  Wert  in  Anspruch  nehmen  kann.^^  So  bezeichnet 
auch  schon  C.  Neumann  (Ann.  di  mat.  (2)  2  (1868),  p.  2)  das  Prinzip  als  forma 
suprema  et  sacrosancta,  nullis  exceptionibus  obvia. 

251)  A.  Voss,  Math.  Ann.  26  (1886),  p.  263;  vgl.  0.  Holder,  Über  die  Prin- 
zipien von  Hamilton  und  Maupertuis,  Gott.  Nachr.  1896. 

262)  Die  mehr  politisch -soziale  Vorgeschichte  dieses  Prinzips,  die  sich  an 
den  Namen  Maupertuis  knüpft,  ist  im  Texte  nicht  in  Betracht  gezogen;  siehe 
ausser  Montuela,  Histoire  3,  p.  645:  A.  Mayer,  Zur  Geschichte  des  Prinzips  der 
kleinsten  Aktion,  Leipzig  1877;  E.  du  Bois-Beymond,  Maupertuis,  Berl.  Ber.  1892, 
p.  393;  desgl.  M.  Cantor,  Vorlesungen  über  Geschichte  d.  Mathematik  3,  p.  579. 
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wirklichen  Bewegung  darin,  dass  in  der  variierten  Bahn  etwa  mit  der 
Zeit  ^  beginnend  jedem  Punkt  P  der  ursprünglichen  ein  Punkt 
rP-f-dP  zugeordnet  wird.  Dabei  tritt  nicht  nur  eine  Variation  der 
Koordinaten  dx,  dy,  6ss  ein,  sondern  auch  eine  solche  der  Zeit,  näm- 
lich der  Unterschied  der  Zeiten  in  den  Systemlagen  P  und  P-^-SP, 
Ist  femer  {PP^  =  ds,  {P+dP,  P,  + dP^)  =  ds  +  dds,  so  ist 
dt-^-ddt  die  zur  Durchlaufung  des  variierten  Bahnelementes  durch- 
laufene Zeit,  also 

ds  -\-9d8 

dt  +  ddt 

die  variierte  Geschwindigkeit,  welche  für  einen  Punkt  des  Systems 
willkürlich  festgesetzt,  allgemeiner  willkürlich  einer  Bedingung  unter- 
worfen werden  kann.  Man  kann  sie  daher  insbesondere  so  wählen, 
dass  die  Variation  der  totalen  Energie 

ST—d'ü 

Null  ist^  wobei  unter  ^  U  der  Ausdruck 

2{^6x  +  Y8y  +  Z8z) 
verstanden  wird. 

Aus  der  identischen  Gleichung 


j{2Td8t+  {dT  +  y  ü)dt 


=  S2\k^  —  mx)8x  +  (J  —  rny)8y  +  {Z  —  m'i)  Sti]  dt 

folgty  wenn  die  Zeit  nicht  variiert  wird,  d.  h.  für  dt  =  0,  wieder  das 
HainiUon*8che  Prinzip.  Wird  dagegen  über  St  mittelst  der  nach  der 
obigen  Bemerkung  zulässigen  Bedingung 

verfBgt,  so  ergiebt  sich 

82jTdt  =/^[(X  —  mx)8x'\ ]  dt  =  0. 

Dies  ist  das  Prinzip  der  kleinsten  Wirkung,  dessen  vollkommene  Äqui- 
valenz mii  dem  d^Aleniberf sehen  Prinzip  bei  dieser  Ableitung  evident 
ist.  Es  ist  dies  aber  eine  erweiterte  Form  desselben,  welche  weder 
bei  den  Kräften  eine  von  t  explicite  freie  Eräftefunktion  noch  bei 
den  holonomen  oder  nicht -holonomen  Bedingungen  Unabhängigkeit 
von  der  Zeit  voraussetzt,  während  allerdings  die  Variationen  8x,  dy,  dz 
ohne  Bücksicht  auf  die  Zeit  zu  behandeln  sind,  also  jm  allgemeinen 
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einer  Lagenänderang  entsprechen^  welche  mit  den  Bedingungen  der 
wirklich  erfolgenden  Bewegung  in  gar  keinem  Zusammenhang  steht  ^. 

Das  Prinjgip  der  Meinsten  Aktion  lautet  daher^i 
Die  Variation  des  Integrals 

jTdt 

ist  in  Bezug  auf  alle  virtuellen  Variationen  der  wirklich  erfolgenden 
Bahn  des  Systems,  welche  neben  der  Grenzbedingung  der  f&r  das 
cFÄhmbereQche  Prinzip  erforderlichen  Yariationsbedingung  genügen, 
und  bei  denen  die  Variation  der  totalen  Energie  in  jedem  AugenbUcke 
Null  ist,  selbst  gleich  NuU,  und  umgekehrt  lässt  sich  aus  dieser  For- 
derung auch  wieder  das  (f^Jem&er^'sche  Prinzip,  d.  h.  überhaupt  das 
System  der  Differentialgleichungen  der  Dynamik  herleiten. 

Ist  insbesondere  eine  Eraffcefunktion  U  vorhanden,  so  wird 

ist  U  femer  unabhängig  von  t  und  findet  dies  auch  für  die  Be- 
dingungen statt,  so  hat  man  das  Prinzip  der  kleinsten  Aktion  in  der 
von  Lagrange  ausgesprochenen  Form. 

Bei  der  Einführung  des  allgemeinsten  Variationsbegri£Fs,  der  ge- 
radezu seine  bestimmte  Gestalt  erst  durch  die  Absicht  gewinnt,  die 
Differentialgleichungen  der  Bewegung  zu  erhalten,  wird  indes  die  be- 
sondere Form  des  unter  dem  Integral  aufzunehmenden  Ausdruckes 
völlig  gleichgültig.  Man  kann,  wie  Voss  bemerkt,  an  Stelle  desselben 
schliesslich  eine  ganz  wiUkürliche  Funktion  der  Koordinaten  und  Ge- 
schwindigkeiten setzen,  obwohl  die  historischen  Formen  T  +  ü"  und  T 
durch  Einfachheit  und  Allgemeinheit  selbstverständlich  ausgezeichnet 
sind^). 

263)  Diese  virtuellen  Bahnen  sind  hier  also  —  wie  das  übrigens  immer  im 
Charakter  allgemeiner  virtueller  Yerrückungen  liegt  —  im  allgemeinen  unmög- 
liche, was  im  direkten  Gegensatze  zum  OsttocUd'schen  Prinzip  des  ausgezeichneten 
Falls  steht,  vgl.  Fussn.  27. 

254)  So  bei  A.  Mayer  mit  in  Bezug  auf  das  Variationsproblem  v5llig 
korrekter  Ausdrucksweise:  „Gehorcht  die  Bewegung  eines  Systems  .  .  dem  Prin- 
zipe  der  lebendigen  Kraft,  und  sind  die  Positionen  zur  Zeit  ^^  ^^<^  zu  einer  un- 
bekannten Zeit  ^  gegeben,  so  fällt  die  Aufgabe,  die  Bewegung  des  Systems  sn 
bestimmen,  mit  der  zusammen,  diejenigen  Werte  der  Koordinaten  und  den  Wert 
t^  zu  bestimmen,  welche  der  Differentialgleichung 

T=  U+h 

genügen  und  welche  djTdt  »  0  machen'';  Leipz.  Ber.  88  (1886),  p.  854. 

255)  A.  Vo88^  Bemerkungen  über  die  Prinzipe  der  Kechanik,  Müncb.  Ber. 
1901,  p.  167. 
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44.  HiBtorisohes  über  das  Prinzip  der  kleinsten  Aktion.  Euler 
hat  das  in  ganz  unklarer  und  unrichtiger  Weise  von  Maupertuis^^) 
ausgesprochene  Prinzip  zuerst  aus  teleologischen  Gesichtspunkten**') 
hergeleitet  und  insbesondere  auf  Centralkräfte**^)  angewandt;  erst 
Loffrange^^  bewies  dasselbe  aUgemein  unter  der  Voraussetzung  einer 
Kraftefiinktion  und  von  der  Zeit  unabhängiger  Bedingungen  Da  aber 
Lagrange  den  von  ihm  benutzten  Yariationsprozess  nicht  genauer  de- 
finiert hatte,  entstanden  bald  Missverstandnisse  über  die  Möglichkeit^ 
aus  dem  La^ange^achen  Integral  die  Differentialgleichungen  der  Be- 
wegung zu  gewinnen.  Insofern  nämlich  die  Variation  bei  konstanter 
EnCTgie  ausgeführt  wurde,  während  die  Variation  der  Zeit  nicht  ex- 
plicite  in  Betracht  gezogen  wird,  schienen  die  öx,  Sy,  Sz  nicht  mehr 
von  einander  unabhängig  zu  sein^^).  Allerdings  hat  schon  Rochigues^^) 
in  völlig  zutreffender  Weise  im  ia^ron^e'schen  Integral  auch  die  Zeit 
variiert  und  so  mit  Hilfe  der  Multiplikatorenmethode  die  Differen- 
tialgleichungen der  Bewegung  gewonnen;  aber  diese  Arbeit  ist  im- 
beachtet  geblieben. 

Jacdln^%  der  ebenfaUs  von  der  Voraussetzung  ausging,  dass  die 


266)  Moreau  de  Maupertuis  (Fussn.  252)  zuerst  in  den  Mäm.  de  TAcad.  de 
Paris  1740,  dann  in  der  Arbeit:  Des  lois  de  mouvement  et  de  repos  deduites 
d'nn  principe  m^taphysique,  Berlin,  M^m.  de  TAcad.  1745,  p.  276^  insbes.  286. 

267)  Euler  im  additamentnm  IT  de  motu  projectorum  p.  309  der  „metbodus 
inveniendi*\  Lausannael744:  Quoniam  omnes  naturae  effectus  sequuntur  quandam 
mazimi  minirnive  legem,  dubium  est  nullum,  quin  in  lineis  curvis,  quas  corpora 
projecta  describunt  si  a  viribus  guibuscunque  sollidtantur,  quaepiam  maximi 
minirnive  proprietas  locum  habeat. 

268)  Ibid.,  jedoch  mit  der  Bemerkung:  Tam  late  ergo  hoc  principium  patet, 
at  solos  motus  a  resistentia  medii  perturbantis  excipiendus  yideatur. 

269)  Lagrange,  Mise.  Taur.  2  (1760/61),  Application  de  la  m^tbode  des 
maxima  et  minima  k  la  resolution  de  diff^rents  probl^mes  de  la  dynamique, 
Oeavres  1,  p.  353.  Das  Prinzip  der  kleinsten  Aktion  nimmt  übrigens  in  La- 
grange^B  Mäcanique  eine  nur  nebensächliche  Stelle  ein,  obwohl  es  Lagrange 
▼ielleicht  ursprünglich  näher  gelegen  hatte,  dasselbe  analog  zum  Prinzip  der 
▼iriaeUen  Geschwindigkeiten  in  der  Statik  als  ein  (allerdings  nicht  ganz  all- 
gemeines) Grundprinzip  der  Dynamik  anzusehen.  Später  schenkte  man  ihm 
noch  weniger  Beachtung;  Poisson  sagt  bei  der  Anwendung  von  Hamilton' % 
Prinzip  der  yariierenden  Wirkung,  J.  de  math.  2  (1837),  p.  333:  „Ce  principe 
de  la  moindre  action,  qui  n'est  qu'une  r^gle  inutile  aujourd'hui." 

260)  Siehe  A.  Mayer,  Leipz.  Ber.  38  (1886),  p.  348. 

261)  OUmde  Bodrigues,  Oorrespond.  sur  V6c,  polyt.  3,  p.  159,  Paris  1816. 

262)  Jacobi,  Werke,  Suppl.  p.  44:  ,J)a8  Prinzip  wird  in  fast  allen  Lehr- 
büchern 80  dargestellt,  dass  es  nach  meiner  Ansicht  nicht  zu  verstehen  ist.  Es 
wird  zwar  gesagt,  dieser  Satz  gelte  nur,  so  lange  der  Satz  der  lebendigen  Kraft 
gehe,  aber  es  wird  zu  sagen  vergessen,  dass  man  durch  den  Satz  der  lebendigen 
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Zeit  nicht   yariiert  werden    solle,   gab   der   Frage   daher   eine   ganz 

neue  Wendung,  indem  er  mit  Hülfe  des  Prinzips  der  lebendigen  Kraft 

die  Zeit  yollständig  unter  dem  Integral  eliminierte.     Es  entsteht  so 

ein  sozusagen  neues  Yariationsprinzip,  das  man  etwa  als  Jooo&i'sches 

bezeichnen  kann;  bei  ihm  treten  unter  dem  Integral  nur  noch  die 

geometrischen  Elemente  der  Bahn  auf  ^^').    Wird  nun  das  Integral  so 

variiert,  dass   die  Koordinaten  Variationen   erhalten,  die  wegen  der 

Unabhängigkeit  der  Bedingungen  yon  der  Zeit  sämtlich  auch  mög- 

Uchen  Bahnänderungen  entsprechen,  so  ergeben  sich  in  der  That  die 

Gleichungen  der  Dynamik. 

Man  hat  nämlich  aus 

T—U=h, 
wenn  zur  Abkürzung 

¥  ^  ^•*  ^**  ^**  "^  ^ 
gesetzt  wird, 


Dadurch  wird 


d<-V^ 


U+h 

j=fTdt=fysiu+hy, 

und  in  der  That  liefert 

-/2'''(2'«"<'*y^'*-». 

wenn  zur  Abkürzung  wieder 


dt^Y^ 


ü+h 


eingeführt  wird,  die  aus  den  Lagrang^Bchen  durch  Elimination  der 
Zeit  entspringenden  Gleichungen. 

M.  OstrogrcudsJcy  dagegen,  der  ebenfalls  mit  Nachdruck  die  unrich- 
tige Begründung  des  Prinzips  heryorhob,  gelangte  zu  der  Ansicht,  dass 
das  Lagrange^Qche  Minimumprinzip  bei  richtiger  Behandlung  im  Sinne 


Kraft  die  Zeit  ans  obigem  Integral  eliminieren  nnd  alles  auf  Baumelemente  redu- 
zieren müsse/^  Dabei  ist  aber  gerade  der  Umstand  nicht  erwähnt,  welcher  dem 
damaligen  Verständnis  entgegen  war.  Dass  die  Variation  des  Integrals  yermöge 
der  Gleichungen  der  Bewegung  verschwindet,  wurde  nie  beztoeifeU;  es  handelt 
sich  nur  um  die  ümkehrung  des  Satzes  {Lagrange,  M^c.  anal.  1,  p.  211). 

268)  Das  Joco^Tsche  Prinzip  ist  daher  von  ganz  speziellem  Charakter;  auch 
ist  nur  der  Form  nach  eine  neue  Aussage  darin  enthalten.    Siehe  Fussn.  174. 
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des  Hamüton^Bckexi  zu  fassen  sei*^).  Erst  SUmdsky^^)  betonte  wieder, 
auf  Bodriffues  zurückgehend,  dass  das  letztere  vom  Prinzip  der  kleinsten 
Aktion  wesentlich  yerschieden  sei;  sodann  gab  A.  Mayer  ^^)  im  An- 
scUuss  an  diese  Arbeiten  den  wahren  Sachverhalt,  der  übrigens  in 
England  durch  Rouih  *•'')  z.  B.  längst  bekannt  war.  Helmholtz  ^^®)  lenkte 
von  neuem  das  Interesse  auf  das  Prinzip;  erst  Holder  hat  alle  Zweifel, 
welche  dasselbe  betrafen,  yöllig  beseitigt  und  das  Prinzip  in  seinem 
weitesten  Umfange  ausgesprochen  *^^). 

Nach  dem  Prinzip  der  kleinsten  Wirkung  in  seiner  ursprünglichen 
Form  ist  djTdt  =  0,  also  die  Maximum-Minimum-Bedingung  für  das 
Integral  erfüllt.  Die  Untersuchung  nach  dem  Vorzeichen  der  zweiten 
Variation  ^%  d.  h.  den  Nachweis,  dass  es  sich  hier  in  der  That  um 
ein  Minimum  für  hinlänglich  kleine  Intervalle  handelt,  berühren  wir 
hier  nicht,  da  sie  vorzugsweise  dem  rein  mathematischen  Gebiet  an- 
gehört. 

C)  Eigentliche  Integralprinzipe. 

45.  Das  Prinzip  der  lebendigen  Kraft.  Aus  den  Fundamental- 
gleichungen der  Dynamik  Nr.  37,  3) 

mXi  =  Xf  +  ^K^i»  9  etc. 

264)  M.  Ostroffradsky,  Eqnations  difP^rentielles  dans  le  probl^me  des  isop^ri- 
m^tres,  Pdtersb.  M^m.  de  TAcad.  (6)  4  (1850),  p.  385;  vgl.  besonders  p.  415  f. 

266)  Th.  Sloudsky,  Nouv.  ann.  de  math.  (2)  18  (1866),  p.  198. 

266)  Ä.  Mayer,  Die  beiden  allgemeinen  Sätze  der  Variationsrechnung, 
welche  den  beiden  Formen  des  Prinzips  der  kleinsten  Wirkung  entsprechen, 
Leipz.  Ber.  88  (1886)^  p.  343. 

S67)  E.  J.  Bouth  (Dynamics  of  a  System  of  rigid  bodies,  4.  ed.  2,  p.  244)  be- 
nntst  wie  Bodrigues  die  Multiplikatormethode;  ohne  dieselbe  leitet  K.  Ucker- 
wumn,  Diss.  Marburg  1893,  das  Prinzip  her. 

268)  JET.  V.  Helmholtz,  Das  Prinzip  d.  kleinsten  Aktion,  Berl.  Ber.  1887, 
p.  226.  Gegen  seine  Darstellung  sind  mau  che  Einwendungen  zu  machen,  ygl. 
Hölder's  Arbeit,  Fussn.  269. 

269)  0,  Holder,  Über  die  Prinzipien  yon  Hamilton  u.  Matipertuis,  Gott.  Nachr. 
1896,  p.  160.  Man  sehe  femer  E.  Mathieu,  Dynamique  analytique,  1877,  p.  42; 
G.  Sabinine^  Sur  le  principe  de  la  moindre  action,  Ann.  di  mat.  (2)  12  (1883), 
p.  237;  Sur  le  minimum  d'une  integrale,  ibid.  14  (1887),  p.  13;  Sur  les  consi- 
d^rations  d^Ostrogradsky  et  de  Jacobi  relatives  au  principe  de  la  moindre  action, 
ibid.  16  (1888),  p.  27;  M.  Eäky,  Über  das  Prinzip  der  kleinsten  Wirkung  und 
das  Hamilton*Bche  Prinzip,  Math.  Ann.  48  (1897),  p.  614;  Ä,  Voss,  GOtt.  Nachr.  1900. 

270)  Siehe  /.  A.  Serret,  Paris  C.  R.  72  (1871),  p.  697  oder  Bull,  scienoes 
math.  2  (1871),  p.  97;  desgl.  G.  Darboux,  Le9on8  sur  la  thdorie  g^n^rale  des 
•urfaces,  Bd.  2,  p.  480,  Paris  1896;  D.  Bobylew,  Petersb.  Abh.  d.  Akad.  69  (1889); 
G,  Kobb,  Sur  le  principe  de  la  moindre  actioo,  Toul.  Ann.  5  (1891),  p.  1—3. 

Eaejklop.  d.  math.  Wliientoh.    IV  1.  7 
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und  den  Bedingungsgleichungen,  daselbst  2) 

JSia.A  +  Kyi  +  c.Ä)  +  c,  ==  0 
erhält  man  durch  Multiplikation  mit  den  Xf,  y^,  if  und  Summation 
vermöge  der  Einführung  der  lebendigen  Kraft  oder  kinetischen  Energie 
T  die  Gleichung 

in  der  unter  den  X„  Y^,  Z^  samtUche  Kräfte  mit  Ausnahme  der  aus  den 
Bedingungsgleichungen  herrorgehenden  zu  verstehen  sind.  Sind  ins- 
besondere die  c,  alle  gleich  Null,  so  folgt  durch  Integration: 

T  -  To  =2/{X,dx,  +  Y,dy,  +  Z^dz^) . 

Dieser  allgemeine  ScUz  der  lebendigen  Kraft  oder  der  kinetischen 
Energie^'^^):  Die  Zunahme  der  lebendigen  Kraft  oder  hinetischen  Energie 
ist  gleich  der  von  den  sämtlichen  Kräften  in  der  zugehörigen  Zeit  ge- 
leisteten Arbeity  gilt  daher  bei  allen  auch  nicht- holonomen  Bedingungen, 
falls  nur  die  c,  =  0  sind*");  bei  durch  endliche  Gleichungen  vertre- 
tenen Bedingungen 

also  jedenfalls  dann^  wenn  dieselben  von  t  explicite  unabhängig  sind. 
Denkt  man  sich  die  X^^  Y^y  Z^  in  die  Bestandteile 

X|  =  X^'  +  -2^  , 

r,  =  r;-  +  r;-, 

z,=^z:  +  z:' 

zerlegt,  von  denen  die  ersteren  eine  von  der  Zeit  expUcite  unabhängige 
Kräftefunktion  U  besitzen,  so  wird  unter  denselben  Voraussetzungen 

T-To=U-Uo  +f2iX"dx  +  Y"dy  +  Z"de), 
odeTy  wenn  man  an  Stelle  yon  U  die  Funktion 

r=  —  u 

einführt: 

T  +  F  =  To  +  Fo  +f2{X"dx  +  T'dy  +  Z"de) . 


271)  Einfacher  erhält  man  diese  Gleichung  direkt  aus  dem  d'Alembert- 
schen  Prinzip  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  wirklichen  Bahnelemente 
dx.,  dy.,  dz^  unter  den  virtuellen  enthalten  sind,  wobei  der  holonome  oder 
nicht  holonome  Charakter  völlig  gleichgültig  ist. 

272)  So  wohl   zuerst   bei   Ä.  Voss,    Über   die   Diiferentialgleichungen  der 
Mechanik,  Math.  Ann.  25  (1885),  p.  266. 
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Ist  insbesondere  das  Arbeitsintegral  rechter  Hand  gleich  Null,  so  er- 
hält man 

Dieser  letztere  Satz,  der  wieder  das  Prinzip  der  Erhaltung  der  lebenr 
digen  Kraft  oder  der  hinetiscJien  Energie  ausspricht,  liefert  für  alle 
mechanischen  Systeme  mit  einem  Freiheitsgrad,  bei  denen  nur  konser- 
vativey  d.  h.  aus  einer  yon  t  explicite  unabhängigen  Eräftefunktion 
entspringende,  Kräfte  wirken  und  bei  den  yorhin  angegebenen  Voraus- 
setzungen über  die  Bedingungen,  die  Lösung  durch  Quadraturen,  und 
ist  überhaupt  das  Fundamentaltheorem,  an  das  sich  die  weitere  Dis- 
kussion jedes  mechanischen  Problems  zunächst  anschliessi 

Weit  wichtiger  für  die  gesamte  mechanische  Anschauung  ist 
indessen  die,  wie  es  scheint^  durch  HeLmhoUz^^^)  zuerst  eingeführte 
Umformung,  welche  die  negative  Eräftefunktion  als  potentielle,  T  als 
kinetische,  T  -f-  F  als  totale  Energie  auffasst,  womit  der  Satz  von  der 
lebendigen  Eraft  zum  Energieprineip,  d.  h.  zur  Lehre  von  der  Erhal- 
tung der  Energie  hinüberleitet. 

Die  Betrachtung  der  Energie  in  rein  mathematischer  Hinsicht 
bietet  Vorteile,  welche  besonders  deutlich  bei  den  Stabilitätsfragen 
hervortreten.  Wir  erwähnen  hier  nur  die  weitreichenden  Verallge- 
meinerungen, welche  Bouth^'^*)  in  das  Lagrange' bc^q,  zuerst  yon  Dir 
rickUt^^)  vollständig  bewiesene,  StabiHtätskriterium  eingeführt  hat. 

Andererseits  stehen  hiermit  in  enger  Verbindung  alle  die  Ge- 
sichtspunkte, welche  mit  der  Fortbildung  der  analytischen  Geometrie 
zur  mehr-dimensionalen  Raumauffassung  hervortreten.  Vor  allem  sei 
hier  an  die  Untersuchungen  über  das  lAnienelement^''^,  das  als  Quadrat- 
wurzel aus  dem  Differential  der  (doppelten)  kinetischen  Energie  auf- 
tritt, an  die  Theorie  der  quadratischen  Formen  im  Problem  der  kleinen 


S78)  HelnihoUe,  Erhaltung  der  Kraft,  Ostwald,  K.  B.  Nr.  1,  p.ll;  auch  von 
Clautius  wird  die  Auffassung,  die  im  einzehien  vielleicht  schon  früher  bestanden 
hat,  in  ihrer  allgemeinen  Form  auf  HelmhoUg  zurückgefClhrt  (Ann.  Phys.  Chem. 
160  (1873),  p.  109). 

274)  Bauth,  Essay  on  stability  of  motion;  Dynamik  2,  p.  75  f. 

276)  P.  G.  Lfjeune-DiricMet^  Über  die  Stabilität  des  Gleichgewichts,  J. 
f.  Math.  32  (1846),  p.  86;  A.  Liapounoff,  Sur  Tinstabilitä  de  Täquilibre  dans 
certains  cas  oü  la  fonetion  de  forces  n'est  pas  mazimum,  J.  de  math.  (5)  3 
(1897),  p.  81;  J.  Hadamard^  Sur  certaines  propri^täs  des  trajectoires  en  dynamique, 
ibid.  p.  864. 

276)  Sie  beginnen  mit  /.  Liownlle'B  Abhandlung:  Expression  remarquable 
de  la  qaantit^  qui  est  un  minimum  en  vertu  du  principe  de  la  moindre  action, 
J.  de  math.  (2)  1  (1866),  p.  297. 
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Schwingungen^'^'^),  an  die  Lehre  von  der  Äquivalent  der  mechanischen 
Probleme*^®),  sowie  an  die  Vorstellungen  der  Gruppen-  und  Transfer- 
mationstheorie^'^^)  erinnert. 

Von  prinzipieller  Wichtigkeit  ist  endlich  das  Auftreten  der  to- 
talen Energie  E=T-\-V  in  der  PoissonrHamilton^schen  Transforma- 
tion der  Ldgrange'schen  Gleichungen,  Nr.  37,  (4).  Zerlegt  man  die 
Variabelen  g,,  s  =  1,  2, . . .,  r  in  zwei  Gruppen  g,  und  r^,  %  =  1, 
2, ...,  i;   (T  =  1,  2, ...,  T;  l  -}- V  =  r  und  setzt 

BT  _ 

so  folgt  für  T'=  (T)  —J^Ps^q»,,  falls  (T)  der  aus  T  durch  die  Sub- 
stitution der  Pf^  an  Stelle  der  q,^  entstehende  Wert  ist,  sodass  T' 
eine  Funktion  der  q»^,  p»^,  r„,  r„  wird, 

dt  ~  a^"*"  ^•'^ 

oder,  wenn  die  Gruppen  q,  und  g«,  zusammenfallen, 

^      ar  ,  ^ 

di  ""  a?,  "*■  ^'' 

^ ar 

dt  dp/ 

In  dem  besonderen  Falle,  wo  T  eine  homogene  quadratische  Funktion 
der  j,  ist  (Nr.  37),  wird  T'  =  —  (T);   setzt  man  nun  auch 

voraus,  so  entsteht  für 

E={T)  +  r 

die  kanonische  Gestalt  der  Differentialgleichungen  der  Mechanik: 

dt        "l"  ajp/ 

^P,  ^      dE 
dt  ~       dq^ 


277)  Siehe  namentlich  E.  J.  Bow(hy  Dynamics  of  a  System  rigid  bodies,  toI. 
1  u.  2. 

278)  P.  Stachel,  J.  f.  Math.  107  (1891),  p.  319. 

279)  Ausser  den   Gesamtarbeiten  von  S.  Lie  vgl.  die  Untersuchungen  von 
P.  PainUvi,  P.  Stäckel  u.  a.,  sowie  die  Artikel  11 — 14  von  Bd.  IV. 
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wodurch   das   ganze   Problem   nur   von   der   Energiefanktion  E  sb.- 
hängt""»).  ".'yV-. 

46.  Historisohe  Bemerknngen  über  Arbeit,  lebendige  Kraft,*' 
Energie.  Der  Satz  der  lebendigen  Kraft  findet  sich  in  seiner  ein- 
fachsten Form  schon  bei  Galilei  *^),  dem  bekannt  war,  dass  die  End- 
geschwindigkeit des  anf  der  schiefen  Ebene  fallenden  Körpers  nur 
von  der  Höhe  abhängt;  in  weit  prinzipiellerer  Form  aber  tritt  das 
Prinzip  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kräfte  bei  Huygens  ^®^)  als  Axiom 
auf.  Jöh.  Bemoulli^^)  spricht  bereits  von  der  canservatio  virium  vi- 
varum,  von  der  Fähigkeit  der  lebendigen  Kraft,  in  verschiedenen 
Formen  Arbeit  zu  leisten. 

In  seiner  eigentlichen,  der  analytischen  Mechanik  angehörigen 
Form,  findet  sich  der  Satz  aber  zuerst  bei  Dan.  Bernotdli,  der  ihn 
bereits  für  die  Probleme  der  himmlischen  Mechanik  entwickelt^');  bei 
Lagrange  *^)  entstand  dann  der  Begriff  der  Potentialfunktion  für  dis- 
krete, bei  Laplace^  für  kontinuierliche  Massen. 


"•..  . 
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279*)  Diese  kanonische  Form  der  DifPerentialgleicbungen  der  Dynamik,  in 
welche  nach  Ostrogradsky ,  Petersb.  Mdm.  de  FAcad.  (6)  4  (1860),  p.  403,  jedes 
isoperimetrische  Problem  gebracht  werden  kann,  findet  sich  schon  in  einer  un- 
veröffentlichten Arbeit  von  Cauchy  in  Turin,  Mdm.  (1831);  vergleiche  A.Cayley, 
Brit.  Assoc.  Rep.  1862,  London  1863,  p.  184;  über  das  Auftreten  der  kanonischen 
Gleichungen  bei  Lagrange,  Poisson,  Hamilton,  Bouth  vgl.  Artikel  11*  von  Bd.  lY. 

280)  Vgl.  Macht  Mechanik,  p.  342.  Ähnliche  Betrachtungen  bei  P.  Varignon, 
Fropriät^B  communes  aux  chutes  rectilignes  dans  le  vuide,  Paris,  M^m.  de 
l'Acad.  1720,  p.  107  (Paris  1722). 

281)  Ch,  Huygens  im  horologium  oscillatorium,  Paris  1673.  Vgl.  ausser 
Lagrange ^  M^canique  1,  p.  249,  Mach,  Mechanik,  p.  180:  „Wir  hoffen  dieses 
Prinzip  (des  Schwingungsmittelpunkts)  als  identisch  mit  dem  Satze  der  leben- 
digen Kräfte  hier  in  das  richtige  Licht  gestellt  zu  haben.*^  Zur  genaueren 
Untersuchung  vgl.  die  grundlegenden  Arbeiten  von  Jacob  BemouJU,  Demonstra- 
tion gdn^rale  du  centre  de  balancement,  Paris,  Mäm.  de  TAcad.  1703,  p.  78; 
Opera^  2  Bde.  Genevae  1744,  Bd.  1,  p.  980;  Demonstration  du  principe  de  M. 
Huyghens,  Paris,  M^m.  de  TAcad.  1704,  p.  136;  Opera  1,  p.  947. 

282)  Joh.  Bemouüij  Comm.  Ac.  Petrop.  2  (1729),  p.  200,  Theoremata  selecta 
pro  conBcrvatione  virium  vivarum;  desgl.  Opera  3,  p.  243  (aus  den  Acta  erud. 
Lips.  1736),  de  vera  notione  virium  vivarum,  mit  der  merkwürdigen  Bemerkung 
p.  246 :  ^Hinc  patet,  vim  vivatn  quae  aptius  vocatur  factdtas  agendi  esse  aliquid 
reale  et  substantiale  quod  per  se  substitit  et  quantum  in  se  est,  non  dependet 
ab  alio." 

283)  D.  Benundli,  Remarques  sur  le  principe  de  la  conservation  des  forces 
Tives  pris  dans  son  sens  g^näral,  Berlin,  M^m.  de  TAcad.  1748,  p.  366;  daselbst 
fb:  das  Problem  der  n  KOrper  p.  363. 

284)  Lagrange^  Berlin,  M^.  de  TAcad.  1777,  p.  166.  Der  Name  Boten- 
tialfufikUon  stammt  bekanntlich  von  O.  Green  (An  essay  of  the  application  of 
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•;'''Ans  der  speziellen  Formel  mv^  =  2ghm  ist  nun  auch  die  ganze 
.  L#h^e  von  der  Energie  entsprungen.  UrBprünglich  galt  als  Ausdruck 
.fpf  die  lebendige  Kraft  die  Grösse  mv^.  Ein  ebenso  primitiyer  Be- 
griff ist  femer  der  einer  gewissen  Leistung  Ph,  welche  stattfindet^ 
wenn  ein  Gewicht  P  die  Niveauanderung  A  erfahrt;  er  wurde  all- 
mählich  auf  alle  durch  Gewichte  ausdrückbare  (zunächst  konstante) 
Erilfte  übertragen. 

Diese  Grösse  wird  bald  als  Effekt  der  Eraft^  als  puissance  m^car 
nique*^),  als  moment  d'activite*®'),  als  effet  dynamique,  als  quantite 
d'action^)  (Cotdomb)]  von  andern  (CA.  Dupin^%  Hachette'^),  Pr(my*^^)) 
jedoch  auch  schon  als  Arbeit,  travail,  hhoury  bezeichnet. 

Aber  erst  durch  Poncdefs  Einfluss  hat  sich  der  von  Coriolis*^) 
vollkommen  scharf  definierte  Begriff  der  Arbeit,  work,  travaü^  lavaro, 
einer  veränderlichen  Kraft  bei  beliebiger  Bahn  vollständig  eingebürgert 
Diese  beiden  französischen  Forscher^  deren  Ideen  sich  vielfach  berüh- 
ren,  zum  Teil  auch  wohl  durch  gegenseitige  Beeinflussung  sich  modi- 
fiziert haben,  wenden  den  Satz  der  lebendigen  Ej-aft  in  voller  Allge- 
meinheit auf  die  zwangläufige  Bewegung  der  Maschinen  an^:  so 
entsteht  die  Coriolis-PoncdeSsiAiQ  Formel 

WO  die  Grössen  rechter  Hand  die  Arbeiten  der  bewegenden  Kräfte 
und  der  verschiedenen  Widerstände  resp.  Stösse  bezeichnen. 

math.  analysis,  Nottingham  1828),  ausser  in  den  Math.  Papers  auch  abgedruckt 
J.  f.  Math.  89,  44,  47  (1850/54);  deutsch  herausg.  y.  A.  Wangerin,  Ogkoald,  K.B. 
Nr.  61. 

285)  Laplace,  Paris,  M^m.  de  TAcad.  1782,  p.  119. 

286)  So  z.  B.  schon  J.  SmeaUm  in  Lond.  Phil.  Trans.  66  (1776),  p.  460  als 
mechanical  power. 

287)  Camot^  Principes  fondamentaux. 

288)  So  (r.  Monge  und  J.  P.  Hachette. 

289)  Ch.  Dupm,  G^om^trie  et  mäcanique  des  arts,  3  (1826),  p.  477. 

290)  /.  P.  Hachette,  Trait^  ^^mentaire  des  machines,  4.  ^d.  1828,  p.  19. 

291)  B.  Trony,  Annales  des  mines  1826,  p.  83;  vgl.  die  Angaben  von 
Poncelet  im  Cours  de  m^canique,  §  6. 

292)  G.  Coriolis  sagt  in  der  Vorrede  zur  1.  ^d.  des  Trait^  de  la  mäcanique 
des  Corps  solides  et  du  calcul  de  Teffet  des  machines  1829,  ^d.  2  (1844):  ,^e 
d^igne  par  U  nom  de  travaü  la  quantitä  qu^on  appelle  assez  communäment 
puissance  m^canique**  etc.  .  .  .  Daselbst  auch,  sowie  bei  Poncelet  der  grund- 
legende Satz  von  der  Arbeit  der  BemUcmten. 

293)  Nach  C.  L,  Navier,  Details  historiques  sur  Temploi  du  principe  des  forcei 
vives  dans  la  th^orie  des  machines  (Ann.  de  chimie  9  (1818),  p.  146),  hat  indessen 
schon  L.  N,  Camot  in  seinem  Essai  sur  les  machines  en  g^n^ral  (1783),  mit 
dieser  Ausdehnung  begonnen. 
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Erst  von  Ä  Camot*^)  wurde  diese  Gleicliuiig  auch  auf  in  da- 
maligem Sinne  nicht  mechanische  Vorgänge^  thermodynamische 
Probleme^  angewandt^  und  damit  der  Grund  zu  der  heutigen  Lehre 
Ton  der  Energie  gelegt,  während  namentlich  durch  Green's  Arbeiten 
und  HcnniUcn^B  allgemeinen  Begriff  der  Kräftefunktion  (force  function)  ^ 
auch  die  mathematische  Formulierung  sich  weiter  entwickelte. 

Die  noch  auf  die  rein  mechanischen  Vorgänge  des  Stosses  yon 
bewegten  Massen  etc.  beschränkte  Vorstellung  von  Th,  Young^,  den 
Körpern  Energie  zuzuschreiben,  vermöge  deren  sie  Arbeit  leisten 
können,  die  schon  bei  L,  N,  Camot  als  force  vive  virtuelle  (die  jetzige 
potentielle  Energie)  neben  der  force  vive  zum  Ausdruck  gekommen 
war,  bildet  sich  unter  Coriolis*^  und  Poncelet^  zu  dem  Prinzipe 
de  la  transmission  du  travail,  d.  h.  der  Lehre  von  dem  Umsatz  der 
Arbeitsgrösse  in  den  Maschinen,  aus. 

unter  R,  Mayer'H*^  kühner  und  ^Lnzlich  origineller  Gedanken- 


294)  Sadi  Camot,  1824;   abgedmckt    Ann,   ^c.  norm.  (2)  1  (1872),  p.  393, 
296)  W.  B.  Hamükm,  On  a  genenJ  method  in  dynamics,  Lond.  PhiL  Trans. 

1854,  p.  249.    Der  Name  Eräftefnnktion  ist  durch  Jaeobi  1836,  J.  f.  Math.  17  (1838). 

p.  97,  eingef&hrt   Die  prägnante  Bezeichnung  als  ErgcU  durch.  Claustus,  Ann.  Phys. 

Chem.  150  (1873),  p.  136,  neuerdings  wieder  bei  E.  Budde,  Mechanik  1,  p.  430. 

296)  Th.  Yaung^  A  course  of  lectnres  of  natural  philosophy,  Bd.  1,  p.  78; 
Bd.  2,  p.  61;  dort  auch  p.  79  die  Bemerkung  „The  labour  ezj>ended  in  produ- 
cing  any  motion  is  proportional  not  to  the  momentum,  but  to  the  energy,  which 
is  obtained.^^  Energie  bewegter  Körper  indes  schon  bei  d'AJembert,  Encydo- 
p^die  (4  Bde.,  2.  ^.  Paris  1785)  Bd.  2,   p.  82,  Art.  Mathämatiques. 

297)  CorioUs,  TnM  ^  1844,  p.  39  u.  114.  Von  Cariolis  rührt  auch  (ayer- 
üssem.  zur  4d.  1,  ,Je  me  suis  encore  permis  une  Ugire  innovatian^  en  appelant  force 
yiye  le  produit  du  poids  par  la  hauteur^')  die  jetzige  Definition  der  lebendigen  Kraft 
her,  welche  gerade  diese  Äquivdlens  von  Arbeit  und  lebendiger  Kraß  ausdrückt; 
diese  scheinbar  nur  formale  Änderung  ist  ebenso  wichtig,  wie  die  in  HdmhcHtz' 
Eriialtnng  der  Kraft  durch  Umkehrung  des  Zeichens  der  Potentialfnnktion  ge- 
wonnene Erkenntnis,  dass  die  totale  Energie  konstant  ist.  Erst  sehr  langsam 
ist  der  Ausdruck  mv^  aufgegeben;  auch  gegenwärtig  besteht  derselbe  noch  yiel- 
fihch,  so  z.  B.  W,  Sdteüj  Theorie  d.  Bewegung  2,  p.  630;  namentlich  bei  firanzOs. 
Autoren,  z.B.  H.  Besal,  M^canique  2,  p.  235;  B,  lAouviOe,  Paris  C.  B.  114  (1892), 
p.  1171;  P.  Äppeü,  J.  de  math.  12  (1896),  p.  5;  /.  Bouseinesq  unterscheidet  die 
ösergie  actuelle  von  der  force  vive  de  Leibniz  (Acta  erudit.  Lips.,  1695);  fast 
durchgängig  noch  in  der  englischen  Litteratur,  siehe  die  Bemerkung  von  Botäh, 
Dynamik  1,  p.  316. 

298)  /.  F.  Poneelet,  Cours  de  m^canique,  p.  17:  ,JLa  somme  des  travaux 
^lämentaires  dävelopp^  tant  par  les  diff<ärentes  forces  qui  produisent  la  modi- 
fieation  du  mouvement  que  par  les  forces  d'inertie  qui  naissent  de  cette  modi- 
fication,  est  constamment  ^gale  k  z^ro." 

299)  B,  Mager,  Manuscr.  von  1841  fiir  Ann.,  Phys.  Chem.  in:  R.  Mayer, 
kleinere  Schriften  u.  Briefe,  herausg.  von  /.  Wegrau^  Stuttgart  1893. 
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entwicklung  führt  dies  zu  einer  ganz  allgemeinen  Konzeption,  yermoge 
der  alle  Erscheinungen  unter  dem  einheitlichen  Bilde  mechanisch 
äquivalenter  Arbeiten^  die  sich  ineinander  transformieren,  aufgefasst 
werden.  In  mathematisch  genauerer  Form  und  unabhängig  von  JB.  Jfoyer 
wurden  diese  Ideen  von  Heimholte  ^^  der  an  Stelle  der  negatiyen 
Potentialfunktion  die  Vorstellung  der  Spannkraft  V  einführte'®^),  in 
dem  allgemeinen  Gesetz  der  Erhaltung  der  Energie 

—  ^  mv*  +  V=  const. 

ausgesprochen  und  zugleich  mit  den  weitgehendsten  Anwendungen 
auf  Thermodynamik,  Elektrodynamik  etc.  bereichert. 

Begrifflich  wurden  diese  Ideen  vor  allem  durch  Bankine  und 
W.  Thomson  weiter  entwickelt,  deren  Terminologie  schliesslich  zu 
allgemeiner  Geltung  gekommen  ist. 

Nach  Bankine^^)  steht  aktuelle  oder  sensible  Energie  (vis  yiya» 
Wärme,  Licht,  elektrische  Bewegung  etc. . .),  bald  darauf  von  W.  Thomson 
dynamische  oder  kinetische  Energie  genannt,  der  potentiellen  (latenten) 
Energie  (Molekularkräfte,  Gravitation,  chemische  Affinität,  elektrische 
Ladung  etc. . .)  gegenüber;  alle  Erscheinungen  beruhen  in  einer  fort- 
währenden Transformation  dieser  beiden  Energieformen  ineinander, 
deren  Gesamtgrosse  sich  erhält,  und  es  ist  die  Aufgabe  der  physika- 
lischen Mechanik,  die  Gesetze  zu  finden,  nach  denen  diese  Verwand- 
lungen erfolgen.  Über  die  Weiterbildung  dieser  Ideen  durch  Ostwaid 
siehe  Nr.  49. 

47.  Das  Energieprinzip.  Der  Satz  von  der  Erhaltung  der  Energie 
im  alten  Sinne,  Nr.  42,  ist  ein  rein  dynamischer.  Ghmz  anders  steht 
es  aber^^  mit  dem  Energieprinzip  der  modernen  Physik,  dass  als  ein 
auf  eine  umfangreiche  Induktion  gegründetes  Axiom  anzusehen  ist. 

Die  Energie  eines  materiellen  Systems^  ist  der  in  mechanischen 

300)  H.  V.  HeltnholU,  Über  die  Erhaltung  der  Kraft,  Berlin,  23.  Juli  1847 
=  Wias.  Abb.  1,  p.  12—76;  auch  Ostwald,  K.  B.  Nr.  1. 
801)  Ostwald,  K.  B.  Nr.  1,  p.  12. 

302)  W.  J.  M.  Eankine,  On  tbe  general  law  of  the  transformation  of  energy, 
Glasgow,  Phil.  Soc.  Proc.  3  (1853)  =  Papers  1881,  p.  203;  Outlines  of  the  science 
of  energetics;  ibid.  1866  =  Papers,  p.  209  mit  der  Bemerkung:  „Any  kind  of 
energy  may  be  made  by  the  means  of  performing  any  kind  of  work",  p.  218; 
desgl.  W.  Thomson,  On  the  origin  and  transformations  of  motive  power,  1856 
=  Papers  2,  p.  182. 

303)  Vgl.  z.  B.  P.  Duhem,  Trait^  dlementaire  de  m^canique  chimique,  Paris 
1897,  p.  25. 

304)  W.  Thomson  1861  Phil.  Mag.  (4)  9  (1866),  p.  623:  „The  total  mechanical 
Energy  of  a  body  might  be  defined  as  the  mechanical  value  of  all  the  effect  it 
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Arbeitseinlieiten  gemessene  Betrag  aller  Wirkungen^  die  ^^ausserhalb^'  des 
Systems  hervorgerufen  werden,  wenn  dasselbe  aus  seinem  Zustande*^') 
auf  irgend  eine  Weise  in  einen  gewissen  Normalzustand  übergeht; 
dieser  Betrag  ist  von  der  Art  des  Überganges  völlig  unabhängig. 

Wir  nehmen  an,  dass  ein  materielles  System,  an  dessen  Teilchen 
ausser  den  dynamischen  Erscheinungen  noch  yerschiedene  Zustande, 
thermische,  elastische,  magnetische,  chemische  Afanitaten  .  . .  hervor- 
treten, hinsichtlich  dieses  Gesamtzustandes  durch  eine  Reihe  von  Para- 
metern 9i;  9t  *  *  •  9*  ^^^  ^®^  Geschwindigkeiten  derselben  Qi,  q^  "■  g[k 
definiert  sei.  Geht  nun  das  System  aus  irgend  einem  Normalzustand 
^oCsA  4«^  ^  irgend  einen  neuen  Zustand  ^(g',,  g,)  über,  so  wird  ein 
gewisser  Betrag  mechanischer  Arbeit '®^)  A  ausserhalb  des  Systems  her- 
vorgerufen, wobei  allerdings  vorausgesetzt  wird,  dass  es  möglich  sei, 
diese  Wirkungen  sämmtlich  durch  Äquivalente  mechanischer  Arbeit  zu 
messen.  Würde  nun  die  Arbeit  auf  einem  ersten  Wege  W  von  Z^ 
nach  Z  gleich  A^,  auf  einem  zweiten  Wege  W^  gleich  A^  sein,  und 
entspricht  dem  Wege  TF3  von  Z  nach  Z^  die  Arbeit  J.3,  so  hat  man 
zwei  geschlossene  Wege 

W^  +  W,  und  W^  +  TT,, 

denen  die  Arbeiten  A^  -{-  A^,  A^  -\-  A^  entsprechen.  Macht  man  nun 
die  Voraussetzung  der  Unmöglichkeit  des  Perpetuum  mobile,  dass  nämlich 
die  Arbeit  auf  einem  geschlossenen  Wege  immer  gleich  Null  ist*^^), 
so  folgt  hieraus 

Ai  =  A^, 

d.  h.  die  totale  Arbeit  ist  eine  Funktion  der  Parameter,  die  nur  vom 
Anfangs-  und  Endzustande  abhängig  ist,  also 

^  =  J^C*,  2. 1  ?A  2.")  • 

woold  produce  in  heat  omitted  and  in  resistances  OTercome,  if  it  were  cooled  to 
ihe  utmost.  But .  .  it  is  convenient,  to  choose  a  certain  state  as  Standard.  Desgl. 
Quart.  J.  of  math.  1  (1857),  p.  67.  Vgl.  M.  Planck,  Energie,  p.  99;  G.  Helm, 
Ghnndzüge  d.  math.  Chemie,  Leipzig  1894,  p.  1;  Planck ^  Yorlesungen  über 
Thermodynamik,  Leipzig  1897,  p.  34  ff. 

304*)  Über  die  hier  nach  Planck  gewählte  Ausdrucksweise  vgl.  Planck, 
Prinzip  der  Erhaltung  der  Energie,  p.  93. 

806)  Dasselbe  wird  von  P.  Duhem,  Commentaire  aux  principes  de  la  thermo- 
djnamique,  J.  de  math.  (4)  8  (1892),  p.  290  als  Oeuvre  bezeichnet. 

806)  Natürlich  kommen  hier,  sobald  es  sich  um  allgemeine  Mannigfaltig- 
keiten handelt,  die  Sätze  der  Analysis  situs  in  Betracht,  welche  E,  Betti^  Sopra 
gli  spazii  d'un  numero  qualunque  di  dimensioni,  Ann.  di  mat  (2)  4  (1870/71), 
p.  140,  desgl.  E.  Lemmij  Sur  les  cas  d'exception  du  th^oräme  des  forces  yives, 
J.  de  math.  (8)  2  (1876),  p.  283  entwickehi.  Vgl.  MaxweU,  Elektrizität  und 
Ma^etismus  1,  p.  19. 
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Da  femer  bei  Einschaltung  eines  Zustandes  Z(qsy  g«)  auch 

^  =  F(q„  1 1  q.\  q.")  +  F(q.,  q.  \  q.,  l) 
sein  muss;  so  wird  man  allgemein  haben 

^  =  *(?o?.)+5r(g,«,J-") 

oder;  wenn  man  bedenkt^  dass 

0==*(j.o,ä.»)+!F(?A«-"), 

^  =  *  (?.,  j.)  -  ^  («.»,  j.") . 
Nimmt  man  nun  an^  dass  O  in  zwei  Teile  zerfällt^  von  denen  der 
eine  nur  die  g«  enthalt^  der  andere  eine  homogene  quadratische  Funk- 
tion  der   Qt  ist;   deren  Koeffizienten  von   den  g«  abhängen   können^ 
so  wird 

also  ist 

-Ä  =  r-ro  +  T-i„ 

wobei  Ä  durch  ein  gewöhnliches  Arbeitsintegral  oder  durch  eine  Summe 
von  in  mechanischem  Masse  ausdrückbaren  thermischen^  elektrischen^ 
chemischen^  •  •  •  Arbeiten  auszudrücken  sein  wird.     So  wird  denn 

oder;  wenn  man  die  linke  Seite ;  die  kein  vollständiges  Differential 
in  Bezug  auf  die  q,  zu  sein  braucht;  durch 

m  h 

^P,dq,  +  ^E.Q.dq. 

1  m-f  1 

bezeichnet;  (der  erste  Teil  bezieht  sich  auf  die  mechanischen  Kräfte; 
der  zweite  auf  die  mit  geeigneten  Aquiyalentzahlen  ausgedrückten 
anderen  Betrage) 

m  k 

dV-\-  dT  —  ^P.dq.  —  'yE.Q.dq.  =  0 

der  Ätisdntck  des  allgemeinen  Satees  von  der  ErhaUung  der  Energie. 
Definiert  man  nun 

SQ  =  2Q.E.8q*, 
so  kann  man  endlich  als  Grandformel  für  alle  mechanischen  Yorj^i^ 
das  erweiterte  Hamüton'sche  Prinzip 

s(lT—r+P+Q)dt  =  0 
ansehen.  ^ 

807)  Diese  zweckmässige  Bezeichnung  unvollständiger  Differentiale  C  Neit^ 
mcMn'a  (Leipz.  Ber.  46  (1894),  p.  1)  auch  bei  W.  Voigt,  Kompendium  1,  p.  22. 
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Es  ist  im  Vorigen  versucht  worden^,  mit  Hülfe  des  Axioms 
von  der  XJnmögliclikeit  des  perpetuum  mobile  die  allgemeinen  Ge- 
sichtspunkte der  Energetik  darzustellen.  Diesen  Weg  hat  Hdmholte^^) 
bereits  1847  in  seiner  bekannten  Abhandlung  betreten,  mit  der  Be- 
merkimg, dass  das  Energieprinzip  mit  dem  Satze  von  der  Erhaltung 
der  lebendigen  Kraft  zusammenfällt,  wenn  man  alle  Vorgänge  auf 
reine  Femkrafte  zurückführt  »^ö). 

48.  Das  Virial  und  der  zweite  Hauptsatz  der  Thermodynaniik. 

Aus  den  Gleichungen  von  Lagrange  Nr.  37  erhält  man  durch  Mul- 
tiplikation mit  Xy  2/,  z  und  Summation  für  ein  freies  System  (d.  h.  ein 
solches,  in  dem  alle  Bedingungen  durch  Kräfte  ersetzt  sind)  und  für  r 
als  Entfernung  der  Punkte  vom  Anfang  der  Koordinaten 

Nimmt  man  nun  an,  dass  nach  Ablauf  der  Z%it  ^q  bis  t  die  linke  Seite 
ungeandert  geblieben  ist,  so  vrird 

wenn  man  mit 

das  Virial  der  Kräfte  bezeichnet '^^).    Dieser  sehr  spezielle  Satz  lässt 

SOS)  Man  vgl.  P.  Duhem,  Commentaire  aux  principes  de  la  thermodynamique, 
J.  de  math.  (4)  8,  p.  269;  9,  p.  293;  10,  p.  207  (1892/^4);  desgl.  Trait^  de  mäcanique 
chimiqne  1,  p.  26;  desgleichen  in  Betreff  einer  schärferen  Anwendung  des  Per- 
petnmn  mobile- Axioms  als  bei  HdmholtB^  M.  Planck^  Energie,  p.  140;  L.  Naianson^ 
Ober  die  Gesetze  nicht  umkehrbarer  Vorgänge,  Zeitschr.  f.  phys.  Chemie  21  (1896), 
p.  198. 

809)  Dasselbe  Argument  benutzt  übrigens  schon  1837  G.  Chreen  in  der  Ab- 
handlung über  die  Arbeit  der  elastischen  EiiÜ*te:  „Indeed  if  dqp  were  not  an  exact 
differential  a  perpetudl  motion  would  be  possible  and  we  have  every  reason  to 
think,  that  the  forces  of  nature  are  so  disposed,  as  to  render  this  an  natural 
impoBsibility**  {Green,  Papers,  p.  248). 

810)  In  dieser,  von  Clattwus,  Ann.  Phys.  Chem.91  (1854),  p.604  bereits  bestrit- 
tenen, von  Planck  (Energie,  p.  187)  als  misslich  bezeichneten,  gegenwärtig  wohl 
ziemlich  allgemein  aufgegebenen  dogmatischen  Weise  formuliert  z.  B.  JET.  Klein 
die  ^Deduktion  des  Satzes  von  der  Erhaltung  der  Erafb*^,  Schul-Progr.  Dresden 
1889,  Nr.  608. 

811)  R.  Clausiw,  Ann.  Phys.  Chem.  141  (1870),  p.  124;  Jubelband  1874,  p.  411; 
T.  ViUarceau,  Sur  un  nouveau  principe  de  mdcanique,  Paris  C.  R.  76  (1872), 
p.  282,  877.  Über  das  Virial  in  Jacobi's  Dynamik,  p.  22,  vgl.  R.  Lipschits,  BuU. 
sciences  math.  8  (1872),  p.  849;  in  der  Statik  tritt  das  Virial  schon  1887  bei 
MiSbim  als  SicherheitsfunkHon  auf  (Statik  1,  p.  280);  später  bei  F.  Schweins,  J.  f. 
Math.  88  (1849),  p.  77  u.  47  (1864),  p.  288,  als  Fliehmoment  in  Analogie  zu  den 
gewöhnlichen  Momenten. 
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sich  nach  Clausiua  verallgemeinem^  wenn  man  (1)  nach  der  Zeit 
integriert, 

R  —  B^  =JTdt  —f'^dt, 

woraus^  wenn  die  linke  Seite  in  yerhaltnismässig  engen  Grenzen 
schwankt^  bei  hinreichend  grossem  ^  —  t^  für  die  Mittelwerte  T«,  V«, 
von  T,  V  folgt 

d,  h.  die  mittlere  lebendige  Kraft  ist  gleich  dem  (mittlem)  Virial. 

Das  Virial  rückt  die  Betrachtung  mittlerer  Zustände  eines  Systems 
in  den  Vordergrund,  wie  sie  namentlich  in  der  kinetischen  Theorie 
der  Gase  und  den  sich  anschliessenden  Untersuchungen  der  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung über  die  periodische  Wiederkehr  gewisser  Zu- 
stande zum  Ausdruck  kommen.  Wir  verfolgen  dieselben  hier  nur  so- 
weit, als  sie  mit  dem  zweiten  Hauptsatz  der  Thermodynamik  in  seiner 
einfachsten  Form  in  Verbindung  stehen. 

Setzt  man  bei  aUgemeinen  Koordinaten  q, 

T+U=H, 

so  ist 

felis  auch  die  Parameter  der  potentiellen  Energie,  welche  beim  Hor 
milton^Bchen  Integral  nicht  variiert  werden,  eine  durch  öc  bezeichnete 
Änderung  erfehren.  Bezeichnet  man  das  letzte  Integral  durch  W,  so 
wird  für  die  Gesamtenergie  T  —  U=  E  bei  von  der  Zeit  unab- 
hängigen Bedingungen 

d  j2Tdt  =  d  Csdt  —  Edt  ''  +    y^^Sq,  '"+  W, 

wenn  T  eine  homogene  Funktion  zweiten  Grades  der  j,  ist.  Ist  nun 
das  System  in  einer  solchen  Bewegung,  dass  zur  Zeit  ^  und  ^^  die 
Punkte  dieselben  Lagen  und  Geschwindigkeiten  annehmen  ^^*),  so  wird 


312)  Die  sehr  speziellen  Annahmen  des  Textes  in  erweiterter  Form  bei 
Clausius,  Über  die  Zurückführung  des  zweiten  Hauptsatzes  der  mechanischen 
Wärmetheorie  auf  allgemeine  mechanische  Prinzipien,  Ann.  Phys.  Chem.  142 
(1871),  p.  433;  Suppl.  7  (1876),  p.  215;  über  einen  neuen  mechanischen  Satz, 
Ann.  Phys.  Chem.  160(1873),  p.  106;  über  den  Zusammenhang  des  zweiten  Haupt- 
satzes . .  mit  dem  ^am!7fon*schen  Prinzip,   Ann.  Phys.  Chem.  146  (1872),  p.  585 
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äf2Tdt  =  (t^  —  Q  äE+W, 
also,  wenn  man  das  Integral  durch  seinen  Wert  2  Tm(<i  —  ^o)  ersetzt: 

28iTm{h  -  0]  =  (^1  -  0*J5;  +  w. 

Insbesondere  folgt  filr  TF  =  0 

Wird  daher  eine  Reihe  von  Bewegungszuständen  durchlaufen,  die 
einen  vollkommenen  Kreisprozess  bilden,  so  dass  schliesslich  der  ur- 
sprüngliche Bewegungszustand  wieder  entsteht,  so  wird 


was   dem   zweiten  Hauptsatz   der  Thermodynamik   für   vollkommene 
Kreisprozesse  entspricht,  wenn  Tm  durch  die  absolute  Temperatur  T, 
öE  durch  die  zugeführte  Wärmemenge  dQ  ersetzt  wird'^^). 
Für  die  Energie  E  und  die  Entropie  8 

«-/^ 

gelten  nun  auch  die  beiden,  dem  Prinzip  der  virtuellen  Geschwindig- 
keiten nachgebildeten  Fundamentabätze  von  Gibbs^^*): 

Zum  Gleichgewicht  eines  materiellen  von  äusseren  Einflüssen  ab- 
gesonderten Systems  ist  notwendig  und  hinreichend,  dass  für  alle 
möglichen  Änderungen  in  seinem  Zustande,  die  seiae  Energie  un- 
geändert  lassen,  die  Änderung  der  Entropie 

dSZO, 
sowie  dass  bei  ungeändertem  8  die  Änderung  der  Energie 

ÖE^O 
sei 

Auf  die  weitere  Fortbildung  des  Energie-  und  EntropiebegrüQFes, 

z.  B.  die  Unterscheidung  zwischen  freier  und  gebundener  Energie,  kann 

hier  nur  hingewiesen  werden;  man  sehe  darüber  Band  Y. 

49,  Die  Lokalisierung  der  Energie.  Es  liegt  nahe,  die  Energie 
eines  Systems  als  eine  primitive  Qualität  desselben  anzusehen,  welche 


▼gl.  auch  C.  SziUfy  Das  dynamische  Prinzip  von  Hamütan  in  der  Thermodynamik, 
Ann.  Phys.  Chem.  149  (1878),  p.  74. 

313)  BoUzmann^  Über  die  mechanische  Bedeutung  des  zweiten  Hauptsatzes 
in  der  Warmetheorie,  Wien.  Ber.  58  (1866),  p.  196. 

814)  /.  W.  Gihbs,  Thermodynamische  Studien,  p.  66. 
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ausser  den  Baum-  und  Zeitgrössen  allein  den  mechanischen  Arbeits- 
wert des  Systems  ausdrückt.  Die  hierauf  bezüglichen  Ideen  Bankine's 
hat  Ostwcdd^^^)  zu  einem  System  der  Energetik  entwickelt^  dessen  Auf- 
gabe darin  besteht^  die  verschiedenen  Formen  der  Energie  nach  ihren 
^^EBpazitäts^^-  und  ^^ntensitäts^^-faktoren  zu  unterscheiden  und  zugleich  die 
Gh-undregeln  ihrer  Umwandlungen  anzugeben.  Die  Menge  der  Energie 
in  einem  unabhängigen  System  ist  unveränderlich^  und  von  allen 
Umwandlungen  soll  diejenige  eintreten^  die  in  dem  grössten  Umsätze 
an  potentieller  Energie  in  einer  gegebenen  Zeit  besteht. 

Diese  Ideen^  welche  durch  interessante;  zum  Teil  allerdings  auch 
mehr  formale  Analogieen  eine  Menge  verschiedener  Erscheinungen 
unter  allgemeine  Gesichtspunkte  subsumieren^  werden  zwar  gegenwär- 
tig von  verschiedenen  Seiten  vielfach  bestritten '^^),  erscheinen  aber  doch 
in  ihrer  Gesamtheit  von  nicht  zu  unterschätzendem  induktiven  Werte, 
und  dürften  noch  manche  weiteren  Aufschlüsse  über  den  inneren 
Zusammenhang  der  gegenwärtigen  Naturerkenntnis  gewähren*'^. 
Als  einen  Beleg  hierfür  wollen  wir  nur  diejenige  Vorstellung  hervor- 
hebeU;  welche  sich  auf  die   Wanderung  der  Energie  bezieht. 

In  einem  kontinuierlichen  Medium,  in  dem  irgendwelche  Prozesse 
stattfinden,  wird  in  jedem  Augenblicke  an  jeder  Stelle  ein  gewisses 
von  Xy  y,  Zy  t  abhängiges'^®)  Energiequantum  vorhanden  sein.  Man 
kann  dann  auch  von  einer  Änderung  der  Energie  in  dem  Sinne 
handeln,  der  den  £^<i26r'schen  Differentialgleichungen  der  Hydrodyna- 


315)  W.  Ostwäld,  Die  Energie  und  ihre  Wandlungen,  Leipz.  Antrittsrede 
1888;  Studien  zur  Energetik,  Leipz.  Ber.  43  (1891),  p.  271;  44  (1892),  p.  211; 
desgl.  Lehrbuch  der  allgemeinen  Chemie,  Leipzig  1893,  2\  p.  1 — 39. 

316)  L,  BoUzmann,  Über  d.  Entwicklung  der  Methoden  d.  theoretischen 
Physik,  Deutsche  Math.-Ver.  8  (1900),  p.  71,  inab.  p.  87;  Ein  Wort  der  Mathe- 
matik an  die  Energetik,  Ann.  Phys.  Chem.  (2)  57  (1896),  p.  39;  M.  Planck,  Gegen 
d.  neuere  Energetik,  Ann.  Phys.  Chem.  (2)  57  (1896),  p.  72;  L.  Dressel,  Zur 
Orientierung  in  der  Energielehre,  Natur  und  Offenbarung  89,  Münster  1898; 
p.  321,  390,  449. 

817)  Vgl.  ausser  Ostwald,  Lehrbuch  der  allgemeinen  Chemie,  der  M^canique 
chimique  von  Dvhem,  J.  H,  vaWt  Jloff's  Vorlesungen  über  theoretische  und 
physikalische  Chemie,  Braunschweig  1898/99  (auch  französisch  von  Corvisy^ 
3  Bde.,  Paris  1899/1900),  auch  die  Energetik  von  Helm.  Das  in  der  deutschen 
Litteratur  hervortretende  Bestreben  (vgl.  z.  B.  H  Jam^chke,  Das  Prinzip  d.  Er- 
haltung d.  Energie,  Leipzig  1897),  an  Stelle  der  klaren  Einsicht,  welche  die 
exakte  Mechanik  gewährt,  eine  summarische  Behandlung  möglichst  vielseitiger 
Fragen  durch  Anwendung  des  Energiebegriffes  treten  zu  lassen,  scheint  zur  Zeit 
noch  verfrüht. 

318)  Vgl.  0.  Lodge,  On  the  identity  of  energy,  Phil.  Mag.  (6)  19  (1886), 
p.  482. 
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mik  entspricht;  so  erhalt  man  die  Vorstellung  von  einer  Strömung 
oder  Wanderung  der  lokalisierten  Energie,  mit  der  noch  die 
Zo^ata^e'sche  Auffassung  der  Flüssigkeitsbewegungen  zu  verbinden 
ist^  welche  nicht  den  Bewegungszustand  an  einer  beliebigen  Stelle^ 
sondern  die  Bewegung  jedes  einzelnen  Teilchens  untersucht^  wenn 
man  auch  die  Bahnen  dieser  Strömung  bestimmen  will^^^).  Derartige 
Vorstellungen  sind  übrigens  nicht  neu.  Schon  Coriolis^^)  vergleicht 
die  kinetische  Energie  in  einer  Maschine  mit  einer  Flüssigkeit^  welche 
in  derselben  strömt  und  ähnliche  Vorstellungen  mögen  sich  auch 
sonst  noch  mehrfach  finden;  in  bestimmterer  Form  sind  sie  aber 
erst  in  den  letzten  25  Jahren  aufgetreten. 

In  ganz  allgemeiner  Weise  hat  schon  1874  N.  Umow^^^)  das 
Problem  der  Wanderung  der  Energie  in  den  flüssigen  und  elastischen 
Medien  entwickelt.  In  hervorragendem  Masse  aber  lenkte  sich  die 
Aufmerksamkeit  auf  diese  Anschauung  erst^  als  Poynting^^^)  die 
Strömung  der  elektromagnetischen  Energie  auf  Grund  der  Maxwell- 
sehen  Formeln  als  durch  ganz  einfEiche  Gesetze  geregelt  darstellte. 

Die  Gleichung  der  Kontinuität  für  jedes  stetige  Medium^  dessen 
mit  der  Dichtigkeit  q  verbreitete  Masse  ab  unveränderlich  gedacht 
wird^  lautet  bekanntlich 

at  "*"  aa:  "T"  ay  ■+■  dz  ~^' 

wo   Uj  V,  w   die   Geschwindigkeitskomponenten    der    Strömung    sind. 
Umgekehrt  kann  man  in  jeder  Gleichung 

(\\  a^  ,  au  ,  ay  .  gw_^ 

^^^  at"^  a«  "*"  ay  "•   dz  ~ 

U,  V,  W  ab  Strömungs-  und  U/£;  N/E-,  W/jB  ab  Geschwindigkeits- 
komponenten  bezeichnen. 


819)  Diese  Analogie  hat  sich  bisher  nnr  in  einzelnen  Fällen  durchfahren 
lassen. 

880)  Coriolis,  Trait^  de  m^canique,  p.  117:  Ce  fluide  pourrait  en  outre 
s'aocmnuler  dans  certains  corps  et  y  rester  en  r^serve  .  .  ce  travail  en  r^serve, 
que  nous  assimilons  d.  un  fluide,  est  ce  que  nous  avons  appel^  la  force  vive; 
p.  171:  On  pent  comparer  la  transmission  du  travail  par  la  machine  k  T^coule- 
ment  d*un  fluide  u.  s.  w. 

821)  JV.  Umaw,  Ableitung  d.  Bewegungsgleichungen  der  Energie  in  konti- 
nuierlichen Medien,  Zeitschr.  f.  Math.  Phjs.  19  (1874),  p.  419. 

822)  J.  H.  Poynting,  On  the  transfer  of  Energy  in  the  electromagnetic 
field,  Lond.  Phil.  Trans.  176  (1884),  p.  843;  Tgl.  0.  Heaviside,  Electrician  14  (1886), 
p.  178,  806;  desgl.  On  the  forces,  stresses  and  fluxes  of  energy  in  the  electro- 
magnetic field,  Lond.  Phil.  Trans.  188  (1892),  p.  423;  W.  Wien,  Über  d.  Begriff  d. 
Lokalisiemng  d.  Energie,  Ann.  Phys.  Chem.  (2)  46  (1892),  p.  684. 
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Aus  den   BewegongsgleicliniLgen   des   elastischen,  bez.  flüssigen 
Mediums 

ax.     dx,.     dx. 


p5  =  pX+-^'  +  -^  + 


dx     "^    dy     *^   dz  ^ 

az^      az       dz^ 

und  den  £uZer'schen  Gleichungen  f&r 


dx                  dy 
^        dt>      ^         dt 

dz 

du 
dt 

du    .       du    . 
di    ^       dx    * 

du    ,        du 

ay  '     a^s ' 

(3) 

dv 
dt 

dv    .        dv    . 
dt    ^       dx    ^ 

a»  ,      dv 
ay  '      a^f' 

dw 
dt 

dw    ,       dw    . 
-  dt+^'dx^ 

ato    ,        dw 
dy   '        a«? 

folgt 

femer  durch  Multiplikation  der 

Gleichungen  (2)  mit  x 

;y,^ 

(4) 

Q  dq  _ 
2   dt 

=  q(Xu 

+  Tv  +  Zw) 

(dA    ,    aJB    ,    dC\    , 

va«  ■+"  ay  "^  dz)  "f" 

*, 

wenn 

g  =  w»  -f-  t;*  -|-  w*, 

-4  =  Z,w  +  T^v  +  Z,«;, 
B=XyW+  Y^v  +  Z^w, 
C  =  X,w  +  r,t;  +  Z,m;, 

und  endlich  zur  Abkürzung  — O  für  den  Ausdruck: 

gesetzt  wird.     Auch  folgt  nach  (3)  hieraus 
1     H 

2  ^a< 

idA    i    dB    ,    dC    .    Q/    dq    .       cq    »        dq\]    ,     - 


(4)     ip|f  =  <,(X«+ri;  +  Z«;) 


oder  mit  Hilfe  der  Gleichung  der  Kontinuität 

(5)  _.t(A^-^un\-^(ji-i-^„n\-l 

ex 


(^+l««)-Ä(^+i^^)-Ä(^+>*)+*- 
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Nimmt  man  noch  der  Übersichtlichkeit  halber  konservative  Kräfte 
Xy  T,Z  an,  d.  h.  setzt  man 

Y._      dv     y._      dv     „ ar 

so  folgt  aus  (5) 

(6)         T'-^+'i»- — ÄK+^+H 

d 


-Ä(<'«'''+^+2«'«)+*- 


Lässt  sich  nnn  unter  Anwendung  der  G^een'schen  partiellen  In- 
tegration zeigen,  dafs  —  O  der  partielle  Differentialquotient  nach  t 
von  der  Dichtigkeit  8  der  Deformationsenergie  ist'***),  so  erhält  man 
aus  (6) 

oder,  wenn  man  ausserdem  annimmt,  dass  die  potentielle  Energie  V 
nur  von  äusseren  Kräften,  nicht  aber  von  den  Femewirkungen  der 
Massen  des  Systemes  auf  einander  herrührt,  so  dass  nun 

als  die  dem  Yolumelemente  zukommende  Dichtigkeit  E  der  totalen 
Energie  angesehen  werden  kann, 

a^  ■  au  ,  av  ,  8w_^ 

at  ■+■  aa;   '   ay  "T-  Qg  —^' 

Daher  werden  nun  die  Geschwindigkeitskomponenten  der  strömenden 
Energie 


^{QtvV'\rC-\-j(fwqy 


322*)  Siehe  Fussn.  809.  TT.  Thomson  hat  übrigenR  schon  1857  (Quart.  J.  of 
math.  1  (1867),  p.  67)  unter  Anwendung  des  zweiten  Hauptsatzes  der  mecha- 
nischen Wärmetheorie  gezeigt,  dass  die  elastischen  Kräfte  jedenfalls  dann  eine 
Kräflefunktion  besitzen,  wenn  die  Temperatur  des  Mediums  entweder  konstant 
bleibt  oder  adiabatisch  geändert  wird,  während  darüber  hinaus  im  allgemeinen 
nichts  behauptet  werden  kann;  Tgl.  Love,  Elasticity  1,  p.  117.  Im  Texte  ist 
Ton  thermodynamischen  Einwirkungen  überhaupt  abgesehen,  bez.  konstante 
Temperatur  rorausgesetzt  worden;  die  erweiterte  Frage  scheint  bisher  nicht  in 
Betracht  gezogen  zu  sein. 

Xa«yklop.  d.  m»th.  WiiMiitoh.    TV  V  8 
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Bei  einer  reibungslosen  Flüssigkeit  tritt  der  Drack  p  an  Stelle 
der  Xjg,  Fy,  Z,,  die  ^  JB,  C  werden  daher  ebenfalls  den  u,  v,  io  pro- 
portional und  die  Strömung  geschieht  in  der  Bewegongsrichtnng  der 
Flüssigkeit'*').  —  Als  nun  PoynHng  ähnliche  Formeln  för  die  elektro- 
m^netische  Energie  entwickelte^  ergab  sich  der  Poynting'sche  Satz^ 
dafs  im  elektrom^netischem  Felde  die  Energie  mit  einer  gewissen 
Intensität  senkrecht  zur  Ebene  der  Linien  m^netischer  und  elektri- 
scher Kraft  strömt'*^);  bei  einem  von  einem  Strom  durchflossenen 
Leiter  strömt  dieselbe  daher  von  auisen  in  denselben  ein,  um  dort 
als  Wärme  aufzutreten'**). 

Allerdings  besteht  noch  eine  Schwierigkeit  in  Bezug  auf  den 
realen  Sinn^  den  man  diesen  Vorstellungen  unterlegen  soll.  Denn  wie 
aus  der  obigen  Darstellung  hervorgeht^  können  zu  den  Komponenten 
noch  beliebige  Funktionen  u^,  v^,  w^  hinzugefügt  werden,  welche  der 
Gleichung 

"F«  '  ay  '   a«  ~ 

genügen,  d.  h.  Strömungskomponenten  einer  inkompressiblen  Flüssig- 
keit sind.  Es  scheint  daher  die  ganze  Ansicht  nur  den  Wert  einer 
VorsteUung  zu  haben,  welche  noch  vielfacher  Abänderung  fähig  ist^ 
so  lange  man  nicht  im  Stande  ist,  in  vollkommen  scharfer  Weise 
einen  wahren  Energiestrom  von  den  unzähUgen  fingierten  zu  unter- 
scheiden; wir  lassen  es  dahingestellt,  ob  es  zur  Zeit  möglich  isi^ 
eine  solche  Entscheidung,  der^n  Möglichkeit  von  Heaviside  und  JEVppl 
bestritten  wird,  zu  treffen'*'). 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  beziehen  sich  auf  kofUinuierUehe 
Massen.  Neuerdings  hat  VoUerra^^^)  vermöge  einer  Ausdehnung  der 
MaxwdVschen  Gleichungen  in  mehreren  Arbeiten  diese  Vorstellungen 
auf  diskrete  Massen,  zwischen  denen  auch  Femewirkungen  auftreten, 
ausgedehnt.    Auch  hier  ergeben  sich  analoge  Werte  für  die  I]^  7^  W, 


323)  Für  Flüssigkeiten  mit  Beibang  bei  Umoto,  Fussn.  821 ;  Wien,  Fuatn. 
822,  p.  698. 

324)  Poynting,  Fussn.  822,  p.  849;  über  ähnliche  Vorstellungen  in  der  Mecha- 
nik Ä.  Föppl,  Technische  Mechanik,  p.  218  ff. 

825)  Nach  G.  Mie,  Ein  Beispiel  zum  Poynting'schen  Theorem,  Zeitschr.  f. 
Phys.  Cham.  84  (1900),  p.  522  ist  die  Bewegungsrichtung  des  Energiestromes  in 
unmittelbarer  Nähe  des  Drahtes  demselben  nahezu  parallel. 

326)  Vgl.  Föppl,  Einführung,  p.  298;  nach  G,  Mie,  Entwurf  einer  allge- 
meinen Theorie  der  Energieübertragung,  Wien.  Ber.  107  (1898),  p.  1118  ist  die- 
selbe möglich. 

327)  V.  VoUerra,  Sul  flusso  di  energia  meccanica,  Torinp,  Atti  dell'  Accad. 
84  (1899),  desgl.  Nuovo  Cimento  (4)  10  (1899). 
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da  der  Einfluss  der  ünstetigkeitsflächen^  an  denen  sprungweise 
Änderungen  der  Dichtigkeit  und  der  Geschwindigkeiten  stattfinden, 
herausföllt;  es  wird  aber  dabei  erforderlich;  der  Energie  auch  negaMve 
Werte  beizulegen ,  was  sich  mit  den  gebräuchlichen  physikalischen 
Voraussetzungen  schwer  yereinigen  lässt. 

60.   SnergeÜBOhe  Begründung  der  Mechanik.     Wir  erwähnen 

noch  die  Bestrebungen ,  aus  dem  Energieprinzip  —  zxmächst  in  der 

einfachen  Form 

I  +  F=c  — 

die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  zu  gewinnen. 

Wird  bei  einem  völlig  freien,  nur  konservativen  Kräften  unter- 
worfenen System 

gesetzt,  und  setzt  man  voratiS,  dass  die  Beschleunigungen  unabhängig 
von  den  Geschwindigkeiten  und  der  Eonstanten  c  sein  sollen,  so 
hat  man 

Soll  diese  Gleichung  für  edle  Werte  der  i^,  jf^,  i,.  bestehen,  so  folgt 
in  der  That: 

mXi  -^  -^-'  y=0    etc. 

Ein  ähnlicher  Schluss  lässt  sich  aber  schon  dann  nicht  mehr 
machen,  wenn  Bedingungsgleichungen  zwischen  rr,  y,  z  bestehen,  wie 
bereits  B. Lipschüz^^)  bemerkte.  Hdm^^^)  suchte  daher  den  Variations- 
prozess  zu  Hülfe  zu  nehmen,  indem  er  dem  Energieprinzip  die  Form 
gab:  Die  Änderung  der  totalen  Energie  nach  jeder  möglichen  Rich- 
tung ist  gleich  Null.  Aber  unter  dieser  Änderung  kann  man  nur 
den  Energiezuwachs  verstehen,  welcher  einer  Variation  der  Koordi- 
naten x^  y,  0  um  dXy  dy,  Se  entspricht.     Dabei  ist  nun  in  der  That 

aber  die  Änderung  der  kinetischen  Energie  ist 

d2S)  Siehe  Heimholte,  Über  die  Erhaltung  der  Kraft,  OsHoäld,  K.  B.  Nr.  1 
p.  55,  auch  WiflB.  Abh.  1  (1882),  p.  12. 

839)  So  /.  Baumnesq,  Becherches  snr  les  principes  de  la  m^canique,  1872; 
J.  de  math.  (2)  18  (1878),  p.  815;  Le90ii8  p.  24.  Vgl.  auch  die  Bemerkungen  von 
C.  Newnann  {Hdm,  Energetik^  p.  229). 

8* 
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xr»      /.  ddx    ,     .  ddy    ,     .  ddt\         -1^7      /-  dx    ,       Sy    ,     .  dz\ 

—  ^fn(xdx  +  yiy  +  5djBr) 
tind  keineswegs  gleich 

^m(xdx  +  ydy  +  iS^Oy 

welcher  Ausdruck  nur  durch  eine  unzulässige^  nicht  für  beide  Teile 
der  Energie  gestattete  Yertauschung  der  dx,  dy,  dz  mit  den  dx,  dy,  8» 
erhalten  werden  kann'^).  Definiert  man  aber  als  mögliche  Energie- 
änderung von  vornherein  diesen  Ausdruck  selbst^  so  hat  man  einen 
willkürlichen  Formalismus ,  der  nur  zu  dem  Zwecke  ersonnen  wird, 
die  Äquivalenz  des  Energieprinzipes  mit  dem  d'JZem&erf'schen  be- 
haupten zu  können. 

Nach  einer  ganz  anderen  Richtung^  nämlich  auf  die  Begründung 
einer  physikalischen  Mechanik  vom  energetischen  Standpunkt  aus^ 
zielen  die  wiederholt  erwähnten  Untersuchungen  P.  Duhem^Sy  der, 
unter  sorgfältiger  Hervorhebung  der  hypothetischen  ^^Eonventionen^, 
eine  abstrakte  Begründimg  der  Mechanik  materieller  Systeme  ins- 
besondere in  Rücksicht  auf  den  thermodynamischen  Arbeitsb^riff  zu 
geben  sucht.  Doch  ist  gegenwärtig  noch  nicht  zu  entscheiden,  in 
welchem  Maasse  dieselben  Einfluss  auf  die  systematische  Darstellung 
der  Grundlagen  der  theoretischen  Mechanik  finden  werden. 

61.  Sohlussbemerkmig.  Die  allgemeinen  mathematischen  Prinzi- 
pien der  Mechanik  erweisen  sich  so  überall  als  Sätze  und  Methoden, 


330)  G.Helm,  Zeitachr.  f.  Math.  Phys.  36  (1890),  p.307;  Energetik,  p. 883; 
auch  Ann.  Phys.  Chem.  (2)  67  (1896),  p.  646.  Vgl.  BoUzmann,  ibid.  p.  39. 

331)  Eine  in  ähnlicher  Absicht  von  E,  Padova,  Sülle  eqnazioni  della  dina- 
mica^  Ist.  Veneto  (7)  6  (1893),  p.  1641  ausgefOhrte  Betrachtung  scheint  ebenfalls 
nicht  einwandsfrei  zu  sein.  Auf  die  im  Texte  besprochene  Frage  ist  ausfuhr- 
lieber  eingegangen,  weil  dieselbe  zu  einer  nicht  vOUig  entschiedenen  Diskussion 
zwischen  Hdm^  BoUzmann  u.  Planck  Veranlassung  gegeben  hat  [Ann.  Phys.  Chem. 
(2)  67  (1896)].  Ähnliche  Gesichtspunkte  sind  übrigens  auch  von  anderen  Autoren  aus- 
gesprochen; so  formuliert  Planck  ein  Superpositionsprinzip  der  Energie,  durch 
welches  freilich  das  Energieprinzip  formal  mit  dem  d'J.^m&ef^schen  in  Überein- 
stimmung gebracht  wird;  während  J,  B.  Schütz  (Gott.  Nachr.  1897,  p.  110)  ein 
„Prinzip  der  absoluten  Energieerhaltung*'  annehmen  will,  welches  aber  nur  fCLr 
einen  materiellen  Punkt  das  Verlangte  leistet.  Variiert  man  indessen  auch  die 
Zeit,  so  kann  man  leicht  einen  Variation sprozess  definieren,  bei  dem  die  Varia- 
tion der  totalen  Energie  in  die  d*Älemberf sehe  Grundformel  übergeht;  der  ein- 
fache Charakter  des  Energiegesetzes  geht  dabei  aber  völlig  verloren,  und  die 
Herleitung  gelingt  nur,  wenn  man  das  zu  Beweisende  schon  rückwärts  in  die 
Definition  hinein  verlegt.  Vgl.  Ä.  Voss,  Bemerkungen  über  die  Prinzipe  der 
Mechanik,  Münch.  Der.  1901,  p.  170. 


> 
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wdche  in  ihrer  einfachsten  OesUüt  wohl  auf  den  Grundanschauungen 
über  den  mechanischen,  cL  h.  durch  mathematisclie  Begriffe  ausgedrückten^ 
Zusammenhang  der  Erscheinungen  beruhen,  aber  in  ihrer  weiteren  Aus- 
dehnung als  induktive,  heuristische  Aussagen  auftreten,  deren  Gültigkeit 
sich  erst  durch  ihre  Anwendungsfahigkeit  erprobt.  Ist  sonach  auch 
das  Ideal  eines  rein  deduktiyen  Lehrgebäudes^  wie  es  der  Mechanik 
des  18.  Jahrhunderts  vorschwebte,  wie  es  Hertg  in  ganz  abstrakter 
Weise  zu  geben  unternahm,  in  Wirklichkeit  bisher  nicht  erreicht,  so 
bietet  dafür  der  heutige  Standpunkt  der  Theorie  die  Möglichkeit, 
dass  die  fortschreitende  Erkenntnis  der  Thatsachen  nicht  durch  will- 
kürliche, einem  beschrankten  Kreise  von  Thatsachen  entnommene 
deduktive  Prinzipien  gehemmt  wird.  Dieser  Standpunkt  ist  der  schon 
von  Groiilei  eingenommene,  für  die  mathematische  Naturbeschreibung 
charakteristische,  welcher  weder  nach  den  unerkennbaren  Ursachen 
firagt,  noch  von  vornherein  davon  ausgeht,  alle  Erscheinungen  dem 
Zwange  einer  oder  einiger  weniger  fundamentalen  physikalischen 
Hypothesen  unterwerfen  zu  wollen,  sondern  unter  der  Voraussetzung, 
dass  überhaupt  ein  zusammenhängendes  widerspruchsloses  Verständnis 
der  Wirklichkeit  möglich  sei,  zunächst  die  Formen  aufsucht,  welche 
zur  Beschreibung  der  einfachsten  Vorgänge  ausreichen,  und  sich  die 
Erweiterung  und  Korrektion  derselben  in  dem  Maasse  vorbehält,  als 
das  Erfahrungsgebiet  sich  erweitert. 
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B.  MECHANIK  DER  PUNKTE  UND 
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IV  2.  GEOMETRISCHE  GRmTOLEGÜNG  DER 
MECHAJfcfIK  EINES  STARREN  KÖRPERS. 

Von 
H.  E.  TIMBBDINa 

IN    BL8FLETH   (OLDENBÜRO). 


Inhaltsübersicht. 

Vorbemerkung. 

I.  Geometrisehe  Grundbegriffe. 

1.  Der  Vektor. 

2.  Addition  und  Subtraktion  der  Vektoren. 
8.   Plangrössen. 

4.  Skalare  erster  und  zweiter  Art. 

5.  Linienteile. 

0.  Ein  Linienteil  als  Summe ,  zweier  anderen  Linienteile.    Painsof  sehe  Paare. 

7.  Liniensummen. 

8.  Die  Centralaze  einer  Liniensumme. 

9.  Das  gegenseitige  Moment  zweier  Liniensummen. 

10.  Das  Yektorielle  Moment  einer  Liniensumme  für  einen  beliebigen  Punkt  und 
das  Moebitu^Bche  NuUsjstem. 

II.  Die  ersten  S&tie  der  Kinematik  des  starren  Körpers  nnd  die 

Bail'selien  Sehranben. 

11.  Jede  unendlich  kleine  Beweg^ung  eine  Schraubung. 

13.  Analogie  der  Schraubungen  und  Liniensummen. 
18.   Die  BaU'9chen  Schrauben. 

14.  Schraubenkoordinaten,  sowie  allgemeinste  lineare  Transformation  derselben. 

15.  Lineare  Schraubensysteme  und  ihre  Bedeutung  in  den  Fällen  beschränkter 
Bewegungsfreiheit  eines  starren  Körpers. 

16.  Schraubensysteme  zweiter  Stufe.    Das  Cjlindroid. 

17.  Schraubensjsteme  dritter  Stufe. 

18.  Schraubensjsteme  vierter  und  fOnfter  Stufe. 

19.  Homographische  Schraubensysteme. 

HI.  Die  Gmndzüge  der  elementaren  •  Statik. 

80«   Der    statische    Krafbbegriff.     Das    Parallelogramm    der   KHlfte. 
81«  Der  starre  Körper.    Das  Hebelgesetz. 
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22.   AJlgemeine  EriLftesjsteme.    Dire  Bedokiion  aof  zwei  zu  einander  normale 

ErSfte. 
28.   Reduktion  eines  Kräftesjstems  aaf  eine  Einzelkraft  und   ein  S[iftftepaar. 

Beziehung  zur  Schraubentheorie. 

24.  Vereinigung  zweier  Kräfbesysteme. 

25.  Kräfte  im  Gleichgewicht. 

20.   Arbeit  eines  Kräftesjstems  bei  einer  unendlich  kleiuen  Verrückung. 

27.  unrichtige   Auffassungen   der  Analogie    zwischen   Kräften   und  unendlich 
kleinen  Drehungen. 

28.  Das  Virial. 

lY.  AstatUL 

A.  Geometrische  Binleitimg. 

29*   Ebenenkoordinaten.    Polar-  und  Antipolarsjsteme. 

80.  Konfokale  Flächen  zweiten  Grades. 

81.  Der  Beye'Bche  Axenkomplex. 

B.  Theorie  der  gebundenen  Kräftesysteme  und  ihrer  Drehung. 

82.  Systeme  parallel  gerichteter  Kräfte. 

88«  Astatisches  Gleichgewicht  und  astatische  Äquivalenz. 

84*  Gebundene  Kräftepaare. 

85.  Das  vektorielle  Moment  eines  gebundenen  Kräftesystems  fOr  eine  Ebene. 

86.  Das  skalare  Moment  in  Bezug  auf  eine  Ebene. 
87*  Gebundene  Komponenten  eines  Kräftesystems. 

88*   Die  von  den  Ebenen  gleichen  Momentes  umhüllte  konfokale  Fl&chenschar. 
89.   Die  statischen  Axen  von  F.  Sutcd  für  eiuen  beliebigen  Punkt.    Der  3fm- 
dttip*8che  Satz. 

40.  Verallgemeinerung  des  3fffu{ffi^*schen  Satzes  durch  G.  Darbaux, 

41.  Moebius'  Hauptaxen  der  Drehung. 

42«   Besondere  Fälle  astatischer  Koordinaten. 


Litteratur. 

1)  Werke  geometrieohen  Inhaltes. 

«>  

H,  Crrasstnannf  Die  lineaJe  ÄU8dehnung8lehre'^\  Leipzig  1844,  1878  =  Qtea.  Werke, 
ersten  Bandes  erster  Teil  1\  Leipzig  1894.  Ebenda  ist  auch  die  „geometrische 
Analyse"  abgedruckt. 

—  Die  lineale  AtMdehmmgslehre  (Neubearbeitung)  1862  =:  Ges.  Werke,  ersten 
Bandes  zweiter  Teil  1',  Leipzig  1896. 

Sir  W.  B.  HamüUm,  Ledures  on  Quaiemiona,  London  1853. 

—  Elements  of  Quaiemions,  1.  ed.,  London  1866;  2.  ed.  in  2  Bänden,  London 
1899,  1901.    (Deutsch  von  P.  Glan,  Leipzig  1882/84.) 

/.  Plücker,  Neue  Geometrie  des  Baumes,  gegründet  auf  die  Betrachtung  der  ge- 
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treffende Werk  im  folgenden  citiert. 
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Vorbemerkung.  Die  folgende  Darstellung  hat  den  Zweck,  die 
Grundlagen  der  Statik  und  Kinematik  eines  starren  Körpers  in  ihrem 
organischen  Zusammenhange  mit  der  Geometrie  zu  entwickeb  und 
so  auf  die  Abschnitte  ^  in  denen  die  weitergehenden  Resultate  dieser 
Disziplinen  enthalten  sind,  vorzubereiten.  Es  werden  deswegen  auch 
eine  Reihe  geometrischer  Sätze  anzufilhren  sein,  die  in  den  hier  be- 
rührten Teilen  der  Mechanik  Verwendung  finden.  Es  geschieht  dies 
jedoch  nur  in  abgekürzter  Form  und  mit  derjenigen  Einschrankung, 
die  durch  die  Anwendung  in  der  Mechanik  bedingt  ist;  die  ausführ- 
liche und  systematische  Darlegung  dieser  Sätze  ist  in  Band  m 
(Geometrie)  zu  suchen*).  Ebenda  ist  auch  die  bezügliche  Litteratur 
vollständig  zusammengestellt.  Im  folgenden  sind  nur  diejenigen  Werke 
citiert,  welche  beim  Studium  der  Mechanik  unmittelbar  in  Betracht 
kommen  dürften.  Ebenso  betreffen  die  Litteraturangaben  zur  Statik 
und  Kinematik  nur  die  im  gegenwärtigen  Artikel  berührten  Fragen. 
Ausführlichere  Nachweise  sind  in  den  Artikeln  IV  3  {ßchoenßiea)  und 
rV  5  a  {Eennd)erg)  enthalten. 

I.   Geometrische  Grundbegriffe. 

1.  Der  Vektor.  Ein  Vektor  (vgl.  IV  14^  Abrahom)  soll  dadurch 
definiert  sein^  dass  er  die  Lage  eines  Punktes  P  im  Baume  gegen 
einen  anderen  Punkt  P^  bestimmt^).  Sind  x^  y^  z  die  Koordinaten  des 
Punktes  P^  x^^y  y^,  Zq  die  Koordinaten  des  Punktes  Pqj  so  legen  die 
drei  Grossen 

X  =  x  —  Xq,      r=y  — yo,      Z  =  z  —  z^, 

die  sogenannten  Komponenten,  den  Vektor  fest.  Dieser  erscheint  gleich- 
sam als  die  Differenz')  der  beiden  Punkte  P  und  P^.  Er  kann  durch 
die  der  Länge,  Richtung  und  dem  Sinne  nach  gegebene  Strecke,  die  von 


*)  Insbesondere  wird  im  Text  nur  ganz  beiläufig  auf  imaginäre  Baum^ 
elemente  and  die  Verallgemeinerangen  auf  Nichteuklidische  Geometrie  einge- 
gangen, ebenso  bleibt  die  Verwendung  höherer  komplexer  Zahlen  auageschloBsen. 

1)  HamiUon,  Lectures  on  Quatemions,  London  1858,  Introduction. 

2)  HamiUon,  Lectures,  sowie  (Jrassmann,  Die  lineale  Ausdehnungslehre  (1844), 
Werke  1\  besonders  aber  die  zweite  Ausdehnungslehre  (1862),  Werke  1*. 

Crrassmann  rechnet  in  Anlehnung  an  Moebius^  barycentrischen  Kalkül 
direkt  mit  Punkten,  indem  er  fär  einen  beliebigen  Punkt  P  den  Ausdruck 
P  s=  0  -\-  xe^  -\-  ye^  -f~  ^^  ansetzt,  wenn  0  den  Eoordinatenursprung,  x,  y,  s 
die    Koordinaten    von    P   und    e^,   e,,   e^    Einheiten    bedeuten.      Dann    wird 

P  —  Po  ■■  (*  ~  *o)  ^  +  (y  —  yo)  ^j  +  (^  —  ^o)  *«  6"^  Vektor  oder,  wie  Orasi- 
mann  sagt,  eiue  Strecke.  Hamilton  hat  diesen  symbolischen  Ausdruck  fBr  den 
Vektor  auch,  nur  schreibt  er  t,  j,  k  für  f^,  fo,  e^.. 
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seinem  Anfangspunkte  P^  nach  seinem  Endpunkte  P  hinfülirt;  voll- 
kommen dargestellt  werden^  und  jede  Orösse  im  Raume^  der  ausser  einem 
zahlmässigen  Betrage  eine  bestimmte  Richtung  und  ein  Sinn  zukommt^ 
kann,  weil  sie  eine  solche  Darstellung  zulässt,  als  ein  Vektor  betrachtet 
werden.  Wenn  man  die  einen  Vektor  darstellende  Strecke  parallel 
mit  sich  verschiebt,  so  bleiben  die  Komponenten  X,  Y,  Z  dieselben, 
der  Vektor  ändert  sich  also  nicht.  Jeder  Vektor  ist  mithin  ursprüng- 
lich ein  freier  Vektor,  indem  sein  Anfangspunkt  beliebig  bleibt.  Ist 
dieser  Anfangspunkt;  aber  im  Räume  festgelegt,  so  soll  im  folgenden 
von  einem  gebundenen  Vektor  gesprochen  werden.  Das  Quadrat  der 
Länge  des  Vektors,  JS^  =  X*  +  F*  +  Z^,  ist  die  einzige  Invariante  *) 
des  Vektors,  indem  jede  Funktion  seiner  Komponenten,  die  von  der 
Wahl  des  Koordinatensystems  unabhängig  ist,  sich  als  Funktion  dieser 
Grosse  iZ'  darstellen  lassen  muss. 

Die  Komponenten  X,  Y,  Z  selbst  bleiben  wohl  bei  einer  Parallel- 
verschiebung des  Koordinatenkreuzes  ungeändert,  bei  Drehung  desselben 
verändern  sie  sich  aber  wie  die  Punktkoordinaten,  und  bei  Inversion, 
wenn  die  Punktkoordinaten  ihr  Vorzeichen  wechseln,  kehrt  sich  auch 
ihr  Vorzeichen  um.  Drei  Grössen,  welche  sich  in  dieser  Weise  ver- 
halten, lassen  sich  andererseits  immer  als  Komponenten  eines  (freien) 
Vektors  interpretieren*). 

2.  Addiücii  und  Sabtraktion  der  Vektoren.    Hieraus  folgt,  dass 

wenn  X,  F,  Z  und  X',  Y',  Z'  die  Komponenten  zweier  Vektoren  95 

und  SB'  sind, 

X+X',     Y-^Y\    Z+Z' 

wieder  die  Komponenten  eines  Vektors  werden; 
derselbe  wird  als  Summe  der  beiden  ersten  Vek- 
toren bezeichnet.     Analog  sind 

X  — X',   r— r,  z—Z' 

die  Komponenten   eines   Vektors,    welcher   als   die 

Differenz  der  beiden  gegebenen  Vektoren  anzusehen     "      Yis.  i. 

ist.     Stellt  die  Strecke  von  einem  Punkte  0  nach 

einem  Punkte  P  den  ersten  Vektor  9S  dar,  eine  Strecke  OF'  den  zweiten 

Vektor  95',  so  wird  die  Summe  von  9S  und  95'  durch  die  Strecke  OP" 


3)  Sowie  im  Texte  durchgehends  nur  rechtwinklige  Carteaische  Koordinaten 
benutzt  werden,  bezieht  sich  der  Ausdruck  Invarianz  daselbst  immer  nur  auf 
den  Wechsel  solcher  Koordinatensysteme. 

4)  Wegen  dieser  Art,  geometrische  Grössen  durch  ihr  Verhalten  bei 
Koordinatentransformation  zu  charakterisieren,  vergl.  F.  KUm,  Zeitschr.  f.  Math, 
u.  Phys.  47  (1902),  p.  237. 


130  IV  2.  H.E.  Timerding.   Geometr.  Qnmdleg  d.  Mechanik  e.  staneii  KOipen. 

dargestellt^  wenn  P"  gegen  P'  dieselbe  Lage  hat  wie  P  gegen  0  und 
damit  P"  gegen  P  dieselbe  Lage  wie  P'  gegen  0.  OPP"P'  sind 
dann  die  Ecken  eines  Parallelogramms ^  PP"  ist  dessen  eine  Diago- 
nale^  und  die  andere  Diagonale  P'P  repräsentiert  die  Differenz 
85  —  95'  der  beiden  gegebenen  Vektoren  SS  und  85'.*) 

3.  FlangrösBen.  Projiziert  man  das  in  Rede  stehende  Parallelo- 
gramm auf  die  drei  Eoordinatenebenen,  so  werden  die  Flacheninhalte 
dieser  drei  Projektionen 

L  =  YZ'—ZY\      M=ZX'—XZ',      N=XT-YX'. 

Ihre  Verhältnisse  legen  die  Stellung  der  Ebene  des  ParaUelogrammes 
fest,  indem  die  Richtungscosinus  einer  Normalen  der  Ebene  sich  zu 
einander  verhalten  wie  diese  Grössen  L^  M,  N.  Die  Quadratwurzel 
aus  jF*  =  L*  +  Jf  *  +  jY*  ist  dem  Flächeninhalte  des  ParaUelogrammes 
gleich.  Zu  dem  Parallelogramme  gehört  noch  ein  bestimmter  durch  die 
Vorzeichen  der  L,  M,  N  gegebener  Umlaufssinn,  der  geometrisch 
durch  die  Forderung  fixiert  werden  kann,  dass  der  erste  Vektor  S 
vor  dem  zweiten  Vektor  85'  durchlaufen  werden  soll. 

Wir  gelangen  auf  diese  Weise  zu  einer  dem  Vektor  analogen 
Grösse,  die  geometrisch  durch  ein  Parallelogramm  von  bestimmtem 
Inhalte  und  bestimmtem  Umlaufssinne  in  einer  Ebene  von  bestimmter 

Stellung  veranschaulicht  wird  und  hier  mit  einem 
von  Orctösmann  herrührenden  Ausdruck  als  eine 
PUmgrösse^)  bezeichnet  werden  soll  und  zww  als 
eine  freie  Plangrösse,   indem  wir  von  einer  ge- 
bundenen Plangrösse  sprechen,  wenn  das  Parallelo- 
gramm einer  völlig  bestimmten  Ebene  angehören 
solL    Letzteres  ist  beispielsweise  der  Fall,  wenn 
85  und  85'  zwei  gebundene  Vektoren  mit  demselben  Anfangspunkte 
sind.     Die    Projektionen   L,  Jlf,  N  des   ParaUelogrammes    auf   die 
Koordinatenebenen  sind  die  Komponenten  der  Plangrösse.    Wird  nun 


5)  Die  Regeln  für  die  Addition  tind  Subtraktion  der  Vektoren  hat  wohl 
zuerst  G.  Beilkmtis  gegeben,  Annali  di  Scienze  del  Regno  Lombardo  Veneto  6 
(1835),  p.  244.    Er  bezeichnet  die  Vektorengleichheit  als  ÄquipoUeng. 

6)  Grassmann  gebraucht  das  Wort  (Ausdehnungslehre  von  1844)  nur  für 
den  an  eine  bestimmte  Ebene  gebundenen  Fl&cheninhalt,  also  für  das,  was  im 
Text  gebundene  Plangrösse  genannt  ist.  Für  die  freie  PlangrOsse  hat  er  nur 
das  Wort  ParaUelogramm.  Statt  PlangrOsse  sagte  er  sp&ter  lieber  Ebenen- 
grösse  (Ansdehnungslehre  von  1862).  H,  Graasmami  d.  J.  bringt  in  seiner  Ab- 
handlung: Schraubenbewegung  und  Nullsystem,  Halle  1899,  den  Aosdraok: 
Blatt  in  Vorschlag. 
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das  Eoordinatenkreuz  um  den  Ursprung  gedreht^  so  ist  auf  X,  Y,  Z 
und  X',  Y'y  Z'  dieselbe  homogene,  lineare  Transformation  anzuwenden 
wie  auf  die  Punktkoordinaten  selbst.  Infolge  der  Bedingungen,  denen 
die  Koeffizienten  einer  solchen  Transformation  unterliegen,  resultieren 
für  die  Z,  Jlf,  'S  genau  dieselben  Transformationsformeln.  Eine 
Parallelyerschiebimg  des  Koordinatensystems  übt  auf  die  Komponenten 
der  Plangrosse  keinen  Einfluss  aus.  Aber  auch  durch  Inversion 
werden  diese  Komponenten  im  Gegensatz  zu  den  Komponenten  eines 
Vektors  nicht  geändert.  Zeigen  andererseits  drei  Grössen  bei  Koor- 
dinatentransformation das  angegebene  Verhalten,  so  lassen  sie  sich 
immer  ak  die  Komponenten  einer  Plangrösse  interpretieren. 

Trägt  man  in  einer  zu  der  Ebenenstellimg  des  Parallelogrammes 
senkrechten  Richtung  unter  Zugnmdelegung  eines  beliebigen  Maass- 
stabes eine  Strecke  gleich  dem  Inhalte  des  Parallelogranunes  ab, 
ordnet  endlich  den  Sinn  der  Strecke  in  bestimmter  Weise  dem  Um- 
laufssinne des  Parallelogrammes  zu,  z.  B.  so,  dass  für  einen  in  der 
Bichtung  der  Strecke  auf  der  Ebene  des  Parallelogrammes 
aufrecht  stehenden  Beobachter  der  Umlauf  des  Parallelo- 
grammes im  Sinne  des  Uhrzeigers  erfolgt,  dann  hat 
man  so  der  Plangrösse  einen  bestimmten  Vektor  zu- 
geordnet^, und  man  findet  die  Sunune  beliebig  vieler 
Plangrössen,  indem  man  zu  ihnen  aUen  den  zugehörigen  ^  1  'J 
Vektor  sucht,  diese  Vektoren  gemäss  der  Parallelo-  p-  ^ 
grammkonstruktion  vereinigt  imd  an  die  Stelle  des 
resultierenden  Vektors  wieder  die  entsprechende  Plangrösse  setzt. 
Der  so  jeder  Plangrösse  zugeordnete  Vektor  heisst  nach  Grassmann 
deren  Ergimsnmg,  Die  Zuordnung  von  Plangrössen  und  Vektoren 
bleibt  bei  beliebiger  Verrückung  des  Koordinatensystems  ungestört, 
durch  Inversion  aber  wird  sie  aufgehoben;  hat  man  eine  Inversion 
angewandt,  so  muss  man  den  Sinn  jedes  Vektors  erst  umkehren, 
damit  er  der  Plangrösse,  der  er  vorher  ziigeordnet  war,  aufs  neue 
entspreche. 


7)  Infolge  Voranstellimg  einer  solchen  Verabredung  gelangt  HamiUon 
überhaupt  nicht  zu  dem  selbständigen  Begriffe  der  Plangrösse,  da  er  dieselbe 
sofort  durch  den  zugehörigen  Vektor  ersetzt;  er  bleibt  in  dieser  Hinsicht  hinter 
Ofoasnumn  zurfick.  Erst  J.  Gl,  MaxweU  (Treatise  on  electricitj  and  magnetism, 
London  1878,  Einleitung,  ausserdem  Lond.  Math.  See.  Proc.  8  (1871),  p.  884  <-> 
Papers  8,  p.  867)  unterschied  wieder  die  eigentlichen  Vektoren  als  tran8lat<h 
risdie  von  den  PlangrOssen  als  rotatarinchen  Vektoren.  W.  Voigt  sagt  statt 
translatorisch  polar,  statt  rotatorisch  axial  (Kompendium  d.  theoretischen  Physik, 
Leipzig  1896).  Vgl.  die  n&heren  Angaben  in  IV  14,  8  {Abraham). 
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4.  Skalare  erster  und  zweiter  Art.  Bildet  man  aus  den  Kom- 
ponenten X,  Y,  Z  und  X\  Y\  Z'  zweier  Vektoren  8  und  8J'  den 
Ausdruck 

80  heisst  dieser  nach  Grassmavm  das  innere  Produkt^  der  beiden 
Vektoren  und  ist  gleich  dem  Produkte  aus  deren  Längen  und  dem 
Cosinus  des  Winkels^  den  ihre  Richtungen  einschliessen.  Er  ist 
somit  eine  simultane  Invariante  der  beiden  Vektoren  und  hat  die 
Eigenschaft^  bei  Eoordinatentransformation^  die  Inversion  inbegriffen, 
völlig  ungeändert  zu  bleiben.  Eine  Grösse,  die  von  Bewegungen  des 
Koordinatensystems  unabhängig  ist,  wird  heutzutage  AllgAniAiii  ein 
Skalar^)  genannt,  imd  wenn  sie  ausserdem  bei  Inversion  ungeändert 
bleibt,  wie  der  vorliegende  Ausdruck,  kann  man  sie  als  einen  Skakir 
erster  Art  bezeichnen  (vgl.  F,  Klein,  Fussn.  4,  sowie  IV 14, 14  {Abraham)), 
Vereinigt  man  nun  in  entsprechender  Weise  die  Komponenten 
Z»,  My  N  einer  Plangrösse  mit  den  Komponenten  X",  Y",  Z"  eines 
Vektors  SS"  zu  dem  Ausdrucke 

LX"^MY"^IfZ" 

oder  bildet  man,  was  dasselbe  ist,  aus  den  Komponenten  der  irti 
Vektoren  98,  98',  98"  die  Determinante 

X      Y      Z 

X    r   z' 

Z"     T'    Z" 

so  stellt  diese  das  Volumen  des  Parallelepipeds  (Spates)  dar,  das 
die  mit  den  Anfangspunkten  an  einander  gerückten  Vektoren  93,  8', 
98"  bestimmen.  Dieser  Ausdruck  heisst  nach  Grassmann  ^®)  das  äussere 
Produkt  der  drei  Vektoren.  Er  bleibt  bei  Verschiebung  und  Drehung 
des  Koordinatensystems  ungeändert,  wechselt  aber  bei  Inversion  sein 
Vorzeichen  und  ist  deshalb  ein  Skalar  zweiter  Art  Die  Plangrosse 
mit  den  Komponenten  L,  My  N  ist  selbst  ak  das  äussere  Produkt 
der  ßwei  Vektoren  93  und  93'  anzusehen. 

6.  Linienteile.  Grassmann  hat  nun  weiter  sogenannte  lAmen- 
teäe^^)  betrachtet,  die  durch  sechs  Grössen 

8)  Ausdehnungslehre  (1844)  und  bes.  Geometrische  Analyse  (Werke  1*, 
p.  849  ff.). 

9)  Der  Ausdruck  rährt  von  Hamilton  her.  Zuerst  Phil.  Mag.  (3)  26  (1848X 
dann  in  den  Lectures  on  Quatemions  (1858)  und  den  nach  des  Verfassers  Tode 
herausgegebenen  Elements  of  Quatemions. 

10)  Ausdehnungslehre  (1844),  §  33  ff. 

11)  Ausdehnungslehre   von  1862.    In  der  ersten  Ausdehnungslehre  (1844) 
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X  =  x^  —  x^,  Y=y^  —  y^y  Z=z^  —  is^, 
^  =  yi^j  — ^i»s;  M=^g^x^  —  x^z^,  N  =  x^y^  —  y^x^ 
als  ihre  KoordifuUen  festgelegt  werden  und  durch  das  Symbol  [PQ] 
bezeichnet  werden  können^  indem  P  der  Punkt  mit  den  Koordinaten 
^9  ys9  ^S9  Q  ^^^  Punkt  mit  den  Koordinaten  x^,  y^,  z^  sein  soll. 
Das  Linienstück  PQ  kann  dann  in  seiner  geraden  Linie  noch  beliebig 
▼erschoben^  sonst  aber  nicht  abgeändert  werden,  ohne  dass  die  sechs 
Grössen  Xj  Yy  Zy  Ly  M,  N  sich  ändern.  Die  in  Bede  stehenden  sechs 
Orossen  charakterisieren  sonach  eine  Strecke  [PQ]  von  bestimmter 
L&Qge  und  bestinmitem  Sinne,  auf  einer  bestimmten  geraden  Linie  ^^). 
Übrigens  zerfallen  die  angeschriebenen  Koordinaten  in  die  Kompo- 
nenten X,  Ty  Z  eines  Vektors  und  die  Komponenten  Ly  M,  N  einer 
an  den  Koordinatenursprung  gebundenen  Plangrösse.  Wenn  man 
das  Koordinatenkreuz  parallel  verschiebt,  erhält  man  die  neuen  Koor- 
dinaten des  Linienteils 

X'    =Xy  r=      Yy  Z'    =     Zy 

L  =  L-Zy^^Ye^y    M'=M^Xz,+Zxoy    N'=N-Yx^+Xy„ 

wo  x^y  y^y  Zq  die  Koordinaten  des  neuen  Ursprunges  Pq  im  alten 
Systeme  bezeichnen.  Bei  Drehung  des  Koordinatenkreuzes  transfor- 
mieren sich  Xy  Yy  Z  und  i,  Jf,  N  wie  Punktkoordinaten  Bei  In- 
version wechseln  Xy  Y,  Z  ibi  Vorzeichen,  während  L,  Jf,  N  un- 
geandert  bleiben.  Die  Gfrösse  X*  +  F*  +  Z*,  nämlich  das  Quadrat 
seiner  Länge,  ist  die  einzige  Invariante  des  Linienteils,  der  Ausdruck 
iX+  JfY-f"  NZy  welcher  bei  der  Koordinatentransformation  eben- 
falls formal  ung^ndert  bleibt,  ist  von  Hause  aus  identisch  Null, 
umgekehrt  lassen  sich  sechs  Gfrössen  X,  F,  Z,  L,  M,  Ny  die  bei 
Koordinatenverwandlung  das  angegebene  Verhalten  zeigen  und  fQr  welche 
iX+ Jf  Y+iVZ  verschwindet,  immer  als  Koordinaten  eines  Linien- 
teils auffassen. 

Die  Verhältnisse  der  sechs  Grössen  X,  F,  Z,  L,  My  N  legen  die 
gerade  Linie,  welcher  der  Linienteil  angehört,  eindeutig  fest  Diese 
sechs  Ghrössen,  als  blosse  Verhaltnisgrössen  betrachtet,  werden  deshalb 
seit  Plücker^)  und  Cayley^^)  als  Linienkoordinaten  bezeichnet. 

sagt  Grassmann  hierfür  Liniengrösse.  Vgl.  insbesondere  die  §§  197—206.  In 
neuerer  Zeit  sind  die  Bezeichnungen  ^linienflüchtiger  Vektor**  und  „Stab**  vor- 
geschlagen worden  (Budde,  Mechanik  2,  p.  665,  bez.  H.  Chrtusmann  d.  J,  in  der 
in  Fussn.  6  genannten  Abhandlung).  Letztere  Bezeichnung  wird  auch  von 
Shidy  verwendet  (Dynamen). 

12)  Vgl.  J,  Flacker,  Fundamental  views  regarding  mechanics,  Lond.  Phil. 
Trans.  166  (1866)  -=  Qea,  Abh.  1,  Leipzig  1892,  p.  646. 

13)  Man  ygl.  ausser  den  vorläufigen  Mitteilungen  Lond.  Roy.  Soc.  Proc.  14 
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6.  Bin  Idnienteil  als  Summe  zweier  anderen  Linienteile. 
Foinsot'sohe  Paare.  Wenn  die  Linien  l  und  V  zweier  Linienteile 
sich  schneiden,  so  genügen  ilire  Koordinaten  X, . , ,  und  X', . . .  der 
Bedingung 

XL'  +  YM'  +  ZN^-i-  LX  +  MY'  +  NZ'=  0. 

Die  Summen  entsprechender  Koordinaten  X  -f-  X\  . . .  sind  dann  wieder 
die  Koordinaten  eines  neuen  Linienteils,  der  als  die  Summe  der  beiden 
gegebenen  Linienteile  anzusehen  ist;  die  Linie  dieses  neuen  Linien- 
teiles geht  durch  den  Schnittpunkt  der  Linien  l  und  V  und  liegt 
mit  denselben  in  einer  Ebene.  Die  beiden  gegebenen  Linienteile 
können  durch  zwei  Strecken  [PQ]  und  [PQ']  mit  gemeinsamem  An- 
fangspunkte P  dargestellt  werden^  und  ihre  Summe  wird  dann  durch 
die  Strecke  [P^"]  gegeben,  wenn  PQQ"Q'  die  Ecken  eines  Parallelo- 
gnunmes  sind.  Man  nennt .  den  so  gefandenen  Linienteil  die  Besulr 
tonte  der  beiden  gegebenen. 

Wenn  die  Linien  l^  und  Z,  zweier  Linienteile  [P^  Q^]  und  [P,  QJ 
paräUel  sind,  so  ist  die  Summe  derselben  wieder  ein  Linienteil  [PQ], 
dessen  Linie  den  Linien  l^  und  Z,  parallel  in  deren  Yerbindungsebene 
verläuft  und  ihren  Abstand  im  umgekehrten  Verhältnisse  zu  der  Länge 
der  zugehörigen  Linienteile  teilt.  Die  Länge  von  [PQ]  ist  gleich  der 
Sunune  der  Längen  von  [P^  Q^]  und  [P^  Q,].  Sind  jedoch  diese  Längen 
gleich,  der  Sinn  der  Linienteile  aber  entgegengesetzt,  so  haben  wir 
einen  Ausnahmefall,  indem  der  resultierende  Linienteil  in  unend- 
liche Entfernung  rückt,  während  seine  Länge  gleichzeitig  unendlich 
klein  wird. 

Eine  solche  Grösse,  die  sich  aus  zwei  entgegengesetzt  gerichteten, 
gleich  langen  Linienteilen  zusanmiensetzt,  wollen  wir  hier  im  Hinblick 
auf  ihre  Bedeutung  in  der  Statik  des  starren  Körpers  ein  PoinsofBches 
Paar^^)  nennen.  Sie  ist  nichts  anderes  als  eine  freie  Plangrosse.  Da 
nämlich  X  +  X'  =  0,  F-f-  F  =  0,  Z-f-  Z'=  0  sein  soU,  ist  sie 
durch  die  drei  Koordinaten  £  =  Z  +  r,  2»  =  Jf -f- Jlf ',  3t-=^N+N' 
vollständig  charakterisiert,  die  sich  bei  Koordinatentransformation  in 
der  That  wie  die  Komponenten  einer  Plangrösse  verhalten.    Die  beiden 


(1866),  p.  68;  Lond.  Phil.  Trans.  166  (1866),  p.  726  =  Ges.  Abh.  1,  besonders 
p.  626 — 641,  Tor  allem  seine  Neue  Geometrie  des  Baumes.  Die  Idee  der  Linien- 
koordinaten hat  er  schon  1846  in  seinem  System  der  Geometrie  des  Baumes 
(Düsseldorf)  auseinandergesetzt. 

14)  Quart.  J.  of  math.  8  (1860),  p.  226;  ibid.  6  (1862),  p.  81  =  Collected 
Papers  4,  p.  446,  490. 

16)  Poinsot,  äl^ments  de  statique,  1.  ^d.,  Paris  1804.  Vgl.  im  Texte  Nr.  86. 
Study  (Dynamen)  sagt  „St&bepaar'^ 
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parallelen  und  gleichen  Linienteile  bilden  ein  Parallelogramm^  welches 
die  PlangFOSse  geometrisch  repräsentiert,  und  hieraus  ist  klar,  dass 
ein  Patnso^sches  Paar  vollkommen  bestimmt  ist  durch  die  Stellung 
der  Verbindungsebene  der  beiden  Linienteile,  das  Moment  des  Paares, 
nämlich  den  Inhalt  des  von  den  Linienteilen  gebildeten  Parallelo- 
grammes,  und  den  /Smn,  in  dem  das  Parallelogramm  durchlaufen 
werden  muss,  wenn  dieser  Umlaufssinn  in  zwei  Seiten  mit  der  Richtung 
der  beiden  Linienteüe  zusammenfallen  soU. 

Nach  dem  Gesagten  vereinigen  sich  auch  beliebig  viele  Linien- 
teile in  den  beiden  besonderen  Fallen,  dass  entweder  die  Linien  aller 
Linienteile  durch  einen  Punkt  gehen  oder  sie  alle  zu  einander  parallel 
sind  oder  in  einer  Ebene  liegen,  immer  wieder  zu  einem  Linienteile, 
wobei  nur  im  letzteren  Falle  möglicherweise  ein  PoinsofscIiQa  Paar 
als  Resultante  auftritt. 

7«  laüüensammen.  Im  allgemeinen  Falle  ist  die  Summe  [PQ] 
-|-[P'^']  zweier  Linienteile  [PQ]  und  [P'ö']  nicht  wieder  ein 
Linienteil,  sondern  eine  neue  geometrische  Grösse,  die  wir,  um  einen 
kurzen  Ausdruck  zu  haben,  als  Liniensumme  bezeichnen  wollen  ^^). 
Durch  die  sechs  Grössen 

Q'^L  +  r,    m^M+M',  yt  =  N  +  N' 

iBt  diese  Liniensumme  rein  formal  definiert,  indem  vorlaufig  nur  fest- 
gesetzt sein  soll,  dass  aus  zwei  Paaren  von  Linienteilen  dieselbe 
Liniensumme  resultiert,  wenn  in  jedem  Paare  entsprechende  Koardi- 
naten  der  Linienteile  dieselbe  Summe  ergeben.  Die  so  definierten 
Koordinaten  einer  Liniensumme  verhalten  sich  bei  Eoordinatentrans- 
formation  wie  die  Koordinaten  eines  Linienteils. 

Als  Invarianten  einer  Liniensumme  erweisen  sich  die  Ausdrücke 

5*  +  r  +  3'    und    £3£  +  3»J)  +  5R3, 
und  zwar  ist  der    erste    ein   Skalar   erster,   der  zweite    ein   Skalar 
zweiter  Art    Der  erste  ist  das  Quadrat  der  Länge  9t  des  Vektors, 
der  sich  ei^ebt,  wenn  man  die  Linienteile   [PQ\  und  [P'Q'J   wie 
freie  Vektoren  behandelt  und  zusammenfügt.     Der  zweite  Ausdruck 

16)  Viel&ch  wird  dafClr  das  Wort  Streckensystem  gebraucht,  so  von  Scheu 
(Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte)  und  von  H.  Mohr  in  seinen  zahlreichen 
Arbeiten  (die  meiBtenB  im  Civilingenieur  erschienen).  E.  Budde  (Mechanik  2,p.  611) 
sagt  Vektorensystem,  indem  er  den  Linienteil  als  linienflüchtigen  Vektor  be- 
seichnet,  oder  spricht  auch  von  einer  heterc^tischen  Summe  solcher  linienflüch- 
tigen Vektoren,  d.  h.  einer  Summe,  die  von  verschiedenen  Linien  hergenommen  ist. 
Study  sagt  St&besomme. 
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stellt  sich  in  den  Koordinaten  der  beiden  komponierenden  Liniemteüe 
folgendermassen  dar: 

Zr  +  YM'+ZN'+LX'+  MT+  NZ\ 

Das  ist  nichts  anderes  als  [PQP'Q^,  wenn  man  hieronter  die  vier- 
reihige,  ans  den  Koordinaten  der  yier  Punkte  P,  Q,  P\  Qf  gebildete 
Detenninante 
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versteht,  welche  das  sechsfache  Yolmnen  des  von  den  vier  Punkten  ge- 
bildeten Tetraeders  darstellt.  So  ergiebt  sich  ein  zuerst  von  M.  ChasHes 
au^stellter  Satz^^),  der  in  unserer  Terminologie  folgendermassen 
lautet:  Wie  eine  Liniensumme  auch  aus  zwei  Linienteilen  zusammen- 
gesetzt werden  mag,  immer  ist  das  Volumen  des  Tetraeders,  das  die 
zwei  Linienteile  bestimmen,  dasselbe. 

Die  Gleichung  SX  +  äRg)  -f  9^3  =  0  drückt  die  Bedingung  daf&r 
aus,  dass  die  Liniensumme  sich  auf  einen  Linienteil  reduziert;  wir  kommen 
dann  wieder  auf  die  Entwickelungen  der  vorigen  Nummer  zurück. 
Die  Gleichung  3E^  -f*  9^  H"  3'  "^  ^  fallt,  wenn  man  sich  auf  das  reelle 
Gebiet  beschrankt,  in  die  drei  Gleichungen  3£  =  0,  g  =  0,  3™"0 
auseinander,  welche  die  Gleichung  2X  -^  9R|D  -f-  913  ^^  ^  nock  sich 
ziehen  und  ausdrücken,  dass  die  Liniensumme  sich  auf  ein  Potnso^'sches 
Paar  reduziert. 

Wenn  irgend  sechs  Grössen  im  Räume,  X,  D,  3;  S?  ^f  ^  sich 
bei  Parallelverschiebung  des  Koordinatenkreuzes  so  transformieren, 
dass  3E,  9,  3  und  die  Verbindung  fiX  +  SRg  +  913  ungeandert 
bleiben,  und  wenn  bei  Drehung  3E,  D,  3  ^^^  ^f  ^f  ^  sich  wie 
Punktkoordinaten  transformieren,  während  bei  Inversion  S,  SDt,  9t  un- 
geandert bleiben,  3i,  fj,  Q  Uhr  Zeichen  wechseln,  dann  definieren  diese 
sechs  Grössen  eine  Liniensumme.  Es  liefert  also  insbesondere  die 
Addition  beliebig  vieler  Linienteile  keine  allgemeinere  Grösse  wie  die 
Addition  nur  zweier  Linienteile. 

8.  Die  Oentralaxe  einer  Liniensumme.  Eine  beliebige  Linien- 
summe mit  den  Koordinaten  X,  J),  3;  ^f  äß^  ^  Va^st  sich  zusammen- 
setzen  aus  einem   Poinsofschen.    Paare    und   einem  Linienteile,   der 


17)  Mitgeteilt  von  Chrgonne  in  seinen  Ann.  de  math.  18  (1828),  p.  872. 
Man  vgl.  auch  den  Aufsatz  von  Ä.  F,  Moebius,  J.  f.  Math.  4  (1829),  p.  179  » 
Werke  3,  p.  499. 
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gegen  die  Ebenenstellung  des  Poinsot'schen  Paares  normal  ist.  Die 
Linie  dieses  Linienteils  heisst  dann  die  CentrcUaxe  der  Liniensnmme^^). 
Die  Komponenten  des  Painsofsehen  Paares  haben  in  diesem  Falle 
die  Form  kdi,  k'^,  k]^,  also  werden  die  Koordinaten  des  resultieren- 
den Linienteils 

X,  D,  3,  s  -  *3e,  3»  -  Ä;9,  91 -*3, 

und  aus  der  notwendigen  Bedingungsgleichung  zwischen  diesen  Ko- 
ordinaten 

ergiebt  sich 

3e'  +  r  +  8'  ' 

sodass  die  Ausdrücke  fOr  die  Koordinaten  des  Linienteils  in  3£,  |),  3> 
S,  äR,  3t  bis  zum  dritten  Grade  ansteigen.  Da  andererseits  das  Moment 
dieses  Poinsot'achea  Paares 

"       VX*  +  9*  +  3* 

et 

ist,  so  wird  auch  X;  =»  ^ .    Diese  Grösse  soll  in  Anlehnung  an  J.  Plücker 

weiterhin  der  Pa/rameter  der  Liniensumme  heissen.  Reduziert  sich  die 
Liniensumme  auf  einen  einzelnen  Linienteil^  so  ist  f^  =  0  und  also 
k  =  0,  %  und  91  können,  ohne  dass  H,  %  3  ^®  ^^  TSvXi  werden, 
nur  für  imaginäre  Liniensummen  gleichzeitig  verschwinden.  Für  ein 
Potn^o^'sches  Paar,  d.  h.  wenn  X,  ?),  3  =  0,  werden  %  und  91  eben- 
falls gleich  Null  und  von  der  Gentralaxe  ist  dann  nur  die  Richtung 
festgelegt 

Für  die  Zusammensetzung  der  Liniensumme  aus  zwei  Linien- 
teilen kann  die  Linie  des  einen  Linienteiles  willkürlich  angenommen 
werden,  dann  ist  dadurch  die  Länge  dieses  Linienteiles  und  Linie  und 
Länge  des  anderen  Linienteiles  eindeutig  bestimmt.  Die  gemeinsame 
Normale  der  beiden  Linien  trifft  die  Gentralaxe  der  Liniensumme  unter 
rechtem  Winkel,  und  wenn  r^,  r,  die  kürzesten  Abstände  der  beiden 
Linien  von  der  Gentralaxe  bedeuten,  (p^,  (p^  die  Winkel,  unter  denen  sie 
dieeelbe  kreuzen,  so  ist  nach  M,  ChasUs  ^^)  r^  tang  9^  "=  ^^  tang  9^  =  k. 

9«  Das  gegenseitige  Moment  zweier  Liniensiunmen.  Sind 
[^ö]  +  [-P'ö1  und  [PiÖi]  +  [A'Öi']  zwei  Liniensummen,  deren 
Koordinaten  mit  X  . . .  und  3^^  •  •  •  bezeichnet  seien,  dann  ist  der 
Ausdruck 


18)  Vgl.  PwMOt,  J.  ^c.  polyt.  18  (1806),  p.  182. 

19)  Paris  C.  R.  16  (1848),  p.  1420. 
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eine  simoltaae  InTariante  dieser  beiden  Liniensummen.  Er  heisst  ihr 
gegenseitiges  Momeai*'')  und  hat  den  Wert 

Er  ist  also  gleich  der  sechsfachen  Summe  ans  den  mit  dem  richtigen 
Vorzeichen  genommenen  Volumina  der  yier  Tetraeder,  welche  sich  aus 
je  einem  Linienteil  der  ersten  Liniensumme  zusammen  mit  einem 
Linienteile  der  zweiten  Liniensumme  bilden  lassen  ^^)y  und  diese  Vo- 
lumensumme bleibt  sonach  ungeändert^  wie  auch  die  beiden  Linien- 
summen aus  je  zwei  Linienteilen  zusammengesetzt  werden  mögen. 

Tritt  an  die  Stelle  einer  der  beiden  Liniensummen  ein  Linienteil, 
so  reduzieren  sich  die  vier  Tetraeder  auf  zwei^  und  wenn  die  Lange 
des  Linienteils  insbesondere  =  1  ist;  so  heisst  die  Summe  der  beiden 
Tetraedervolumina  das  Moment  der  Liniensumme  für  die  gerade  Linie  g, 
welcher  der  Linienteil  angehört  ^^).  Diese  Definition  lasst  sich  auf 
den  Fall  erweitern^  dass  die  Liniensumme  sich  aus  beliebig  yiel  ge- 
gebenen Linienteilen  zusammensetzen  soll.  Nennt  man  dann  I^^  die 
Länge  eines  dieser  Linienteile,  9^  den  Winkel,  unter  dem  seine  Linie 
die  Linie  g  kreuzt  und  d^  den  kürzesten  Abstand  der  beiden  Linien, 
so  ist  das  Moment  der  Liniensumme  für  die  gerade  Linie  g  durch 
den  Ausdruck 

^Bid^  sin  g>i 

i 

dargestellt.  Verschwindet  dieses  Moment  für  eine  gerade  Linie,  so 
heisst  die  Gerade  nach  Moebius  eine  NuUUnie^^)  der  Liniensumme.  Ist  r 
ihr  kürzester  Abstand  von  der  Gentralaxe,  9  der  Winkel,  unter  dem 
sie  dieselbe  kreuzt,  so  wird  r  tang  9  =  X;,  und  in  dieser  Linie  liegt 
kein  Linienteil,  der  mit  einem  Linienteile  einer  anderen  geraden  Linie 
zusammen  die  vorliegende  Liniensumme  ergiebt^).  Sind  X^  T,  Z, 
Ly  Mf  N  die  Koordinaten  einer  Nulllinie,  so  muss 


20)  Vgl.  die  im  Text  folgenden  Erörterungen  über  Liniengeometrie  und  die 
weiter  unten  folgende  Fussnote  40. 

21)  Vgl.  G.  Battaglini,  Napoli,  Rend.  8  (1869). 

22)  Dieser  Begriff  ist^  seiner  statischen  Bedeutung  nach,  schon  sehr  alt. 
Man  findet  ihn  bei  L.  Euler  (Nova  Acta  Petropolitana  7  (1791))  und  ausführlich 
erörtert  bei  Prony  (Le9ons  de  m^canique),  Paisson  (Traitä  de  m^canique)  und 
Moebius  (Lehrbuch  der  Statik). 

23)  Lehrbuch  der  Statik  1,  §  84—88  =  Werke  3,  p.  178  ff. 

24)  Man  kann  den  Sachverhalt  auch  dahin  ausdrücken,  dass  iu  unendlicher 
Nachbarschaft  eine  Linie  liegt,  von  der  ein  Linienteil  zusammen  mit  einem 
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werden,  wenn  3E  . . .  die  Koordinaten  der  Liniensumme  sind.  Die  Null- 
linien bilden  nach  Plückef^B  Ausdruck  einen  linearen  Komplex^  indem 
ihre  Koordinaten  der  yorstehenden  linearen  Gleichung  genügen  (deren 
Koe£azienten  die  Koordinaten  der  zugehörigen  Liniensumme  sind). 
Der  lineare  Komplex  ist  durch  fünf  seiner  Strahlen  eindeutig  be- 
stimmty  und  insbesondere  lässt  sich  die  Centralaxe  aus  diesen  fünf 
Strahlen  konstruieren.  Hier  kommen  wir  also  in  Kontakt  mit  den 
Omndbegriffen  der  Liniengeometrie  j  deren  ausführlichere  Darlegung 
nach  Bd.  UI  gehört. 

Die  historische  Entwickelung  ist  geradezu  die  gewesen,  dass  eine 
Beihe  von  Beziehungen  für  die  Liniengeometrie  von  J,  Plücker, 
F.  Klein  u.  a.  vorab  entwickelt  waren,  ehe  sie  die  für  die  Mechanik 
der  starren  Körper  typische  Ausbildung  erhielten.  Wir  werden  hier- 
auf in  den  Anmerkungen  noch  wiederholt  zurückkommen^  und  er- 
wähnen hier  betreffs  der  liniengeometrischen  Entwickelungen  nur 
Folgendes: 

Sind  [7=  0  und  Z7'  =  0  die  Oleichungen  zweier  linearen  Strahlen- 
komplexe, so  nennt  man  alle  Komplexe  von  der  Gleichungsform 
D^  -}-  il  Z7'  =  0  ein  KompleaMschel  und  die  gemeinsamen  Strahlen 
eine  lineare  SirahlenkongruenjS]  die  Strahlen  dieser  Kongruenz  treffen 
zwei  bestimmte  gerade  Linien,  die  aber  auch  konjugiert  imaginär 
werden  oder  zusammenfaUen  können.  Drei  lineare  Strahlenkomplexe 
(und  damit  alle  Komplexe  des  durch  sie  bestimmten  Komplexbündels) 
haben  im  allgemeinen  die  eine  Regelschar  einer  quadratischen  Regel- 
fläche mit  einander  gemein. 

10«  Das  vektorielle  Moment  einer  Liniensumme  für  einen 
beliebigen  Punkt  und  das  Moebius'sohe  Nullsystem.  Ist  [PQ]  ein 
Linienteil,  Pq  irgend  ein  Punkt  des  Raumes  mit  den  Koordinaten 
Xq,  y^y  z^f  so  legen  die  beiden  Vektoren  P^P  und  P^Q  eine  ge- 
bundene Plangrösse  fest  (ygL  Nr.  3),  deren  Komponenten  durch  die 
Ghx)S8en  L'y  M\  N'  (vgl.  Nr.  6)  gegeben  sind.  Diese  Plangrösse  soll 
das  vektorieUe  Moment  des  Linienteils  für  den  Punkt  Pq  heissen. 
Tritt  nun  an  die  Stelle  des  Linienteils  eine  Liniensumme,  deren 
Koordinaten  X,  ^,  3,  fi,  3Jly  31  seien,  so  fügen  sich  die  yektoriellen 
Momente  aller  einzelnen  Linienteile  der  Liniensunmie  zu  dem  yektoriellen 


Linienteile   auf   der  Nulllinie   die  vorgelegte  LinienBumme   ergiebt,    nur  dass 
diese  beiden  Linienteile  unendlich  gross  werden. 

JSnejUop.  d,  m»th.  WitMiuch.   ly  t,  10 
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Momente  dieser  letzteren  selbst  zusammen,  und  man  findet  f&r  die 
Komponenten  dieses  Momentes  ^^} 

So  erscheint  an  jeden  Punkt  des  Raumes  eine  Plangrösse,  nämlich 
das  vektoridle  Moment  der  Liniensumme,  gebunden.  Diese  Plan- 
grösse kann  man  für  jeden  einzelnen  Punkt  P  zur  Anschauung 
bringen,  indem  man  in  einer  bestimmten,  durch  ihn  gelegten  Ebene  % 
ein  Flachenstück  von  bestimmtem  Inhalte  ^  markiert.  Dieser  seinem 
absoluten  Werte  nach  zu  nehmende  Inhalt  %  ist  dann  das  sktüairt 
Moment  der  Liniensumme  für  den  Punkt  P. 

Jede  durch  diesen  Punkt  gehende  gerade  Linie,  welche  gleich- 
zeitig in  der  Ebene  yt  liegt,  hat  die  Eigenschaft,  dass  für  sie  das 
Moment  der  Liniensumme  verschwindet.  Moebius  nennt  deswegen  die 
Ebene  n  die  Nullebene  des  Punktes  P  und  diesen  den  NuUpunki  Ton  x. 
Die  Beziehung  zwischen  Nullpunkt  und  Nullebene  ist  wechsel- 
weise eindeutig  ^^).  Bewegt  sich  ein  Punkt  auf  einer  geraden  Linie, 
so  dreht  sich  seine  Nullebene  um  eine  andere  gerade  Linie,  und  die 
beiden  Linien  sind  solche  zwei  Geraden  (siehe  oben  Nr.  b)  dass  sich 
durch  zwei  ihnen  angehörende  Linienteile  die  zugehörige  Liniensumme 
ersetzen  lässt.  Das  Moment  der  Liniensumme  wird  unter  allen  durch 
einen  Punkt  P  gehenden  geraden  Linien  für  diejenige  Linie  p,  welche  auf 
der  Nullebene  x  dieses  Punktes  senkrecht  steht,  am  grössten,  und  zwar 
gleich  dem  skalaren  Momente  ^  des  Punktes  P.  Für  irgend  eine  andere 
Linie  durch  P  wird  es  gleich  §  cos  oj,  wenn  o  der  Winkel  ist,  den  diese 
Linie  mit  der  Linie  p  bildet.  Trägt  man  also  das  Moment  auf  allen 
den  Linien,  die  durch  P  gehen,  von  diesem  Punkte  aus  als  Längen 
auf,  so  erfüllen  die  Endpunkte  der  so  gewonnenen  Strecken  eine 
Kugel  vom  Durchmesser  ^,  welche  in  dem  Punkte  P  dessen  Null- 
ebene X  berührt^'). 


26)  Durch  diese  Komponenten  definiert,  spielt  das  Moment  schon  bei  Promf 
eine  grosse  Rolle.  Er  nennt  aber  (Le9on8  de  mäcanique  1,  p.  200)  P.  S,  Laplaee 
als  den  eigentlichen  Urheber  der  Theorie,  mit  dessen  Prinzip  der  invariablen 
Ebene  sie  in  der  That  zusammenhängt  (M^canique  eheste  1,  Paris  1799,  eh.  6). 
Vgl.  hierzu  auch  die  Abhandlung  von  Poinsot:  Sur  le  plan  invariable  du  monde, 
die  den  späteren  Auflagen  seiner  ^I^ments  de  statique  angehängt  ist. 

26)  Diese  Punkt-Ebenenverwandtschaft  ist  schon  vor  Moebius  von  dem 
Italiener  G.  Giorgini  (Modena,  Mem.  della  Soc.  Ital.  detta  dei  Quaranta  20  (1828), 
p.  248 ;  vgl.  auch  ebenda  21  (1836),  p.  1),  ebenfalls  von  der  PotWÄOt'schen  Statik 
aus,  gefunden  worden. 

27)  Um  den  Nullpunkt  P  einer  Ebene  n  für  eine  vorgelegte  Liniensumme 
zu  finden,  hat  E.  CarvaUo  (Nouv.  ann.  (3)  12  (1893),  p  464^  das  folgende  Verfahren 
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Das  üfoß&ius'sche  NuUsystem  steht  zu  der  Cerdralaxe  der  Linien- 
Summe  in  einer  einfachen  Beziehung,  die  Moebius  selbst  gefunden 
hat.  Ist  nämlich  r  der  Abstand  des  Nullpunktes  von  der  Centralaxe, 
80  geht  die  Nullebene  durch  die  Linie  dieses  Abstandes  hindurch  und 
bildet  mit  der  Gentralaxe  einen  Winkel  9,  der  aus  der  Gleichung 

r  tang  9  =  i 

zu  bestinmien  ist  (wobei  der  Sinn,  in  welchem  dieser  Winkel  positiv 
zu  rechnen  ist,  vom  Koordinatensysteme  abhängt).  Die  Ebene,  welche 
einem  gegebenen  Punkte  als  NuUebene  zugeordnet  ist,  bleibt  ihm  also 
erstens  zugeordnet,  wenn  man  Punkt  und  Ebene  um  ein  beliebiges 
Stück  in  der  Richtung  der  Gentralaxe  verschiebt  oder  durch  einen 
beliebigen  Winkel  um  die  Gentralaxe  dreht.  Bewegt  sich  zweitens 
der  Punkt  auf  einer  Schraubenlinie,  deren  Axe  die  Gentralaxe  ist 
und  deren  Oanghöhe  den  für  alle  Ls^en  des  Punktes  konstanten 
Betrag  27ck  hat,  so  bleibt  die  Nullebene  immer  senkrecht  zu  der 
Bewegungsrichtung  des  Punktes  gestellt.  Auf  solchen  Schraubenlinien 
bewegen  sich  aber  alle  Punkte  des  Raumes  bei  einer  bestimmten 
Schraubenbewegung  um  die  Gentralaxe,  sodass  diese  Schraubung  der 
Liniensumme  in  eindeutiger  Weise  zugeordnet  ist,  sofern  man  nicht 
nur  von  ihrer  Geschwindigkeit,  sondern  auch  von  ihrem  Sinne  ab- 
sieht, indem  die  Bewegung  auch  immer  in  entgegengesetzter  Rich- 
tung erfolgen  kann.  Betrachten  wir  von  dieser  Bewegung  einen  Teil, 
der  in  einer  so  kurzen  Zeit  dt  erfolgt,  dass  die  Wege  aller  Punkte 
von  einer  geraden  Linie  nur  unmerklich  abweichen,  so  wird  die 
Länge  dieses  Weges  für  einen  beliebigen  Punkt  P  dem  skalaren 
Momente  der  Liniensumme  für  diesen  Punkt  proportional,  und  die 
Bichtung  des  Weges  ist  gleichzeitig  zu  der  Ebene  des  vektoriellen 
Momentes  normal.  Das  letztere  wird  also  durch  die  Wegstrecke  des 
Punktes  genau  so  repräsentiert,  wie  oben  die  Plangrösse  durch  ihren 
ergänzenden  Vektor*®). 


angegeben:  Man  bringe  in  dem  Schnittpunkte  der  Axe  einer  jeden  Kraft  mit 
der  Ebene  n  eine  Masse  an,  welche  der  Projektion  der  Kraft  auf  die  zu  der 
Ebene  senkrechte  Richtung  proportional  ist,  dann  ist  der  Schwerpunkt  aller 
dieser  Massen  der  Nullpunkt  P. 

28)  Um  dieses  nachzuweisen,  ist  nur  nötig,  die  Liniensumme  in  den  Linien- 
teil aof  der  Gentralaxe  von  der  Länge  9i  und  das  dazu  normale  Poinsofsche 
Paar  von  dem  Momente  k^  zu  zerlegen.  Dann  zerföllt  auch  das  vektorielle 
Moment  der  Liniensumme  für  einen  beliebigen  Punkt,  der  im  Abstände  r  von 
der  Gentralaxe  liegt,  in  zwei  Teile.  Der  Vektor,  welcher  in  der  angegebenen 
Weise  den  ersten  Teil  repräsentiert,  ist  zu  der  Gentralaxe  normal  und  hat  die 
Länge  91  r,  der  Vektor,  welcher  dem  anderen  Teile  entspricht,  ist  zu  der  Gentral- 

10* 


142   IV2.  H.E.Tmerding.   Oeometa*.  Grandleg.  d.  Mechanik  e.  stanen  KGrpen. 

In  neuester  Zeit  hat  E.  Study  (Dynamen,  1.  Lieferang)  eine  syste- 
matische Neudarstellung  des  ganzen  hier  berührten  Gebietes  in  seiner 
Bedeutung  für  die  Mechanik  begonnen,  wobei  er  die  Einzelfalle  Ton 
dem  jeweiligen  allgemeinen  Falle  sehr  viel  sorgfaltiger  absondert  und 
studiert,  als  es  in  dem  vorliegenden,  nur  die  grossen  Züge  wieder- 
gebenden Bericht  geschieht.  Es  ist  unmöglich  gewesen  die  Study'Qciien 
Entwickelungen  hier  einzuarbeiten,  zumal  dieselben  noch  nicht  voU- 
ständig  vorliegen  und  der  Verfasser  eine  von  der  sonst  üblichen  vielfach 
abweichende  Terminologie  gebraucht.  Um  so  nachdrücklicher  sei  auf 
das  Study'sGhe  Werk  an  dieser  Stelle  hingewiesen;  dieser  Hinweis 
möge  insbesondere  auch  für  den  nun  folgenden  Abschnitt  11  des  vor- 
liegenden Referates  mit  gelten. 

II.   Die  ersten  Sätze  der  Kinematik  des  starren  Korpers 

und  die  Ball'schen  Schrauben. 

11.   Jede  unendlich  kleine  Bewegung  eine  Schraubung.    Durch 

die  in  Nr.  10  gegebenen  Bemerkungen  sind  die  vorhergehenden  Eni- 
wickelungen  mit  der  Kinematik  in  Verbindung  gebracht,  indem  an  die 
Stelle  einer  Liniensumme  eine  unendlich  kleine  Bew^ung  oder  Yer- 
rückung  des  Raumes  getreten  ist.  Die  so  gewonnene  Bewegung  ist 
eine  Schraubung  um  die  Centrakuce  der  Lit^iensumnie,  Sie  ist  indessen 
durch  die  Liniensumme  nicht  eindeutig  bestimmt,  vielmehr  darf  noch 
für  irgend  einen  Pimkt,  wie  schon  gesagt,  innerhalb  der  Grenzen  des 
Unendlichkleinen  die  Grösse  und  der  Sinn  der  Verschiebung,  die  er 
erleiden  soll,  willkürlich  festgesetzt  werden.  Was  speziell  den  Sinn 
angeht,  so  kann  man  z.  B.  verabreden,  dass,  in  der  Richtung  des  in 
der  Centralaxe  liegenden  Linienteiles  gesehen,  die  in  der  Schraubung 
enthaltene  Drehung  in  dem  Sinne  des  Uhrzeigers  erfolgen  soll;  es 
wird  dann  auch,  in  der  Richtung  der  in  der  Schraubung  enthaltenen 
Translation  gesehen,  der  Sinn  des  zur  Gentralaxe  normal  gestellten 
Painsof sehen  Paares  mit  dem  Sinne  des  Uhrzeigers  zusammenfallen. 
In  erster  Linie  interessiert  die  Frage,  ob  die  Schraubenlinien, 
welche  bei  der  in  Frage  stehenden  Schraubung  von  den  Punkten  des 
Raumes  durchlaufen  werden,  links  oder  rechts  gewunden  sind.  Wir 
denken  uns  das  rechtwinklige  Koordinatensystem  immer  so  gewählt, 
dass  ein  in  der  Richtung  des  positiven  z  aufrecht  gestellter  Beobachter, 


axe  parallel  und  hat  die  Länge  k^.  Der  aus  diesen  beiden  resultierende  Vektor 
repräsentiert  in  der  That  das  Bahnelement  des  Punktes  bei  einer  Schraubong 
um  die  Gentralaxe  von  der  Ganghöhe  ^nk. 
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wenn  er  in  die  Richtung  des  positiven  x  sieht^  die  positive  Seite  der 
y-Axe  zur  Rechten  hat.  Es  gehören  dann  zu  positivem  It  Links- 
schrauben,  zu  negativem  Je  BechtsschrcMben.  Bei  der  Linksschraube 
ist  f&r  einen  längs  der  Axe  aufrecht  stehenden  Beobachter  mit  einer 
Drehung  von  vorne  nach  rechts  eine  Verschiebung  nach  oben  ver- 
knüpft und  bei  der  Rechtsschraube  eine  Verschiebung  nach  unten. 

Der  noch  fehlende  Nachweis^  dass  jede  unendlich  kleine  Be- 
wegung eines  starren  Körpers  wirklich  mit  einer  Scbraubung  überein- 
kommt'^),  lässt  sich  am  einfachsten  führen,  indem  man  die  Formeln 
für  eine  solche  Bewegung  aufstellt.  Ist  0  ein  beliebiger  Punkt  des 
Körpers,  der  zum  Koordinatenursprung  gewählt  wird,  so  muss  sich 
die  unendlich  kleine  Bewegung  auf  jeden  Fall  erreichen  lassen  durch 
eine  unendlich  kleine  Parallelverschiebung  und  eine  unendlich  kleine 
Drehung  des  Körpers  um  eine  durch  0  gehende  Axe.  Durch  die 
Parallelverschiebung  erleiden  die  Koordinaten  aller  Punkte  dieselben 
Änderungen,  die  mit  udt,  vdt,  wdt  bezeichnet  seien.  Ist  femer  gdt 
der  unendlich  kleine  Winkel  der  Drehung  und  sind  pIq^  q/q,  r/g 
die  Richtungscosinus  der  Drehungsaxe,  so  dass  9*  =  i>* -|- ff^  +  r^ 
dann  werden  die  Komponenten  der  Verrückung,  die  bei  der  unend- 
lich kleinen  Bewegung  ein  beliebiger  Punkt  des  Körpers,  mit  den 
Koordinaten  x^,  y^,  jSq,  erleidet: 

dXf^  =  (u  —  ry^  +  qss^)  dt, 
^Vo  =  (v  —  ps!o  +  rx^)  dt, 
dss^  =  (t€—  qx^  +  pyo)  ^^• 

Soll  nun  die  Bewegung  zu  einer  Liniensumme  mit  den  Koordinaten 
36,  5,  3,  2,  ÜR,  31  gehören,  so  muss  die  so  definierte  Verrückung  in 
der  angegebenen  Weise  auf  das  vektorielle  Moment  der  Liniensumme 
bezogen  sein.  Vergleicht  man  daraufhin  die  angeschriebenen  Glei- 
chungen f^r  dxQ ,  dy^ ,  dz^  mit  den  Ausdrücken  für  die  Komponenten 
des  vektoriellen  Momentes  (Nr.  10),  so  sieht  man,  dass  die  verlangte 
Beziehung  in  der  That  erreicht  wird,  indem  man  imter  Wegwerfimg  des 
Faktors  dt  setzt: 

Aus  der  gegebenen  Betrachttmg  folgt  zugleich,  dass  die  beiden  Schrau- 


29)  Diesen  Satz  gab  zuerst  G.  Mozei  in  einer  kleinen  Schrift:  Discorso 
matematico  sopra  il  rotamento  momentaneo  dei  corpi,  Napoli  1763.  Der  Beweis 
Mogßi'B  ist  aber  nicht  richtig.  Mit  ausreichender  Begründung  veröffentlichte 
Ä.  Cauchy  denselben  Satz,  ohne  Mozzt'a  Arbeit  zu  kennen,  in  seinen  Exercices  de 
mathämatiques  2,  Paris  1827,  p.  87  »  Oeuvres  (2)  7,  Paris  1889,  p.  94. 
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bungen,  die  auf  diese  Weise  bei  Benutzung  desselben  dt  zwei  ge- 
gebenen Liniensummeu  entsprechen ,  nach  einander  ausgef&hrt  die 
Schraubung  ergeben,  welche  der  Summe  dieser  beiden  Liniensummen 
zugeordnet  ist.  Einem  einzelnen  Linienteil  entspricht  eine  Drefiung, 
Unendlich  kleine  Bewegungen  sind  im  Gegensatze  zu  endlichen  inmier 
vertauschbar;  sie  addieren  sich  wie  die  entsprechenden  Liniensummen. 

12.    Analogie  der  Sohraubungen  und  Liniensunmien  ^).    Nach 

dem  Gesagten  muss  sich  jeder  Satz  des  ersten  Abschnittes  über 
Liniensummen  auf  die  Kinematik  der  unendlich  kleinen  Bewegungen 
eines  starren  Körpers  übertragen  lassen  ^^).  Wir  geben  nur  die  ein- 
fachsten Sätze,  indem  wir  übrigens  auf  IV  3  {Schönflies)  verweisen. 

1)  Wie  jede  Liniensumme  aus  zwei  Linienteilen,  so  lässt  sich 
jede  Schraubung  aus  zwei  einfachen  Drehungen  zusammensetzen. 
Die  Axe  u  der  einen  Drehung  kann  beliebig  angenommen  werden, 
dann  ist  die  konjugierte  Rotationsaxe  v  sowie  von  beiden  Drehungen 
Grösse  und  Sinn  bestimmt.  Bei  der  resultierenden  Schraubung  er- 
fährt die  Linie  ii  eine  blosse  Drehung  um  die  Linie  i;.  Alle  Punkte 
von  u  verschieben  sich  also  normal  zu  der  konjugierten  Rotationsaxe  v. 
Die  Linien  dieser  Verschiebungen  erfüllen  ein  Paraboloid,  und  die 
Normalen  desselben  in  den  Punkten  von  u  ein  zweites  Paraboloid; 
dieses  wird  von  denjenigen  normalen  Sekanten  der  Linie  u  gebildet^ 
welche  die  Linie  v  treffen.  Der  Scheitel  des  erstgenannten  Para- 
boloids  ist  der  Punkt,  in  dem  die  gemeinsame  Normale  der  Schrau- 
bungsaxe  und  der  Linie  u  die  letztere  trifft,  und  die  Tangentialebene 
in  diesem  Scheitel  ist  der  Schraubungsaxe  parallel,  während  sie  gleich- 
zeitig die  Linie  u  selbst  enthält. 

2)  Wie  zwei  Kräfte,  die  in  zwei  sich  schneidenden  oder  in 
parallelen  Linien  wirken,  zu  einer  resultierenden  Kraft,  setzen  sich  auch 
zwei  Drehungen  um  sich  schneidende  Axen  wieder  zu  einer  Drehung 
zusammen,  und  ebenso  zwei  Drehxmgen  um  parallele  Axen.  Für  ub- 
endlich  kleine  Drehungen  gilt  sonach  das  Parallelogramm-  und  das 
Hebelgesetz,  sobald  man  sich  jede  Drehung  durch  ein  Stück  ihrer  Axe, 


30)  Die  erste  richtige  Darstellung  der  Analogie,  welche  die  Linienteile 
und  unendlich  kleine  Drehungen  in  ihrer  Zusammensetzung  zeigen,  gab  Moebius^ 
J.  f.  Math.  18  (1838),  p.  189  =  Werke  1,  p.  546. 

31)  Die  folgenden  Sätze  riihren  zum  grossen  Teile  von  Chasles  her  (Paris 
C.  R.  16  (1843\  p.  1420).  Man  vgl.  die  zusammenfassenden  Darstellungen  von 
A.  Mannheim,  Gäom^trie  cin^matique,  Paris  1894;  Ä.Schoenflies,  Geometrie  der 
Bewegung,  Leipzig  1886,  und  das  üeferat  IV  3  von  Schoenflies;  G.  Koenigs, 
Le9on8  de  cinematique,  Paris  1897;  endlich  E.  Study,  Dynamen. 
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das  dem  unendlich  kleinen  Drehungswinkel  proportional  ist,  repräsentiert 
denkt.  Zwei  Drehungen  um  parallele  Axen  ergeben  nur  dann  keine 
resultierende  Drehung^  wenn  sie  gleiche  Gh-össe,  aber  entgegengesetzten 
Sinn  haben.  Dann  vereinigen  sie  sich  vielmehr  zu  einer  Parallel- 
yerschiebung  oder  Translation,  deren  Richtung  senkrecht  zu  beiden 
Drehungsaxen  ist,  während  ihre  Grösse  gleich  dem  Produkte  aus  dem 
Winkel  der  Drehungen  und  dem  Abstände  ihrer  Axen  wird.  Eine 
Translation  ist  ein  freier  Vektor,  und  beliebig  viele  Translationen 
setzen  sich  nach  den  Regeln^  die  für  die  Addition  der  Vektoren 
gelten^  immer  wieder  zu  einer  Translation  zusammen. 

3)  Dem  vektoridlen  Momente  einer  Liniensumme  für  einen  Punkt 
entspricht  die  Verrückung,  die  der  Punkt  bei  der  zugehörigen  Schrau- 
bung erfährt  Dem  Momente  der  Liniensumme  für  eine  gerade  Linie 
ist  die  Grösse  der  Verschiebung  analog,  die  bei  der  Schraubung  die 
Punkte  der  geraden  Linie  in  der  Richtung  derselben  erfahren.  Diese 
Verschiebung  ist  für  alle  diese  Punkte  in  der  That  gleich  gross. 
Jeder  Linie^  für  welche  das  Moment  verschwindet,  entspricht  sonach 
eine  Linie,  deren  sämtliche  Punkte  sich  normal  zu  ihr  verschieben '*). 
Der  geraden  Linie,  für  welche  unter  allen  durch  einen  bestimmten 
Punkt  gehenden  Linien  das  Moment  der  Liniensumme  am  grössten 
wird,  ist  die  Linie  analog,  in  welcher  sich  der  angenommene  Punkt 
verschiebt;  andererseits  erfährt  dieser  Punkt  imter  allen  Punkten  einer 
solchen  geraden  Linie  die  kleinste  Verschiebung.  Alle  diese  Linien 
bilden  einen  speziellen  quadratischen  Komplex  ^^). 

4)  Die  Linie  jp,  in  der  sich  ein  Punkt  P  verschiebt,  steht 
senkrecht  zu  der  aus  P  auf  die  Gentralaxe  gefällten  Normalen  Z,  und 
ist  r  der  Abstand  des  Punktes  P  von  der  Gentralaxe,  so  wird 
für   den    Winkel   9,   unter   dem  die  Linie  p  die  Gentralaxe  kreuzt, 

tang  9>  =»=  -T- '     Man  findet  dann  auf  demselben  Lote  {  der  Gentralaxe 

im  Abstände  r'=Ä;cotgg)  von  der  letzteren  einen  Punkt  P',  der 
sich  in  einer  zu  der  Linie  p  senkrechten  Linie  p'  verschiebt.  Die 
beiden  Linien  p  und  p'  haben  die  Eigenschaft,  dass  sich  die 
Schraubung  durch  zwei  einfache  Drehungen  um  sie  ersetzen  lässt. 
Legt  man  durch  eine  von  ihnen,  etwa  p,  imd  das  Lot  l  der  Gentral- 
axe eine  Ebene  jr,  so  steht  diese  auf  der  anderen  Linie  p  senkrecht 


32)  0.  Bodriffues,  J.  de  math.  6  (1840),  p.  880. 

83)  Den  besonderen  Charakter  dieses  Komplexes  erörtert  Ä.  Schoenflies 
(Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phjs.  28  (1888),  p.  229),  siehe  auch  Study  (Math.  Ann.  39 
(1891)  p.  486  ff.).    Vgl.  den  folgenden  Artikel  IV  3  {ßchoenfHes). 
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und  wird  von  derselben  in  ihrem  Nullpunkte  P  getroffen.  Die  Linie 
p\  die  in  der  Ebene  tc  liegt;  ist  dieser  Ebene  in^  eindeutiger  Weise 
zugeordnet,  und  in  ihr  wird  die  Ebene  jt  Ton  der  unendlich  benach- 
barten Ebene  geschnitten,  in  die  sie  durch  die  Schraubung  übergeht. 
p'  ist  nach  Qiasks'  Ausdruck  die  charäkterisHsche  Linie  der  Ebene  x. 
Diese  sämtlichen  Sätze  lassen  sich  natürlich  auch  unabluoigig  von 
der  Theorie  der  Liniensummen  und  ihrer  Koordinaten  rein  kinematisch 
beweisen. 

13.  Die  Ball*8ehen  Schrauben,  um  das  den  beiden  Begriffen 
Liniensumme  und  Schraubung  Gemeinsame  und  andererseits  wieder 
das  Unterscheidende  auszudrücken,  kann  man  beide  unter  der  Be- 
zeichnung Schraubengrösse  zusammenfassen  und  die  Schraubung  als 
Schraubengrösse  erster  Art  von  der  Liniensumme  als  Schraubengrösse 
zweiter  Art  unterscheiden.  Der  Unterschied  der  beiden  Grössenarten 
(p,  q,  r,  M,  V,  w)  und  (X,  %  3?  2,  ÜR,  SSV)  offenbart  sich  bei  Eoordinaten- 
transformation.  Während  ihre  Koordinaten  sich  bei  Parallelyersehiebung 
und  Drehung  des  Koordinatenkreuzes  gleichartig  verhalten,  wechseln 
bei  Liversion  ti,  t;,  w  ihr  Zeichen,  während  p,  g,  r  ungeändert  bleiben, 
und  wechseln  bei  der  Liniensumme  umgekehrt  die  drei  ersten  Koordi- 
naten X,  %  3  ^  Vorzeichen,  während  S,  SW,  91  ungeändert  bleiben**). 

Die  Schraubengrössen  erster  Art  finden  in  der  Ejnematik  des 
starren  Körpers  ihre  unmittelbare  Anwendung,  wie  wir  gerade  sehen. 
Aber  die  Schraubengrössen  zweiter  Art  sind  für  die  Mechanik  des 
starren  Körpers  nicht  minder  wichtig,  indem  sie  das  allgemeinste 
an  einem  solchen  Körper  angreifende  Kräfbesjstem  darstellen.  Sie 
sind  dann  nach  einem  P/ücA^er'schen  Ausdruck  als  Dyname  zu  be- 
zeichnen. Dies  wird  weiterhin  (in  dem  der  Statik  gewidmeten  Teile  III 
des  vorliegenden  Referates)  ausführlich  zu  behandeln  sein;  es  sei  aber 
schon  hier  erwähnt,  um  beiläufig  darauf  Bezug  nehmen  zu  können. 

Sir  Robert  Stawdl  BaU^^)  hat  nun  den  Gedanken  verfolgt,  in  der 
Gesamtheit  aller  Schraubenlinien  mit  gemeinsamer  Axe  und  Ganghöhe, 
die  sich  durch  das  grob  sinnliche  Bild  einer  Wendeltreppe  veran- 
schaulichen lässt  und  die  er  einfach  Schraube  (screw)  nennt^  den  ge- 
meinsamen   Träger    für    die    Schraubungen    imd    Dynamen**)    aufzu- 


34)  Der  Ausdruck  ^'  =  Xt*  +  8v  +  gw?  +  Sp  +  3Rgr  +  Sir  ist  also  ein 
Skalar  erster  Art.  Diese  Verhältnisse  erörtert  F,  Klein,  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys. 
47  (1902);  vgl.  auch  die  Ausführungen  weiter  unten  in  Nr.  28.     • 

35)  Die  ersten  Mitteilungen  finden  sich  im  Quart.  J.  of  math.  10  (1870), 
p.  220;  Dublin,  Trans.  26  (1871),  p.  137;  Lond.  Phil.  Trans.  164  (1874),  p.  16. 
Vgl.  fflr  alles  Weitere  die  zusammenfassende  Theory  of  screws,  Cambridge  1900. 

36)  Schraubung  ist  bei  Ball  twist,  Dyname  wrench.    Wrench   und  twist 
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stellen,  und  daher  rührt  seine  Definition  der  Schraube  als  einer 
geraden  Linie  (der  Axe),  mit  der  ein  Parameter  Ä?  (pitch)''^  ver- 
knüpft ist.  Ist  die  Schraube  gegeben,  so  gehören  zu  ihr  unendlich 
Yiele  Schraubungen,  die  sich  völlig  fesÜegen  lassen,  indem  man 
den  Winkel  oder  die  Winkelgeschwindigkeit  q^^)  der  in  ihnen  ent- 
haltenen Drehung  um  die  Schraubenaxe,  seiner  Gh*össe  und  seinem 
Sinne  nach,  angiebt.  Die  Grösse  oder  Geschwindigkeit  der  Translation 
in  der  Richtung  der  Axe  ist  dann  t  =^kQ.  Ebenso  wird  jede  Linien- 
sunime  oder  Dyname,  die  zu  einer  gegebenen  Schraube  gehört,  völlig 
fixiert  durch  die  Länge  9i  des  in  der  Axe  gelegenen  Linienteils,  die 
man  als  Intensität  der  Liniensumme  bezeichnen  könnte;  das  Moment 
des  dazu  normalen  PoinsofBchen  Paares  wird  dann   %  =  ]c^. 

Zu  jeder  Schraube  findet  sich  ein  linearer  Strahlenkomplex,  der 
von  den  Nulllinien  der  zu  der  Schraube  gehörigen  Liniensumme  ge- 
bildet wird.  Umgekehrt  ist  die  BaU'sche  Schraube  durch  diesen 
Linienkomplex  völlig  definiert.  So  steht  die  Schraubentheorie  im  un- 
mittelbarsten Zusammenhange  mit  der  Liniengeometrie  ^^);  vor  dieser 
hat  ihre  Yorstellungsweise  nur  den  Vorzug  einer  grösseren  Anpassung 
an  den  Ideenkreis  der  Mechanik  und  der  in  ihr  gewöhnlich  zur  Ver- 
wendung kommenden  Zweige  der  Mathematik.  Zudem  beschränkt 
sich  Ball  immer  auf  die  sogenannten  allgemeinen  Fälle  und  auf  die 
im  Reellen  unmittelbar  hervortretenden  Verhältnisse.  Auch  hierdurch 
wird  seine  Darstellung  für  manchen  Leser  leichter  zugänglich,  bedarf 


▼erdentscht  Fiedler  (Geometrie  und  Geomechanik)  mit  Winder  und  Windung; 
Scheu  gebraucht  (Theorie  d.  Bewegung)  statt  Winder  wieder  die  Bezeichnung 
Dyname.  Study  (Dynamen)  verwendet  die  Bezeichnungen  Motor  und  Impulsor. 
Der  Ausdruck  twist  war  in  England  auch  sonst  üblich,  vgl.  z.  B.  Thomson 
und  Tait,  Treatise  on  natural  philosophj,  1.  Aufl.,  Oxford  1867. 

S7)  Bei  italienischen  Autoren  passo.  Fiedler  verwendet  dafür  (Greometrie 
und  Geomechanik)  den  Ausdruck  Pfeil,  ScheU  (Theorie  d.  Bewegung)  sagt  Pfeil, 
während  er  die  Schraube  auch  einen  Azenparameter  nennt. 

38)  In  dem  Worte  Drehung  liegt  ein  Doppelsinn,  indem  man  einmal  nur 
die  Anfangs-  und  Endlage  des  Körpers  ins  Auge  fasst,  das  andere  Mal  auch  die 
Zeit,  in  der  die  Bewegung  erfolgt,  berücksichtigt.  Denselben  Doppelsinn  kann 
man  auch  dem  Worte  Schraubung  lassen.  Die  Schraubungskoordinaten  sollen 
aber,  wo  sie  im  Text  vorkommen ,  ein-  für  allemal  Geschwindigkeitskomponenten 
sein,  und  bedeutet  also  die  Schraubung  gelegentlich  eine  unendlich  kleine  Yer- 
rückung,  so  sollen  dementsprechend  die  Komponenten  derselben  noch  durch  eine 
sehr  kleine  Zeit  di^  die  als  Einheit  festgesetzt  werden  kann,  dividiert  werden. 

89)  Dieser  Zusammenhang  ist  der  Hauptgegenstand  des  Buches  von  J.  San- 
itehewsky,  Theorie  der  Schrauben  und  ihre  Anwendung  in  der  Mechanik  (russisch), 
Odessa  1889.  Vgl.  auch  einen  kleinen  Aufsatz  von  K.  Küpper^  Monatshefte  f. 
Math.  1  (1890),  p.  96. 
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dann  aber  freilich  vom  mathematischen  Standpunkte  noch  der  ge- 
naueren Durcharbeitung^^*). 

Sind  h  und  ¥  die  Parameter  zweier  Schrauben,  d  der  kür- 
zeste Abstand  ihrer  Axen,  9  der  Neigungswinkel  derselben;  sind 
femer  q  und  q  die  Amplituden  zweier  zu  diesen  Schrauben  gehören- 
den Schraubungen,  deren  Koordinaten  mit  w...  und  w'...  bezeichnet 
seien,  so  findet  man 

pu  '\-  3^'+  rw' -\-  up  '\-  t?g'+  wr  =^  99  {Q^  +  A;')co8  9  —  dsinq>]. 

Der  eingeklammerte  Faktor  von  qq,  der  von  den  Amplituden  unab- 
hängig ist,  heisst  nach  Ball  der  virtuelle  Koeffizient  der  beiden 
Schrauben*®).  Wenn  er  verschwindet,  heissen  die  beiden  Schrauben 
bei  ihm  reziprok.  Eine  Schraube  lässt  sich  so  bestimmen,  dass  sie 
zu  fünf  gegebenen  reziprok  ist. 

14.  Schranbenkoordinaten  und  allgemeinste  lineare  Trans- 
formation derselben.  Die  sechs  Grössen  p,  g,  r,  u,  v,  w  lassen  sich, 
sofern  sie  nicht  ihren  absoluten  Werten,  sondern  bloss  ihren  Ver- 
hältnissen nach  festgelegt  sind,  als  Schraubenkoordinaten  betrachten. 
Statt  ihrer  kann  man  aber  irgend  welche  homogene,  lineare  Ver- 
bindungen von  ihnen  einfuhren.  Liniengeometrisch  wurde  dies  von 
F,  Klein^^)  ausgeführt.  Ball  gelangt  dazu  direkt  auf  folgende  Weise**). 
Eine  beliebige  Schraubung  i2  lässt  sich  ersetzen  durch  sechs  Schrau- 
bungen, welche  zu  sechs  gegebenen  Schrauben  (o^,  Oj?  •  •  •>  ®6  8^ 
hören.  Die  Amplituden  g^,  1^,  . .  .,  gg  dieser  sechs  Schraubungen 
nennt  Ball  dann  die  Komponenten  der  Schraubung  ^  nach  den  sechs 
gegebenen  Schrauben.  Führt  man  ausser  den  letzteren  noch  die  zu 
je  fünf  von  ihnen  reziproken  Schrauben  ly^,  rj^,  . . .,  r/^  ein  und  be^ 
zeichnet  mit  [co^i?,]  den  virtuellen  Koeffizienten  von  oj,.  und  17^,  mit  q 


3&)*)  Vgl.  E.  Study  (Dynamen),  sowie  den  bereits  genannten  Aufsatz  von 
F  Klein,  Zeitschr,  f.  Math.  u.  Phys.  47  (1902). 

40)  Die  Formel  des  Textes  als  gegenseitiges  Moment  zweier  linearer 
Strahlenkomplexe  gab  zuerst  (1869)  F.  Klein,  Math.  Ann.  2  (1870),  p.  366.  Ver- 
schwindet derselbe ,  so  nennt  Klein  die  Komplexe  in  Involution  (ebenda,  p.  198). 
Involutorische  lineare  Komplexe  entsprechen  also  reziproken  Schrauben.  Ins« 
besondere  hat  Klein  dort  sechs  wechselseitig  in  Involution  liegende  Komplexe. 
Das  entspricht  dem  später  von  Ball  eingeführten  korreziproken  System  von  sechs 
Schrauben. 

41)  Math.  Ann.  2  (1870),  p.  198. 

42)  Es  ist  hier  noch  darauf  hinzuweisen,  dass  Ball  selbst  zur  Festlegung 
einer  Schraube  eigentlich  nicht  die  Verhältnisse  der  Koordinaten  benutzt,  sondern 
statt  dessen  die  Intensität  der  Schraubung  ^=  1  nimmt  (wobei  natürlich  eine 
Unbestimmtheit  im  Vorzeichen  bleibt). 
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die  Amplitude  der  Schraubung  Sl,  mit  o  ihre  Schraube,    so  werden 
die  sechs  Komponenten: 

«^  =  P •  p^],        (/*  =  1,  2, . . .,  6). 


I    'f 


Die  VerhäUnisse  derselben  sind  als  die  allgemeinen  Koordinaten  der 
zu  der  Schraubung  Sl  gehörenden  Schraube  co  anzusehen,  ihre  abso- 
ItUen  Werte  fixieren  die  Schraubung  selbst"*^).  Die  letztere  lässt  sich 
durch  das  Symbol  q(o  bezeichnen,  indem  so  o  zugleich  eine  Schraubung 
von  der  Amplitude  1  bedeutet,  und  wenn  dann  |^'  die  Koordinaten 
einer  zweiten  Schraubung  q'(o'  mit  der  Amplitude  p'  sind,  so  haben 
wir  unter  ()a  -j-  (j'co'  die  Schraubung  mit  den  Koordinaten  S  +  iu 
zu  verstehen.  Die  Amplitude  q  ist  eine  quadratische  Form  der  sechs 
Koordinaten  |^,  welche  im  einzelnen  Falle  berechnet  werden  muss. 
Für  den  virtuellen  Koeffizienten  zweier  Schrauben  cd  und  o'  ergiebt 
sich  dann  ein  Ausdruck  von  der  Form 

wo   [ö^wj   den   virtuellen   Koeffizienten  von   co^  und  qj^   bezeichnet. 

Besonders  ausgezeichnet  ist  nun  der  Fall,  wo  die  sechs  Schrauben 
17  mit  den  sechs  Schrauben  o^  zusammenfallen.  Solche  sechs 
Schrauben  bilden  nach  BalVs  Ausdruck  ein  korreziprokes  System. 
Der  virtuelle  Koeffizient  [co^^^J  wird  dann  dem  doppelten  Parameter 
k^  der  Schraube  c^^  gleich  und  man  findet  demnach  für  diese  be- 
sonderen Schraubenkoordinaten : 

Sind  5^'  wieder  die  Koordinaten  einer  zweiten  Schraubung  q'(o\  so 
ergiebt  sich  für  den  virtuellen  Koeffizienten  der  beiden  Schrauben 
<o  und  (D-: 

und  hieraus  für  den  Parameter  k^  einer  Schraube  cd: 

CO 

*«  =  ^  -i^  */«  6^  • 

Eine  Schraube  reduziert  sich  auf  eine  gerade  Linie  (als  Axe  der 
Drehung,  auf  die  sich  die  zugehörige  Schraubung  reduziert),  wenn 

für  ihre  Koordinaten  S    die  quadratische  Form  ^A:^,  SJ  verschwindet; 


43)  Bdn,  Dublin,  Trans.  26  (1874),  p.  269;  Theory  of  screws,  cbap.  IV. 
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sie  ist  eine  Links-  oder  Bechtsschraube^  je  nach  dem  Vorzeichen  des 
Wertes,  den  diese  Fopi  erhält**). 

15«  Lineare  Sohraubensysteme  und  ihre  Bedeutung  in  den 
Fällen  besohränkter  Bewegungsfreiheit  eines  starren  'K&Tpern,  In 
der  ^oZrschen  Schraubentheorie  spielt  die  Betrachtung  linearer 
Schraubensysteme  eine  bedeutende  Rolle.  Diese  sind  auf  folgende 
Art  zu  definieren:  Wenn  g/,  co",  . . .,  cö^")  {n  <  6)  irgend  welche 
Schraubungen  von  der  Amplitude  1  sind,  so  bilden  alle  Schraubungen 
q'g/  +  (>''g>"  +  •  •  •  +  (»^"^o^**^  ein  lineares  System  n**'  Stufe;  dasselbe 
lässt  sich  auch  durch  6  —  n  homogene  lineare  Oleichungen  zwischen 
den  Koordinaten  der  Schraubungen  festlegen.  Das  zugehörige  Schrauben- 
system von  n  —  1  Dimensionen  lässt  sich  ebenfalls  als  ein  System 
n^  Stufe  bezeichnen.  Es  ist  durch  n  Schrauben  eindeutig  bestimmt, 
und  wenn  n  +  1  Schrauben  demselben  linearen  System  rf^  Stufe  an- 
gehören, so  lassen  sie  sich  stets  als  Träger  (oder  Bahnen)  von  eben- 
soviel Schraubui^en  ansehen,  die  zusammen  die  Lage  des  Körpers 
nicht  ändern.  Die  Schrauben,  welche  zu  sämtlichen  Schrauben  eines 
linearen  Systemes  n^  Stufe  reziprok  sind,  bilden  selbst  ein  lineares 
System  (6  —  n)**'  Stufe,  welches  das  zu  dem  ersten  restiproke  System 
genannt  wird. 

Wenn  nun  ein  Körper  in  seiner  Bewegung  irgend  welchen  Hem- 
mungen unterliegt,  so  müssen  die  Schraubungskoordinaten  li,  t?,  tr, 
j>,  g,  r,  welche  mit  dt  multipliziert  die  in  der  sehr  kurzen  Zeit  dt 
erfolgende  Lagenänderung  des  Körpers  angeben,  für  jeden  Zeitpunkt  t 
gewissen  Bedingungsgleichungen  genügen.  Diese  Bedingungen  wird  man 
im  allgemeinen  für  jeden  Zeitmoment  als  homogene  lineare  Gleichungen 
ansetzen  können.  Wenn  man  immlich  die  Gleichungen,  welche  zufolge 
der  Hemmungen  zwischen  irgend  sechs,  die  Lage  des  Körpers  in 
jedem  Augenblicke  festlegenden  Grössen  ^^)  bestehen,  nach  der  Zeit 
differentiiert  und  beachtet,  dass  die  Grössen  u,  t;,  w,  p,  g,  r  mit  den  Diffe- 
rentialquotienten jener  sechs  Grössen  teils  möglicherweise  identisch^ 
teils  lineare  Funktionen  von  ihnen  sind,  so  sieht  man,  dass  die 
in  Bede  stehenden  partiellen  Derivierten  der  Bedingungsgleichungen 
zufälligerweise  verschwinden  müssten,  wenn  die  Hemmung  in  einem 
bestimmten  Augenblicke  nicht  durch  lineare  Gleichungen  zwischen 
den   sechs    Schraubungskoordinaten  dargestellt  werden   sollte.     Lässt 


44)  Vgl.  wieder  F.  Klein,  Math.  Ann.  2  (1870),  p  198. 

46)  Etwa  den  Koordinaten  des  Schwerpunktes  und  drei  Euler'Bchen  Win- 
keln 9,  ^,  d-  zur  Fixierung  der  Drehung,  die  der  Körper  um  diesen  Schwerpunkt 
erfahren  hat. 
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man  diese  Ausnahmefölle,  welche  die  BalV 9che  Theorie  nicht  be- 
rücksichtigt, bei  Seite,  so  gelangt  man  also  zu  der  Theorie  der  linearen 
Schraubensysteme,  indem  man  die  Oesamtheit  aller  möglichen  Be- 
wegungen betrachtet,  welche  der  Körper  bei  verschiedenartiger  Hem- 
mung seiner  Bewegungsfreiheit  in  einem  gegebenen  Augenblicke  aus- 
fahren kann. 

Die  Beschreibung  des  linearen  Schraubensystems  n^'  Stufe  ge- 
schieht bei  BaU  nun  so,  dass  er  unter  den  Axen  aller  Schrauben  des 
Systems  immer  diejenigen  zusammenfasst,  deren  zugehörige  Schrauben 
den  gleichen  Parameter  haben.  Diese  Axen  bilden  jedesmal  ein  lineares 
Strahlensystem,  und  die  Axen  sämtlicher  Schrauben  des  Schrauben- 
systems setzen  sich  aus  diesen  unendlich  vielen  Strahlensystemen 
derart  zusammen,  dass  sie  ein  quadratisches  Strahlensystem  der  nächst 
höheren  Stufe  bilden.  Die  Theorie  hat  so  einen  wesentlich  geometri- 
schen Charakter,  ihre  Sätze  haben  aber  doch  eine  bestimmte  kinema- 
tische Bedeutung  und  mögen  insofern  hier  kurz  berührt  werden. 

16.  Sohraubensysteme  sweiter  Stufe.  Das  Oylindroid.  Hat 
ein  Körper  Freiheit  zweiter  Stufe,  so  kann  sich  ein  beliebiger  Punkt 
in  ihm  momentan  in  einer  Ebene  verschieben.  Ist  fßr  einen  solchen 
Punkt  die  Verschiebungsrichtung  festgelegt,  so  ist  sie  es  auch  für 
jeden  anderen  Punkt.  Nur  für  die  Punkte  zweier  gewissen  Linien  u  und  v, 
die  aber  auch  zusammenfallen  oder  konjugiert  imaginär  werden  können, 
ist  die  Fortschreitungsrichtung  von  vornherein  völlig  bestimmt.  Jede 
Bewegung,  die  der  Körper  ausführen  kann,  lässt  sich  aus  zwei  Ro- 
tationen um  diese  Linien  zusammensetzen,  sodass  letztere  konjugierte 
Botationsaxen  fiir  jede  der  Bewegungen  sind;  dies  ist  die  einfachste 
Definition  der  in  Betracht  kommenden  zweifach  unendlich  vielen  Be- 
wegungen. Im  allgemeinen  erfüllen  die  Linien,  die  mit  einer  ge- 
gebenen Linie  g  zusammen  zwei  konjugierte  Rotationsaxen  fiir  eine 
der  möglichen  Bewegungen  bilden,  eine  quadratische  Regelfläche,  di^ 
g  enthält,  so  dass  es  unter  diesen  Bewegungen  eine  giebt,  bei  der  g 
sich  selbst  konjugiert  ist^^.  Die  Ebene,  in  der  sich  ein  beliebiger 
Punkt  verschieben  kann,  steht  senkrecht  auf  der  Linie,  die  von  diesem 
Punkte  aus  so  gezogen  wird,  dass  sie  die  beiden  Linien  u  und  v  trifft. 
Diese  Sätze  sind  von  G.  Schönenumn  gegeben  worden^^). 

Betrachten  wir  das  zugehörige  lineare  Schraubensystem  zweiter 
Stufe,  das  wir  kurz  als  eine  Schrauben^cAor  bezeichnen  wollen,  so 
erfüllen  die  Axen  der  Schrauben  einer  solchen  Schar  eine  besondere 


46)  TMoenet,  Th^se  Paris  1886.    Vgl.  den  Artikel  IV  8  ißdwenfiits). 

47)  Berl.  Ber.  1866,  p.  266  und  J.  f.  Math.  90  (1880),  p.  48. 
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Regelfläche  dritten  Grades,  welche  nach  A,  Cayley  als  Cylindroid  be- 
zeichnet wird**).  Um  die  Gleichung  desselben  in  ihrer  einfachsten 
Form  zu  erhalten,  hat  man  die  gemeinsame  Normale  der  Axen  zweier 
Schrauben,  welche  die  Schar  bestimmen  sollen  ^  zur  ^-Axe  zu  wählen. 
Dann  lassen  sich  auf  eine  einzige  Art  der  Eoordinatenursprong  und 
die  Richtungen  der  x-  und  y-kxe  so  annehmen,  dass  die  Eoordmaten 
einer  beliebigen  Schraubung  des  zu  der  Schraubenschar  gehörigen 
Systems  von  Schraubungen  den  vier  Gleichungen  genügen*^) 

u  —  ap  =  0,    V  —  /5g  =  0,    w  =  0,    r  =  0. 

Indem   wir   dann   m  =  Y,  (a  —  ß)    setzen,    wird    die   Gleichung   des 

Cylindroids 

jer  (a;*  -j-  y*)  =  2m  a;y; 

alle  Gylindroide  sind  also  einander  ähnlich. 

Die  Koordinaten  p  und  q  der  Schraubung  können  willkürlich  ge- 
wählt werden;  die  anderen  vier  Koordinaten  ergeben  sich  dann  aus 
den  obigen  Gleichungen.  Die  Axen  aller  Schrauben  der  Schar  treffen 
die  ^-Axe  unter  rechten  Winkeln,  und  lassen  sich  durch  die   zwei 

Gleichungen 

X         p  2inpq 

y~~q^  ~  P^~+1l^ 

darstellen,  während  der  Parameter  der  zugehörigen  Schraube 

''-   -p'+q^ 
wird.     Setzt  man  also  —  =  cotg  o,  so  wird  für  den  Schnittpunkt  der 

Schraubenaxe  mit  der  z-Ane  js  =  m  &in2G)  und  der  Schraubenpara- 
meter 

k  =  Jcq  -\'  m  cos  2(0, 

wo  k^  der  Abkürzung  halber  für  i(«-f-/3)  gesetzt  ist. 


48)  Dasselbe  fand  G.  Baitaglini  (Napoli,  Rend.  8  (1860),  p.  87),  indem  er 
den  Ort  der  Centralaxen  aller  Djnamen  (Liniensummen)  suchte,  die  sich  aus  zwei 
in  gegebenen  Linien  wirkenden  Kräften  (Linienteilen)  zusammensetzen.  Diese 
Erzeugung  des  Cylindroids  ist  ersichtlich  ein  Spezialiall  der  im  Texte  gegebenen. 
Die  letztere  fällt  übrigens  mit  der  Betrachtung,  die  Plücker  (Neue  Geometrie 
des  Raumes,  p.  97)  schon  vor  Battaglini  auf  das  Cylindroid  geführt  hat,  dem  Wesen 
nach  zusammen,  nur  ersetzt  Plücl'^r  die  Schrauben  durch  die  zugehörigen  linearen 
Strahlenkomplexe.  Er  bezeichnet  das  Cylindroid  als  Conoid  und  hat  von  ihm 
ein  Modell  konstruiert.  Neuerdings  ist  ein  Modell  bei  M.  Schilling  (Halle)  er- 
schienen. Bei  Ball  tritt  das  Cylindroid  zuerst  in  der  Abhandlung  Dublin, 
Trans.  26(1871),  p.  137  auf.  Cayley  hatte  den  Namen  Cylindroid  vorgeschlagen, 
weil  er  eine  Art  gefunden  hatte,  dasselbe  mit  Hülfe  eines  Cylinders  zu  kon- 
struieren. 

49)  Vgl.  D.  Padf>leUi,  Napoli,  Rend.  22  (1883). 
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Wenn  a  und  ß  entgegengesetztes  Zeichen  haben  ^  ergeben  sich 
zwei  reelle  Werte  von  gj  und  damit  zwei  reelle  Strahlen  u  und  v 
des  Cylindroids,  för  welche  k  verschwindet  und  von  denen  bei  allen 
Schranbungen    der    zugehörigen    Schar    der    eine    um    den    anderen 

ohne  Gleitung  gedreht  wird.     Für  co  =  0  und  <d  =  -x-  erhält  i  seinen 

grössten  und  kleinsten  Wert.  Die  zugehörigen  Linien  sind  die 
X'  und  y-Axe  und  sonach  die  Axen  zweier  Schrauben  der  Schar,  die 
auch  sich  g^enseitig  (und  nicht  bloss  die  jer-Axe)  unter  rechtem 
Winkel  schneiden.    Sie  sollen  die  Haiiptaxen  des  Cylindroids  heissen. 

Zu  jeder  Schraube  der  Schar  gehört  eine  zweite  mit  demselben 
Parameter  k.  Die  Axen  dieser  beiden  Schrauben  wollen  wir  kon- 
jugierte Linien  des  Cylindroids  nennen.  Sie  kreuzen  die  Hauptaxen 
immer  unter  gleichen,  aber  in  entgegengesetztem  Sinne  zunehmenden 
Winkeln  und  sind  von  ihnen  nach  oben  und  unten  gleich  weit  entfernt. 

Zu  jedem  Cylindroid  gehören  (wegen  der  Willkürlichkeit  von  k^) 
einfach  unendlich  viele  Schraubenscharen.  Die  Parameter  der  Schrauben 
irgend  einer  derselben  gehen  aber  aus  denen  der  Sehrauben  jeder 
anderen  Schar  alle  durch  Addition  desselben  Betrages  hervor. 

Die  GestcUt  des  Cylindroids  ist  aus  den  mitgeteilten  Gleichungen 
ohne  weiteres  klar.  Die  z-Axe  ist  eine  Doppellinie.  Durch  jeden 
Punkt  derselben  gehen  zwei  Strahlen  der  Regelfläche.  Deren  Ebene 
ist  zur  Ebene  der  Hauptaxen  (z  =  0)  parallel.  Das  ganze  Cylindroid 
ist  zwischen  den  beiden  Parallelebenen  zur  Ebene  jer  =  0,  welche  von 
ihr  den  Abstand  m  haben,  enthalten.  Jede  dieser  Ebenen  enthält 
zwei  zusammenfallende  Strahlen  des  Cylindroids.  In  einer  Ebene 
durch  die  Doppellinie,  welche  mit  der  y-Ebene  den  Winkel  cd  bildet, 
liegt  nur  ein  Regelstrahl  der  Fläche,  und  zwar  haben  dessen  sämtliche 
Punkte  von  der  je? -Ebene  den  Abstand  z  =  m  8m2G), 

Ebenso  leicht  erkennt  man  die  Verteilung  der  Parameter  k  auf  die 
verschiedenen  Erzeugenden  des  Cylindroids.  Betrachtet  man  die  Ebene 
durch  die  Doppellinie  des  Cylindroids  als  eine  veränderliche  Ebene,  die 
sich  um  diese  Doppellinie  dreht  und  deren  jedesmalige  Lage  durch  den 
Winkel  cd  festgelegt  wird,  trägt  man  ferner  auf  dem  in  ihr  gelegenen 
Strahle  der  Regelfiäche  von  der  Doppellinie  aus  eine  dem  Parameter  der 
zugehörigen  Schraube  gleiche  Strecke  ab,  so  genügen  die  Koordinaten 
k  ==skQ  -\-  m  cos  2(D,  jer  =  m  sin  2(ü  des  Endpunktes  P  dieser  Strecke 
in  der  veränderlichen  Ebene  der  Gleichung  (k  —  Äq)*  +  jet*  =  w*  eines 
Kreises.  Denkt  man  sich  also,  dass  der  Punkt  P  sich  auf  diesem 
Kreise  bewegt  und  gleichzeitig  seine  Ebene  sich  mit  halb  so  grosser 
Drehungsgeschwindigkeit  um  die  Doppellinie  dreht  derart,  dass  wenn 


154  IV S.  H.E.Timerding.   Oeometr.  OnmiUeg.  d.  Hechttnik  e.  lUneB  Kflipan. 

sie  durch  eine  der  beiden  Haaptaxen  geht,  der  Pnokt  P  gUictueitig 
in  dieselbe  HanpUxe  ßllt,  dum  beschreibt  dos  durch  den  Punkt  P 
gehende  Lot  der  Doppellinie  das  Cylindroid.  Diese  sehr  elegante 
KonBtmktion  hat  C.  I.  Leais^)  angegeben.  Zu  jedem  Punkte  P 
des  Kreises  in  der  veränderlichen 
Ebene,  die  man  nunmehr  als  Bäd- 
e6en«^^)  wieder  fest  laase»  kann, 
gehört  so  ein  Strahl  des  Cjlin- 
droids,  und  der  Abstand  dieses 
Punktes  von  der  jv-Axe,  die  Bau 
als  die  Poram^eraxe  der  Bild* 
-.  ebene    bezeichnet,   giebt    gleich- 

zeitig den  Parameter  der  su 
diesem  Strahle  gehörigen  Schranbe  an.  Der  Abstand  der  aus  zwei 
Punkten  P,  P^  auf  die  Parameteraze  gefällten  Lote  misst  die  kfirzeste 
Entfernung  der  beiden  entsprechenden  Linien  des  Gyiindroids,  während 
der  Winkel,  unter  dem  diese  Linien  sich  kreuzen,  ebenso  gross  ist 
wie  der  Feripheriewinkel  über  dem  von  den  beiden  Kreiapnnkten 
P,  P,  begrenzten  Bogen. 

Drei  Sckraubungen  des  zu  der  Scbraubenschar  gehörigen  Systems 
zweiter  Stufe  ändern  dann  und  nur  dann  die  Lage  des  Kdrpen  nich^ 
wenn  ihre  Amplituden  sich  verhalten  wie  die  Sinus  der  Winkel,  die 
jedesmal  von  den  Axen  der  beiden  anderen  Schranbanges  gebildet 
werden,  oder  was  dasselbe  ist,  wie  die  Seiten  des  Dreiecks,  welches 
die  zugehörigen  Punkte  auf  dem  Bildkreiae  bestimmen.  So  kann 
jede  Schranbung  des  Systems  von  der  Amplitude  p  zerl^  werden 
in  zwei  Schranbnngen,  die  in  zwei  beliebigen  Schrauben  der  Schrauben- 
schar stattfinden,  und  insbesondere  in  zwei  Schraubungen  von  den 
Amphtuden  p  cos  o  und  ^  sin  a  in  den  nattpfschr<uiben  (principal 
Bcrews)"),  die  zu  den  Hauptaxen  des  Cylindroids  geh&ren^. 

17.  Sohranbensysteme  dritter  Stufe").  Wenn  ein  ESrper 
Freiheit  dritter  Stufe  besitzt,  so  kann  ein  beliebiger  Punkt  in  ihm,  aber 
immer  nur  durch  eine  der  augenblicklich  möglichen  Bew^pingen,  jede 

&0)  MsBB.  of  math.  9  (187S),  p.  i. 

Gl)  BaU,  Dublin,  Proc.  (2)  4  (1688),  p.  29;  IhAlin,  Cmmingbftm  Memoira 
Nr.  i  (1886);  Theory  of  acrewi,  chap.  V. 

6S)  Ball,  Theot7  of  screwe,  p.  Sl. 

ÖS)  Sehr  zahtieiche  Litt«r&tur  du  Cjlindioid  betreffend  ist  von  E.  Wölffimg 
nnd  ]•:.  Lampe  im  Arclür  d.  Math.  (S)  S  (1901),  p.  8S8,  889  zuaammengerteUt. 

64)  halt,  Dublin,  Trans.  86  (1871),  p.  191;  29  (1888),  p,  247;  Theory  of 
aorew»,  chap.  XIV,  XV. 
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beliebige  unendlicb  benachbarte  Lage  einnehmen.  Ist  die  Richtung^ 
in  der  ein  solcher  Punkt  sich  bewegt^  festgelegt;  so  ist  sie  es  auch 
für  jeden  anderen  Punkt  des  Körpers.  Das  zugrunde  zu  legende  Gar- 
tesische  Koordinatensystem  lasst  sich  nun  insbesondere  so  annehmen^ 
dass  es  in  dem  Systeme  dritter  Stufe  drei  Schraubungen  giebt^  welche 
die  Koordinatenaxen  zu  Axen  haben.  Sind  dann  a,  ß,  y  die  Para- 
meter der  zugehörigen  Schrauben^  so  genügen  die  Koordinaten  einer 
beliebigen  Schraubung  des  Systems  den  drei  Gleichungen 

u  —  ap  =  0,    V  —  /Jgr  =  0,    w  —  yr  =  0, 

hingegen  die  Koordinaten  einer  Schraubung  des  reziproken  Schrauben- 
Systems,  das  ebenfalls  von  der  dritten  Stufe  ist,  den  drei  Gleichungen 

w  -f-  ap  =  0,     v  -f-  /3g  =  0,     m;  -f-  yr  =  0. 

Die  Axen  aller  Schrauben  des  ersten  Systems,  denen  ein  be- 
stimmter Parameter  k  zukommt,  liegen  auf  einer  quadratischen  Reg61- 
flache  und  bilden  deren  eine  Begelschar,  während  die  andere  Regel- 
Bchar  von  den  Axen  der  Schrauben  des  zweiten  Systems  mit  dem 
Parameter  —  h  gebildet  wird.     Diese  Begelfläche  hat  die  Gleichung: 

Qc  —  a)x'  +  {k-ß)y^  +  {k-r)z^  +  {k-a){lc-ß){h-y)  =  0. 

Alle  Flachen,  die  man  aus  ihr  durch  Veränderung  des  Parameters  k 
gewinnt,  sind  konzentrisch,  und  die  Richtungen  ihrer  Hauptaxen  fallen 
zusammen.  Besonders  ausgezeichnet  ist  die  Fläche,  die  zu  dem  Para- 
meter £  =s  0  gehört^  deren  Gleichung  also  lautet  ^^) 

aa?  +  ßy*  +  yz^  -f  aßy  =  0. 

Ball  bezeichnet  sie  als  die  Parameterfläche  (pitch  quadric).  Jeder 
Punkt  dieser  Fläche  kann  sich  instantan  bloss  in  einer  Ebene  ver- 
schieben, und  die  YorUegende  Beschränkung  der  Bewegungsfreiheit  im 
Unendlichkleinen  lässt  sich  dementsprechend  so  herstellen,  dass  man 
irgend  drei  Punkte  der  Parameterfläche  an  bestimmte  Ebenen  oder 
Flachen  bindet^).  Diese  Ebenen  oder  Flächen  stehen  zu  den  Strahlen 
der  zum  reziproken  Schraubensysteme  gehörigen,  auf  der  Parameter- 
flache gelegenen  Regelschar,  welche  durch  die  angenonmienen  drei 
Punkte  gehen,  senkrecht  Durch  die  drei  Punkte  und  die  drei  Ebenen 
sind  also  umgekehrt  sofort  drei  Regelstrahlen  der  Parameterfläche 
und  damit  diese  selbst  bestimmt.  Der  Parameter  k  der  einen  Schraube 
des  Schraubensystems  dritter  Stufe,  deren  Axe  eine  beliebig  gegebene 


66)  Vgl.  J,  Phieker,  Neue  Geometrie  des  Baumes,  p.  180.  Die  Fläche  ist 
nichts  anderes  wie  der  Ort  der  Begelschar,  welche  die  zu  den  Schrauben  des 
Systems  gehörigen  linearen  Strahlenkomplexe  gemein  haben. 

66)  Ä.  Mannheim,  J.  ^c.  polyt.  48  (1870),  p.  57. 

Bnejrklop.  d.  mmih.  WiM«iiioh.   lY  1.  11 
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Richtung  hat,  steht  mit  dem  Halbmesser  r  der  Parameterflachey  wel- 
cher die  gleiche  Richtung  hat^  in  der  Beziehung 

Die  Aien  dreier  zu  einander  reziproken  Schrauben  in  dem  Systeme 
sind  drei  konjugierten  Durchmessern  der  Parameterfläche  parallel^ 
woraus  in  Verbindung  mit  der  vorstehenden  Gleichung  folgt,  dass 
die  Summe  der  reziproken  Werte  ihrer  Parameter  konstant  ist.  Ins- 
besondere sind  die  Koordinatenaxen  als  Hauptaxen  der  Flache  die 
Axen  dreier  zu  einander  reziproken  Schrauben  des  Systems  mit  dem 
Parametern  a^  ß,  /.  BaU  nennt  sie  die  Hauptschra/iAen  des  Systems. 
Vermöge  der  Gleichungen^  welchen  die  Koordinaten  der  Schrauben 
des  Systems  genügen,  lässt  sich  der  Parameter  einer  beliebigen  unter 
ihnen  in  der  Form  darstellen 

^~      p'  +  q'  +  r*  ^ 

18.  Sohraubensysteme  vierter  und  fünfter  Stufe.  Ein  lineares 
Schraubensystem  vierter  Stufe  ^)  ist  immer  zu  einer  Schrauben^cAor 
reziprok.  Die  DoppeUinie  des  Cylindroids,  welches  zu  der  letzteren 
gehört,  hat  die  Eigenschaft  ^  dass  der  Körper  bei  seinen  vier  Graden  der 
Freiheit  beliebig  um  sie  gedreht  und  in  ihrer  Richtung  verschoben 
werden  kann,  und  sie  ist  die  einzige  Linie  von  dieser  Eigenschaft 
Sie  kann  die  Orundaxe  des  Systems  vierter  Stufe  genannt  werden. 
Die  Axen  aller  Schraubungen;  welche  der  Körper  ausführen  kann, 
bilden  einen  besonderen  quadratischen  Strahlenkomplex,  den  d'Emüio^) 
untersucht  hat.  Denselben  gewinnt  man  aus  dem  Cylindroid,  das 
zu  der  reziproken  Schraubenschar  gehört,  indem  man  alle  Linien 
zieht;  welche  je  zwei  konjugierte  Strahlen  dieses  Cylindroids  schnei- 


67)  Von  den  Axen  der  Schrauben  des  Systems  liegen  zwei  in  einer  belie» 
bigen  Ebene  und  gehen  drei  durch  einen  beliebigen  Punkt.  Lässt  man  eine 
Ebene  sich  um  einen  ihrer  Punkte  P  drehen,  so  bewegt  sich  der  Schnittpunkt 
der  in  ihr  gelegenen  beiden  Schraubenaxen  auf  einer  «Si^'ner'schen  Fläche  vierter 
Ordnung.  Dieselbe  hat  bekanntlich  drei  gerade  Doppellinien,  die  sich  in  einem 
Punkte  schneiden.  Dieser  Punkt  ist  der  Punkt  P,  um  den  die  Ebene  gedreht 
wird,  und  die  drei  Doppellinien  sind  die  Schraubenaxen,  die  durch  ihn  hii|- 
durchgehen.  Diese  Sätze  sind  BaU  von  C.  J.  Joly  mitgeteilt  worden  (s.  Theoiy 
of  screws,  p.  182  Note).  Die  gemeinsame  Normale  der  Axen  irgend  zweier 
Schrauben  des  Systems  ist  zu  jeder  Axe  einer  Schraube  des  Systems,  welche 
sie  trifft,  normal.  Sie  selbst  ist  die  Axe  einer  Schraube  des  reziproken  Systems, 
und  jede  zu  einer  Schraube  dieses  Systems  gehörige  Axe  lässt  sich  so  erhalten. 

68)  BaUj  Theory  of  screws,  chap.  XVL 
59)  Ist.  Veneto  Atti  (6)  3  (1885),  p.  1136. 
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den.  Der  quadratische  Komplex  besteht  somit  aus  unendlich  vielen 
linearen  Kongruenzen.  Die  Schrauben  ^  die  zu  den  Linien  einer 
dieser  Kongruenzen  gehören^  haben  alle  gleichen  Parameter;  imd  der- 
selbe ist  dem  Parameter  der  beiden  Schrauben  der  reziproken  Schar^ 
deren  Axen  die  Leitlinien  der  Kongruenz  sind;  entgegengesetzt  gleich^). 
Die  Grundaxe  des  Systems  wird  von  doppelt  unendlich  vielen  Linien 
des  quadratischen  Komplexes  getroffen ;  durch  jeden  ihrer  Punkte 
gehen  einfach  unendlich  viele  und  diese  liegen  allemal  in  zwei 
Ebenen;  welche  die  Grundaxe  selbst  beide  enthalten.  Wählt  man  die 
Axen  der  beiden  Hauptschrauben  der  reziproken  Schar;  deren  Parameter 
wieder  a  und  ß  seieU;  zur  x-  und  y-Axe  eines  Gartesischen  Koordinaten- 
systems, so  lasst  sich  das  lineare  Schraubensystem  vierter  Stufe  durch 
die  beiden  Gleichungen 

u  -\-  ap  =  0,    V  -\-  ßq  =  0, 

und  der  quadratische  Komplex  der  Schraubungen  durch  die  Gleichung 

(a  -  ß)XY-^LY—  MZ=0 

darstellen  (wo  X:  Y :  Z:  L:  M:N  6ie  Linienkoordinaten  bezeichnen 

sollen).     Die  Komplexstrahlen;  die  in  einer  Ebene  liegen;  umhüllen 

eine  Parabel:  alle  unendlich  fernen  Linien  gehören  zu  dem  Komplexe. 

Die  Komplexstrahlen;  die  eine  bestimmte  Richtung  habeU;  liegen  auch 

in  einer  bestimmten  Ebene. 

Die  Schrauben  eines  beliebigen  linearen  Systems  fünfter  Stufe  ^^) 

sind  alle   zu   einer  bestimmten   Schraube  17   reziprok.     Jede   gerade 

Linie  des  Raumes  ist  Axe  einer  Schraube  B  des  Systems.    Für  den 

Parameter  k  dieser  Schraube  findet  sich;   wenn  die  gerade  Linie  die 

Axe  der  zu  dem  Systeme  reziproken  Schraube  ri  unter  dem  Winkel  (p 

kreuzt  und  von  ihr  den  kürzesten  Abstand  d  hat;  wenn  femer  k^  der 

Parameter  von  ri  ist: 

k  =  d'  tang fp  —  k^,  ^*) 

60)  Während  die  durch  einen  beliebigen  Punkt  gehenden  Strahlen  eines 
qnadraÜBchen  Komplexes  im  allgemeinen  einen  irreducibelen  quadratischen  Kegel 
erfüllen,  zerfällt  dieser  Kegel  für  die  Punkte  einer  bestimmten  Fläche  vierter 
Ordnong  in  zwei  Ebenen.  Diese  Fläche  nennt  F.  Klein  die  Singularitätenfläche 
des  Komplexes.  Für  den  vorliegenden  besonderen  Komplex  zerfällt  nun  die 
Singolaritätenfläche  in  das  Cylindroid  und  die  unendlich  ferne  Ebene. 

61)  Bad,  Theory  of  screws,  chap.  XVII. 

62)  Lässt  man  die  gerade  Linie  durch  einen  festen  Punkt  P  gehen  und 
trägt  auf  ihr  von  diesem  Punkte  aus  eine  Strecke  «=  A;^  -f  ^  ^1  ^^  ^^t  der  geo- 
metrische Ort  fär  den  Endpunkt  dieser  Strecke  eine  Fläche  vierter  Ordnung. 
Die  Gleichung  derselben  erhält  man  in  der  einfachsten  Form,  wenn  man  den 
Punkt  P  zum  Koordinatenursprung  wählt,   die  ;;-Axe  parallel   der   Axe  der 

11* 
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Die  Axen  der  Schrauben  des  Systems  von  bestimmtem  Parameter 
hf  die  durch  einen  gegebenen  Punkt  P  gehen,  liegen  in  einer  Ebena 
Diese  Ebene  enthält  die  aus  dem  Punkte  P  anf  die  Axe  der 
Schraube  tj  gefällte  Normale,  und  ist  (p  der  Winkel,  unter  dem  sie 
diese  Axe  schneidet,  r  der  Abstand  des  Punktes  P  von  derselben,  so 
wird 

tang9>  = 


K  +  ^ 


Thomson  und  Tait^^)  haben  einen  Mechanismus  angegeben,  durch 
den  man  einem  Körper  auf  die  allgemeinste  Weise  Freiheit  fBnften 
Gh-ades  erteilen  kann.  Dieser  Mechanismus  besteht  einfach  in  der 
Verbindung  zweier  Hooke^schen  Schlüssel  und  einer  Schraubenspindel, 
an  der  sich  der  Körper  entlang  schrauben  lässi 

19.  Homographisohe  Sohraubensysteme.  Die  Bedürfiusse  der 
Mechanik  starrer  Körper  haben  BaU  veranlasst,  die  Geometrie  der 
Schrauben  als  selbständiger  Elemente  eines  höheren  Baumes  noch 
weiter  zu  studieren  und  insbesondere  die  projektive  Oeomeirie  dieses 
BoMtnes  heranzuziehen^).  Man  kann  sich  davon  auf  folgende  Weise 
Rechenschaft  geben: 

Sind  o  und  a  zwei  Schrauben,  k  und  k'  ihre  Parameter,  [ma/] 
ihr  virtueller  Koeffizient,  so  werde  ein  Winkel  (ocd')  durch  die 
Gleichung  eingefElhrt: 

cos(aiaiO--t^**). 

Femer  verstehe  man  imter  dem  DoppelverluUtnis  von  vier  Schrauben 
1,  2,  3,  4  einer  Schar  den  folgenden  Ausdruck: 

Bin  (12)  ♦  sin  (84) 
sin  (13)  •  sin  (24) ' 

Eine  Schraubenschar  heisse  nun  zu  einer  anderen  projektiv,  wenn 
die  Schrauben  beider  eindeutig  aufeinander  derart  bezogen  sind,  dass 
das   Doppelverhältnis   von   vier    Schrauben   der   einen   Schar   gleidli 


Schraube  ri  und  die  y-Axe  so  annimmt,  dass  sie  diese  Schraubenaze,  im 
Abstände  h  vom  Ursprünge,  trifft,  und  zwar  lautet,  weil  dann  d  •  tSLngfpsBhx/g 
wird,  die  Flächengleichung: 

(X*  4-  y«  +  Ä«)  ;er«  =  h*x*. 

BaU  bezeichnet  diese  Fläche  wegen  ihrer  Ähnlichkeit  mit  den  Schalen  einer 
Eammmnschel  als  Pectenoid  (Dublin,  Trans.  26  (1871),  p.  137).  Die  y-Axe  ist 
eine  Schneide  der  Fläche  und  längs  ihr  stossen  die  beiden  Schalen  zusammen. 

63)  Treatise  on  natural  philosophj,  Art.  201. 

64)  BaU,  Dublin,  Proc.  (2)  3  (1881),  p.  435;   Theory  of  screws,   chap.XIX. 
66)  Vgl.  F.  Klein,  Math.  Ann.  6  (1871),  p.  271. 


^ 
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ist  dem  Doppelverhältaiisse  der  vier  entsprechenden  Schrauben  in 
der  anderen  Schar.  Ebenso  heissen  zwei  beliebige  lineare  Schrauben- 
systeme gleicher  Dimension  homogra^hisch  (kollinear)  aufeinander  be- 
zogen, wenn  die  Schrauben  beider  Systeme  einander  derart  wechsel- 
weise eindeutig  entsprechen;  dass  jeder  Schar  von  Schrauben  in  dem 
einen  Systeme  eine  zu  ihr  projektive  Schar  in  dem  anderen  Systeme 
zugeordnet  ist.  Dann  sind  die  Koordinaten  der  Schrauben  des  einen 
Systems  homogene  lineare  Funktionen  von  den  Koordinaten  der 
Schrauben  des  anderen  Systems ,  und  hierdurch  lässt  sich  umgekehrt 
die  homographische  Beziehung  analytisch  definieren. 

Wenn  man  auf  solche  Weise  die  Gesamtheit  aller  Schrauben 
linear  in  sich  transformiert,  so  giebt  es  im  allgemeinen  sechs  Schrauben, 
die  hierbei  ungeändert  bleiben,  und  die  Transformation  ist  bestimmt, 
sobald  zu  irgend  sieben  Schrauben,  die  keinem  linearen  Systeme 
angehören,  die  entsprechenden  Schrauben  bekannt  sind. 

Ein  qmdroMsches  Schraubensystem  fünfter  Stufe  werde  nunmehr  durch 
eine  quadratische  Gleichung  T  =  0  zwischen  den  sechs  Schrauben- 
koordinaten S^  dargestellt.  Befriedigen  dann  die  Koordinaten  0^  und 
i^  zweier  Schrauben  die  bilineare  Gleichung 

so  nennt  Bau  dieselben  polare  Schrauben  (polar  screws).    Zu  allen 

so    definierten   Schrauben    i   giebt    es    eine    reziproke    Schraube  i^. 

Bilden  die  Fundamentalschrauben  der  zugrunde  gelegten  Koordinaten 

ein  korreziprokes   System  und  sind  h^  ihre  Parameter,  so  sind  die 

Koordinaten  ri^  der  so  definierten  Sdmbube  ri  durch  die  Gleichungen 

gegeben: 

u      _  1   dT 
^f*       k   dB  ^ 

wo  H  einen  gemeinsamen,  willkürlich  bleibenden  Faktor  bezeichnet. 
Auf  diese  Weise  erhalt  man  eine  besondere  Art  der  homogra- 
phischen Beziehung,  die  BM  als  chiastische  Homographie  bezeichnet. 
Dieselbe  ist  dadurch  ausgezeichnet,  dass  wenn  zwei  Schrauben  rj  und 
ff  den  Schrauben  0  und  0'  entsprechen  und  rj  zu  0'  reziprok  ist, 
dann  auch  rj'  zu  0  reziprok  ist  Ist  i^",  0"  ein  drittes  Paar  ent- 
sprechender Schrauben,  so  lässt  sich  leicht  die  Formel  beweisen: 

h«']  Wn  [v"0]  =  [riS"]  we]  [ri-e-], 

in  der  [ri^9^0^^y]  den  virtuellen  Koeffizienten  zweier  Schrauben  rjW  und 
0^^  bedeuten  soll^).    Danach  verschwindet  [ly'ö],  wenn  [lyö']  =  0  ist. 

66)  Greht  man  nämlich  yon  der  im  Text  unmittelbar  folgenden  kanonischen 


160  IV  2.  H.E.  Titnerding.   Greometr.  Grandleg.  d.  Mecliaiiik  e.  starren  EQrpen. 

Durch  besondere  Wahl  des  Koordinatensystems  lasst  sieh,  ohne 
dass  die  Fundamentalschrauben  aufhören  alle  zu  einander  reziprok  zu 
sein;  die  quadratische  Form  T  im  allgemeinen  auf  die  G^talt  bringen: 

Dann  wird 

oc  e 

und  so  sieht  man^  dass  die  sich  selbst  entsprechenden  Schrauben  im 
vorliegenden  Falle  der  chiastischen  Homographie  ein  korreziprokes 
System  bilden.  Ist  die  quadratische  Form  T  definit^  so  müssen  diese 
sich  selbst  entsprechenden  Schrauben  gemäss  der  allgemeinen  Theorie 
der  quadratischen  Formen  immer  reeU  sein  «7). 

m.   Die  Gnmdzttge  der  elementaren  Statik« 

20.  Der  statisohe  Kraftbegriff.  Daa  FaraUelogramm  der 
Kräfte.  Der  statische  Erafbbegriff  (vgl.  lY  1^  Voss)  stammt  wesent- 
lich aus  dem  ursprünglichen  GefQhle  der  Muskelanstrengung  bei 
Überwindung  eines  Widerstandes.  Indem  man  nun  in  der  Statik 
den  Zug  der  Hand  oder  überhaupt  die  durch  den  menschlichen 
Körper  verrichtete  Arbeit  durch  ein  gehobenes  Gewicht  maass  und 
illustrierte^  schöpfte  man  fernerhin  die  in  den  einzelnen  Beispielen 
zur  Verwendung  kommenden  Kräfte  immer  aus  der  Schwere  ^  da- 
durch dass  man  an  den  Korper  geknüpfte  Schnüre  über  Rollen 
fährte  und  daran  Gewichte  hing.  Dann  ist  Richtung  und  Grösse 
der  vorausgesetzten  Kraft  sofort  gegeben^  indem  die  erstere  durch 
die   Richtung    der   Schnur   zwischen  Korper   und    Rolle   angegeben 

Form  der  Gleichungen  für  diese  Homographie  aus  und  schreibt  dieselbe  Formel 
noch  einmal  für  ein  zweites  Paar  entsprechender  Schrauben  ri   und  $': 

so  kann  man  aus  den  beiden  Formeln  die  Identität  herleiten: 

Dieser  Gleichung  lassen  sich  mit  Hinzuziehung  eines  dritten  Paares  entsprechen- 
der Schrauben  t\'  und  0''  zwei  analoge  an  die  Seite  stellen  und  durch  Multipli- 
kation  dieser  drei  Gleichungen  gewinnt  man  mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung 

der  Ausdrücke  ^k„rf^^d^ü^   (vgl.  Nr.  14)  die  angegebene  Formel. 

67)  Diese  Theorie  kommt  bei  der  Kinetik   der   starren  Körper   zur  Ver- 
wendung.   Vgl.  den  Artikel  IV  6. 
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und  die  letztere  durch  das  angebrachte  Gewicht  gemessen  wird. 
Der  Punkt  des  Körpers^  an  dem  die  Schnur  befestigt  wird^  ist  der 
Angriffspmki  der  Kraft,  Das  Gesetz  vom  Parallelogramm  der  Erä^ 
(IV 1;  19)  erscheint  bei  diesem  Ausgangspunkte  als  ein  reines 
Ergebnis  der  Erfahrung^  indem  man  es  durch  einen  einfachen  Me- 
chanismus nach  Belieben  prüfen  kann.  In  diesem  Sinne  machte  es 
Vartgtum^)  zur  Grundlage  der  Statik^  nachdem  schon  vor  ihm 
Stevin^^  die  Bedingung  für  das  Gleichgewicht  zwischen  drei  an  dem- 
selben Punkte  angreifenden  Kräften  dahin  formuliert  hatte^  dass  diese 
Kräfte  in  einer  Ebene  wirken  und  die  darstellenden  Strecken^  indem 
man  sie  parallel  verschiebt^  sich  zu  einem  Dreiecke  schliessen  lassen 
müssen. 

21.  Der  starre  Körper.  Daa  Hebelgesetz.  Systeme  paralleler 
Kräfte.  Der  von  Newton  formulierte  dynamische  Krafkbegriff  (vgl. 
IV  1,  besonders  Nr.  22  f.)  setzt  mit  Notwendigkeit  die  Abstraktion 
einer  punktförmigen  Masse  voraus,  der  statische  Kraftbegriff  hingegen 
enthalt  nichts  über  die  Natur  des  Körpers,  auf  den  die  Kraft  wirkt, 
wesentlich  ist  für  ihn  nur  die  Existenz  «eines  bestimmten  Angriffs- 
punktes. Man  nennt  nun  einen  Körper  starr,  sofern  es  gestattet  ist, 
den  Angriffspunkt  irgend  einer  auf  ihn  wirkenden  Kraft  in  der  Kraft- 
richtung beliebig  zu  verschieben.  Aus  der  Verbindung  dieses  Axioms 
des  starren  Körpers  mit  dem  Parallelogrammgesetze  erwächst  dann  ein 
anderes,  bis  auf  Archimedes  zurückgehendes  Gesetz,  das  sich  ins- 
besondere auf  gleichgerichtete  Kräffce  bezieht  und  das  Hebelgesete 
heisst.  Zwei  parallele  Kräfte  vereinigen  sich  im  allgemeinen  zu  einer 
gleichgerichteten  Resultanten,  und  das  Hebelgesetz  lehrt  diese  Resul- 
tante finden.  Nur  dann,  wenn  die  beiden  parallelen  Kräfte  gleiche 
Ghrosse  und  entgegengesetzten  Sinn  haben,  liegt  ein  Ausnahmefall  vor; 
wir  kommen  dann  auf  den  schon  in  Nr.  8  besprochenen  Fall  eines 
PoinsofBchen  Paares  (couple,  Kräftepaar)  zurück. 

22.  Allgemeine  Kräftesysteme.  Ihre  Beduktion  auf  zwei  zu 
einander  normale  Kräfte.      G,  Monge '^^)   hat  zuerst   die   allgemeine 

6S)  Projet  d'ane  nouvelle  m^canique,  Paris  16S7.  Genau  gleichzeitig  gab 
/.  Newton  die  kinetisehe  Begründung  des  ParallelogprammgesetzeB  aus  dem 
Parallelogramme  der  Bewegungen  (Philosophiae  naturalis  principia  mathematica, 
Axiomata,  Cor.  1),  und  erschien  eine  Schrift  von  B.  Latni,  in  der  dasselbe 
Oesetz  aufgestellt  wurde.  Man  vgl.  die  Einleitung  zu  Lagrange'%  Mäcanique 
analytique  —  Oeuvres  11. 

69)  Vgl.  das  Citat  in  der  Literaturübersicht. 

70)  Trait^  äl^mentaire  de  statique.  Zuerst  erschienen  1786,  später  wieder- 
holt aufgelegt. 
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Aufgabe  behandelt;  die  Bedingungen  für  das  Gleichgewicht  eines 
Systems  beliebig  gerichteter  Eräfte^  die  an  einem  starren  Körper 
ajigreifen^  aufzusuchen.  Mit  dieser  Aufgabe  steht  die  Lehre  von  der 
statischen  Äquivalenz  der  EnLftesysteme  an  einem  starren  Körper  (also 
der  Dynameny  nach  der  PZücX;ar'schen  Bezeichnung)  in  engstem  Zu- 
sammenhangC;  indem  zwei  Kräftesysteme  dann  äquivalent  heissen,  wenn 
das  eine  mit  überall  umgekehrter  Kraffcrichtung  dem  anderen  hinzu- 
gefügt den  Körper  ins  Gleichgewicht  bringt. 

um  nun  ein  gegebenes  Kräftesystem  auf  ein  äquivalentes,  mög- 
lichst einfaches  System  zurückzufahren,  ist  von  dem  Axiome  des 
sterren  Körpers,  nach  dem  sich  der  ^ffspunkt  jeder  Kraft  in 
deren  Richtung  beliebig  verschieben  lässt,  auszugehen.  Die  'Kraft  am 
starren  Körper  ist  damit  ihrer  geometrischen  Bedeutung  naeh  nichts 
anderes  als  ein  Linienteil  y  und  das  Parallelogramm-  und  Hebelgesetz 
zeigen  dann,  dass  zwei  Kräftesysteme  äquivalent  sind,  wenn  die  den 
einzelnen  Kräften  entsprechenden  Linienteile  beidemal  dieselbe  Summe 
ergeben.  Daher  kommt  hier  die  oben  (unter  I)  entwickelte  G^metrie 
der  Linienteile  zur  unmittelbaren  Geltung.  Es  hat  sich  aber  historisch 
die  Zusammensetzung  der  Kräfte  nicht  auf  der  Geometrie  der  Linien- 
teile aufgebaut,  sondern  diese  sich  vielmehr  umgekehrt  aus  der  Statik 
entwickelt,  wie  schon  oben  an  verschiedenen  Stellen  angedeutet 
wurde. 

um  das  Problem  der  Reduktion  eines  gegebenen  Sjcuftesystems 
zu  lösen,  dachte  sich  Monge  die  Angriffspunkte  aller  Kräfte  so  ver- 
schoben, dafs  sie  in  eine  und  dieselbe  Ebene  or  fedlen.  Dann  lässt 
sich  jede  Kraft  in  zwei  Komponenten  zerlegen,  von  denen  die  eine 
in  der  Ebene  x  wirkt,  die  andere  senkrecht  dazu  gerichtet  ist.  Nun 
ist  es  eine  einfache  Folge  aus  dem  Axiome  des  starren  Körpers  und 
dem  Parallelogramme  der  Krilfte,  dass  sich  die  in  der  Ebene  wirken- 
den Kräfte  im  allgemeinen  zu  einer  resultierenden  Kraft  vereinigen, 
und  gleiches  gilt  von  den  parallel,  nämlich  senkrecht  zu  der  Ebene  ic 
gerichteten  Kräften.  So  wird  das  ganze  Kräftesystem  auf  zwei  Kräfte 
zurückgeführt,  deren  Richtungen  zu  einander  normal  sind.  Der  be- 
liebig gewählten  Ebene  ^,  welcher  die  eine  Kraft  angehören  soll,  ist 
die  Axe  p'  dieser  Kraft,  nämlich  die  Linie,  in  der  sie  wirkt,  in  ein- 
deutiger Weise  zugeordnet,  und  ebenso  der  Punkt  P,  in  welcher  die 
Ebene  von  der  Axe  p  der  zweiten,  zu  ihr  senkrecht  gerichteten  Kraft 
geschnitten  wird.  Diese  Zuordnung,  die  jeder  Ebene  ^  einen  in  ihr 
gelegenen  Punkt  P  zuweist,  ist  keine  andere  als  die  des  zur  Dyname 
gehörigen  Jfoe&tWschen  Nullsystems  (Nr.  10),  und  die  Linie  p'  in  der 
Ebene  ist  deren  charakteristische  Linie  (Nr.  12,  4).    So  streifte  Monge 
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sehr  nahe   an  die   Entdeckung  dieser  Beziehungen^  ohne  aber  ganz 
bis  zu  ihnen  vorzudringen. 

23.  Bednktion  eines  Kräftesystems  auf  eine  Einzelkraft  und 
ein  Kräftepaar.  Beziehungen  zur  Schraubentheorie.  Wir  bemerkten 
bereits^  dass  sich  die  Theorie  der  Linienteile  ohne  weiteres  auf  die 
Dynamen  überträgt.  Dies  gilt  insbesondere  für  die  oben  (Nr.  10) 
entwickelte  Theorie  des  vektoriellen  Momentes  einer  Liniensumme  ^^). 
PoinsoV*)  hat  der  hiermit  bezeichneten  mechanischen  Theorie  da- 
durch eine  sehr  elegante  Form  gegeben  ^  dass  er  sie  an  die  Be- 
trachtung der  nach  ihm  benannten  Kräftepaare  knüpfte  (vgl.  oben 
Nr.  6  und  Nr.  21).  Sein  Verfahren  ist  folgendes:  Er  fügt  zu  jeder 
Kraft  eines  gegebenen  Systems  zwei  ebenso  grosse  und  einander 
entgegengesetzt  gerichtete  Kräfte  hinzu,  die  an  einem  festen  Punkte  0 
angreifen  und  sich  somit  in  ihrer  Wirkung  aufheben.  Die  an  0 
angreifenden;  mit  den  gegebenen  gleich  gerichteten  Kräfte  vereinigt 
er  dann  als  Kräfte  an  demselben  Punkte  zu  einer  Resultierenden, 
deren  Komponenten  nach  drei  durch  den  Punkt  gehenden  Axen 
gleich  3E,  ^;  3  ^^i'^^n  mögen.  Die  entgegengesetzt  gerichteten 
Kräfte  bilden  mit  den  gegebenen  Kräften  lauter  Kräftepaare.  Diese 
Paare  yereinigen  sich  wie  Plangrössen  (Nr.  3)  zu  einem  resultierenden 
Paare,  das  mit  der  resultierenden  Einzelkraft  zusammen  das  gegebene 
Kraftesystem  statisch  ersetzt.  Die  Komponenten  dieses  Paares  seien 
£y  9K;  91.  So  gelangt  man  wieder  zu  den  sechs  Grössen  3E,  ^,  3;  ^> 
9R,  91,  die  im  Torliegenden  Referate  als  Koordinaten  einer  Dyname 
auftreten'*).    Nur  wenn  sie  alle  verschwinden,  ist  der  Körper  im  Gleich- 


71)  Dies  yektorielle  Moment  hat  die  statische  Bedeutong,  dass,  wenn  es 
fOr  einen  Punkt  verschwindet,  der  Körper  im  Gleichgewichte  ist,  sofern  dieser 
Punkt  festgehalten  wird.  Ebenso  halten  sich  für  einen  Körper,  der  nur  um  eine 
bestimmte  Axe  drehbar  ist,  die  vorhandenen  Kräfte  das  Gleichgewicht,  wenn  die 
Summe  ihrer  Momente  für  diese  Axe  verschwindet.  Auf  Grund  dieser  Momente 
fOr  eine  gerade  Linie  hat  G.  Zeuihen  (Tidsskr.  for  Math.  (6)  4  (1887),  p.  146) 
die  Bedingungen  für  das  Gleichgewicht  leicht  und  elegant  entwickelt. 

72)  El^ents  de  statique,  1804. 

78)  Statt  der  „rechtwinkligen"  Koordinaten  lassen  sich  zur  Festlegung 
einer  Dyname  auch  tetracdrale  Koordinaten  verwenden,  deren  Einführung  auf 
dem  Satze  von  Ä.  F.  Moehius  (J.  f.  Math.  18  (1888),  p.  207  »  Werke  1,  p.  664)  be- 
ruht, wonach  sich  ein  beliebiges  Kräftesystem  durch  sechs  in  den  Kanten  eines 
gegebenen  Tetraeders  wirkende  Kräfte  ersetzen  lässt.  Von  denselben  hat 
6^.  J^o^to^Ztm  in  seinen  Untersuchungen  (Napoli,  Rend.  8  (1869),  p.  87;  ibid.  9 
(1870),  p.  89;  Giom.  di  mat.  10  (1872),  p.  188,  207)  ausgiebigen  Gebrauch  ge- 
macht. S.  auch  G.Zeuthen^  Math.  Ann.  1  (1869),  p.  482.  H.Mohr  im  Civiling. 
(2)  84  (1888),  p.  691,   hat  im  Besonderen   drei   sich   schneidende   Kanten   des 


s 
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gewichte.  Die  Centralaxe  eines  Sjraftesystems  (Nr.  8)  ist  nach  Pcimsot 
als  die  Wirkungslinie  einer  Kraft  (9i)  definiert^  welche  in  Ver- 
bindung mit  einem  zu  ihrer  Richtung  senkrechten  Eraftepaare  (vom 
Momente  ^)  dem  Eräftesysteme  statisch  äquivalent  ist. 

Die  Analogie  der  Liniensummen  und  Schraubungen  führt  femer 
dazUy  dem  Eräftesysteme  eine  Schraubung  um  die  Centralaxe  von 
der  Ganghöhe  2;r§/9fi  zuzuweisen^  und  die  Sätze  der  Statik  dement- 
sprechend auf  die  Einematik  der  starren  Eörper  zu  übertragen 
(Nr.  12).  Da  die  so  resultierende  Analogie  aber  bereits  oben^  nur 
in  anderer  Fassung^  erörtert  ist,  sollen  jetzt  nur  solche  Dinge  hervor- 
gehoben werden,  die  sich  im  Falle  der  Statik  in  eigenartiger  Weise 
aussprechen.  Die  Dynamen  sind  wie  die  Liniensummen  als  Sduimben- 
grossen  zweiter  Art  anzusehen,  wenn  Schraubungen  als  Schrauben- 
grössen  erster  Art  bezeichnet  werden.   (Vgl.  Nr.  18). 

24.  Vereinigung  zweier  Kräftesysteme.  Zwei  Eräftesysteme 
A]   und  Aj  werden  zu  einem  dritten  A  zusammengesetzt,   wie   aus 

zwei  Schraubungen  eine  dritte  hervorgeht.  Die 
Gentrahkxen  der  drei  Dynamen  liegen  also  auf 
dem  zugehörigen  Cylindroide,  und  sind  %  tp^j  fp^ 
die  Winkel,  unter  denen  sich  dieselben  kreuzen, 
Ry  R^,  R^  die  resultierenden  Einzelkräfte,  die  in 
ihnen  wirken,  dann  wird  (vgl.  Nr.  16): 

sinqp        8in<p,         8in<p, 
It  R^  M^ 

Sind  femer  Je,  Jc^,  Jc^  die  Parameter  der  Schrauben,  zu  denen  die 
drei  Dynamen  gehören,  d  der  kürzeste  Abstand  der  Centralaxen  von 
Ai  und  Aj,  so  ergiebt  sich  für  Je  folgender  Ausdruck 

^®™  Äi2  =  (Äi  +  Äj)  cos  9  —  d  sin  9 

den  virtuellen  Eoeffizienten  der  zu  A^  und  A^  gehörigen  Schrauben 
bezeichnet.  Die  Abschnitte  di  und  d^,  in  welche  die  Centralaxe  der 
resultierenden  Dyname  A  den  kürzesten  Abstand  d  der  Centralaxen 
von  Aj  und  A,  teilt,  sind 

^1  =  ^«-  ^  +  "R^  (^^  ^^s  9>  +  (K  —  h)  sin  (p), 

rfj  =  2jV  ^  +    jj'i  *  (^  ^^®  ^  +  (**2  ~  ^i)  ^^  9>)- 

Tetraeders  zu  einander  normal  und  an  Länge  gleich  angenommen.  Alle  diese 
Systeme  sind  nur  Spezialfälle  der  ganz  allgemeinen  Koordinaten  einer  Dyname, 
welche  den  allgemeinen  Schraubenkoordinaten  entsprechen. 
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In  diesen  drei  Sätzen  hat  man  die  von  BdU  gegebene  Verall- 
gemeinerung des  für  den  Fall  zweier  sich  schneidenden  Kräfte  gelten- 
den  gewöhnlichen  Parallelogrammsatzes  ^^). 

25.  Kräfte  im  Gleichgewicht.  J,  Sylvester''^)  sagte  von  einer  An- 
zahl gerader  Linien  ^  dass  sie  in  Inyolution  seien  ^  ^enn  eine  und  da- 
mit jede  von  ihnen  dem  durch  die  übrigen  bestimmten  linearen 
Strahlensysteme  angehört,  und  diesen  Ausdruck  übertrug  G»  BaUaglini  ^*) 
auf  die  Kräfte  und  Dynamen.  Von  n  Kräften  /*i, . . .,  /*„  (n  =  4,  5,  6), 
die  in  diesem  Sinne  eine  Involution  bilden,  lassen  sich  immer  die 
Koordinaten  der  einen  aus  den  Koordinaten  der  anderen  linear  zu- 
sammensetzen,  und  die  Intensitäten  P,  der  Kräfte  bestimmen  sich,  wie 
W.  SpotHswoode'''^  zuerst  angegeben  hat,  aus  den  linearen  Gleichungen 

^P,(iO  =  0,        »  =  1,2..«,    t+j. 

j 

Hierbei  ist  (ji)  das  Produkt  aus  dem  kürzesten  Abstände  der  Axen 
Ton  fj  und  f^  und  dem  Sinus  des  Winkels,  unter  dem  dieselben  sich 
kreuzen,  nach  Cayley^s  Ausdruck  das  Moment  dieser  Wirkungs- 
linien'®).  Aus  den  obigen  Gleichungen  folgt,  dass  im  Falle  der  In- 
yolution die  Determinante 

0    (12)...  (In) 
^_    (21)     0    ...(2n) 


(nl)(n2)...    0 

verschwinden  muss,  was  schon  Sylvester''^)  gefunden  hatte.  Bezeichnet 
man  mit  D^,  D^j, . . .,  2)^^  die  Hauptunterdeterminanten  von  2),  so 
ergiebt  sich  für  die  Verhältnisse  der  Intensitäten  P^: 

P,  :P,  : . . . :  P^^VWi-VD^  : . .  .:/!)„„, 

und  diese  Verhältnisse  sind  aUein  bestimmt,  so  dass  die  Intensität 
einer  Kraft  willkürlich  bleibt. 


74)  Die  Sätze  lassen  sich  auch  in  folgender  Weise  formulieren:  Fügt  man 
die  drei  Resultanten  R,  B^,  R^  zu  einem  Dreiecke  zusammen,  so  sind  die 
Winkel  in  diesem  Dreiecke  «  —  <Pf  SPi»  <Pt*  ^  derselben  Weise  kommen  in 
dem  Dreiecke,  dessen  Seiten  YkR^  y^jl^j,  Yk^R^  sind,  die  in  Nr.  19  fSr  je 
zwei  Schrauben  eingeführten  Winkel  vor.  Die  verschiedenen  möglichen  Arten, 
wie  sich  das  Parallelogrammgesetz  för  allgemeine  Verrückungen  oder  Eräfbe- 
systeme geometrisch  erweitem  lässt,  hat  Study  (Djnamen)  ausführlich  behandelt. 

76)  Paris  C.  R.  62  (1861),  p.  741,  816. 

76)  Napoli,  Atti  4  (1869),  Nr.  14;   Napoli,  Rend.  8  (1869),  p.  166. 

77)  Paris  C.  R.  66  (1868),  p.  97. 

78)  Paris  C.  R.  61  (1866),  p.  829  —  Collected  Papers  5,  p.  542. 

79)  Paris  C.  R.  62  (1861),  p.  816.    Dazu  Chaslea,  ebenda,  p.  746,  1042. 
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Im  Falle  nur  vier  Erafte  Torhanden  sind,  ergiebt  sich  das  schon 

von  Moebius^)  gefundene  Resultat 

>/ (23)  (34)  (42) :  V  (34)  (41)  (13) :  y  (41)  (12)  (24) :  y  (12)  (23)  (31) , 

y  (23)  (14)  +  y  (31)  (24)  +  y  (12)  (34)  =  0 . 

Hiemach  ist  der  von  Chasles  herrührende  Satz^^)  leicht  zu  beweisen^ 
dass^  wenn  man  die  vier  Kräfte  irgendwie  in  zwei  Paare  einteilt,  die 
beiden  Tetraeder,  von  denen  die  als  Strecken  dargestellten  Kräfte 
eines  Paares  jedesmal  zwei  Gegenkanten  bilden^  einander  inhalti^leich 
sind^  und  dass  die  Axen  der  vier  Kräfte  derselben  Begelschar  einer 
Regelfläche  zweiten  Grades  angehören®^). 

26.  Arbeit  eines  Kräftesystems  bei  einer  nnendlich  kleinen 
Verrückung.  Die  Arbeit;  welche  bei  einer  unendlich  kleinen  Ver- 
rückung eines  starren  Körpers  von  einem  auf  denselben  wirkenden 
Kräftesysteme  geleistet  wird,  ist  durch  den  Summenausdruck 

dA  =2{^idXi  +  Y^dy^  +  Z^dg^ 

gegeben  y  in  dem  die  Summation  sich  auf  die  Komponenten  J^^  F|,  Z^ 
aller  Kräfte  des  Systems  und  die  Veränderungen  dx^y  dy^y  dg^  der 
Koordinaten  x^y  y^y  z^  ihrer  Ai^ifkpunkte  zu  erstrecken  hat  Als 
Funktionen  dieser  Koordinaten  werden  die  Differentiale  gemäss  Nr.  11 
durch  die  Gleichungen 

dx=^{u  —  ry  +  Q^)dty  dy  =  (v  —  qg-\-  rx) dt,  dg=^{w  —  qx  +|> j)rfi» 

ausgedrückt.  Sind  dann  noch  X,  ^,  Q,  2y  3Ry  9{  die  Koordinaten  des 
Kräftesystems ;  so  findet  man 

dÄ  =  (dcu  +  gv  +  3««;  +  Si>  +  SR?  +  3lr)dt.'^ 

Der  rechts  in  der  Klammer  stehende  Ausdruck  muss^  sofern 
Gleichgewicht  bestehen  soll^  bei  freier  oder  irgendwie  beschiunkter 
Beweglichkeit  des  Körpers  für  jede  unendliche  kleine  Verrückung, 
welcher  derselbe  unterworfen  werden  kann^  nach  dem  Prinzipe  der 
virtuellen  Geschwindigkeiten  (vgl.  IV 1, 80,  Voss)  verschwinden.  Hiermit 


80)  Lehrbuch  der  Statik,  1,  §  103. 

81)  Es  ist  dies  derselbe  Satz  wie  oben  in  Nr.  7,  da  irgend  zwei  der  vier 
Kräfte  dieselbe  Liniensumme  darstellen  müssen  wie  die  übrigen  zwei,  wenn  man 
deren  Richtungen  umkehrt. 

82)  Für  den  Inhalt  dieses  ganzen  Abschnittes  Tgl.  R.  Sturm,  Ann.  di  mat. 
(2)  7  (1876),  p.  217,  und  F.  Zucchetti,  Torino,  Atti  12  (1876),  p.  44. 

88)  VgL  Ä.  F.  Moebius,  Lehrbuch  der  Statik,  1,  §  181;  F.  Klein,  Math. 
Ann.  4  (1871),  p.  403. 
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haben  wir  die  einzig  mögliche  Art,  allgemein  auf  dynamischem 
Wege  (ohne  auf  die  Massenverteilung  in  dem  starren  Körper  einzu- 
gehen) den  Eräftesystemen  unendlich  kleine  Bewegungen  zuzuordnen. 
Jedem  Eraftesysteme  werden  nämlich  diejenigen  Yerrückungen  oder 
Schranbungen  zugewiesen,  bei  welchen  es  keine  Arbeit  verrichtet. 
Die  Koordinaten  dieser  Yerrückungen  genügen  der  linearen  Glei- 
chung dÄ  =  0,  und  die  Koeffizienten  dieser  Gleichung  sind  den 
Koordinaten  des  Kräftesystems  gemäss  der  vorstehenden  Gleichung 
proportional,  so  dass  die  Kräftesysteme  und  Schraubungen,  wie 
F.  Klein  sich  ausdrückt,  in  der  Beziehung  kontragredienter  Grössen 
stehen.  Der  obige  Ausdruck  für  die  Arbeit  kann  geradezu  zur  De- 
finition der  Koordinaten  einer  Dyname  verwendet  werden.  Sind  dann 
3r,  ^',  3'?  ß;  SR',  91'  die  Koordinaten  einer  zweiten  Dyname,  so 
wird  die  von  den  beiden  Dynamen  zusammen  geleistete  Arbeit 
(3£  +  2')  M  -|-  (^  -f"  80 1?  -f-  •  •  • ;  sie  sind  also  zusammengenommen 
einer  Dyname  mit  den  Koordinaten  X  +  X',  ^  -\-  Wy  -  -  -  statisch 
äquivalent.  So  leitet  sich  auch  die  Regel  für  die  Zusammensetzung 
der  Dynamen  sofort  aus  dem  Arbeitsausdrucke  ab.  Des  weiteren 
ergiebt  sich  die  Analogie  zwischen  den  Dynamen  und  den  unend- 
lich kleinen  Yerrückungen,  wenn  man  bemerkt,  dass  die  Gleichung 
dÄ  =  0  eine  gegenseitige  Beziehung  zweier  Schrauben  aussagt,  näm 
lieh  dass  sie  reziprok  sind^). 

Ist  nun  die  Beweglichkeit  des  Körpers  gehemmt  ^)y  so  dass 
zwischen  den  Koordinaten  jeder  Schraubung,  die  er  ausführen  kann, 
bestimmte  lineare  Bedingungsgleichungen  bestehen,  so  ergiebt  sich  ein 
zugehörig^  lineares  System  von  Dynamen,  welche  die  Eigenschaft  haben, 
dass  durch  sie  das  Gleichgewicht  des  Körpers  nicht  gestört  wird. 
Die  Schranben,  die  zu  diesen  Dynamen  gehören,  sind  einfach  zu  den  samt- 
Uchen  Schrauben,  welche  den  dem  Körper  freistehenden  Schraubungen 
entsprechen,  reziprok.  Allgemeiner:  Der  in  seiner  Bewegung  gehemmte 
Korper  bewegt  sich  für  gewöhnlich  in  jedem  Augenblicke  anders  als 
wenn  er  frei  wäre,  und  diese  Änderung  in  der  Bewegung  wird  durch 
eine  Dyname  bewirkt,  welche  die  Hemmungen  liefern.  Da  hierbei  aber, 
wenn  man  von  der  Reibung  absieht,  keine  Arbeit  geschehen  kann,  so 


84)  Da88  die  Analogie  von  Kräften  und  Drehungen  aus  dem  Prinzipe  der 
virtuellen  Geschwindigkeiten  abgeleitet  werden  kann,  hat  schon  0.  Bodriffues 
bemerkt  (J.  de  math.  5  (1840),  p.  436).  Vgl.  übrigens  wieder  F.  Klein,  Math. 
Ann.  4  (1871),  p.  403. 

86)  Man  vgl.  ausser  BaWs  Theory  of  screws  die  Darstellungen  in  Thomson 
und  TaifB  Treatise  on  natural  philosophy  und  J.  Somoffs  Theoretischer  Me- 
chanik (8.  auch  des  letzteren  Arbeit,  Petersb.  Bull.  18  (1873),  col.  162). 
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gehört  die  Schraube  jeder  durch  die  Hemmungen  gelieferten  Dyname 
dem  soeben  genannten  reziproken  Systeme  an.  Man  hat  damit  eine 
schöne  mechanische  Bedeutui^  solcher  reziproken  Schraubensysteme. 

27.  Unriclitige  Auffossungen  der  Analogie  zwiBOhen  Kr&ften 
und  unendlich,  kleinen  Drehungen.  Obwohl  die  einfache  Thatsache, 
dass  sich  unendlich  kleine  Drehungen  um  einen  festen  Punkt  genau 
so  nach  dem  Parallelogrammgesetze  zu  einer  neuen  Drehung  um 
denselben  Punkt  vereinigen^  wie  zwei  an  dem  Punkte  angreifende  Kräfte 
zu  einer  neuen  Eiaft;  zu  keinem  Kommentare  Anlass  geben  kann, 
ist  die  Analogie  zwischen  Kräften  und  Drehungen  doch  fortwährenden 
Missverständnissen  ausgesetzt  gewesen.  Die  Quelle  derselben  liegt 
in  der  unwillkürlichen  Annahme  einer  kausalen  Verknüpfung.  In 
Wahrheit  liegen  die  Verhältnisse  so,  dass,  wenn  dl,  ^,  Q,  £,  9K;  9% 
die  auf  die  Hauptträgheitsaxen  bezogenen  statischen  Koordinaten  eines 
auf  einen  freien  starren  Körper  wirkenden  Systems  von  Momentan- 
kräften  sind^  die  Koordinaten  p,  q,  r,  u,  v,  w  der  instantanen 
Schraubung;  die  sie  herYorrufeU;  sich  aus  den  Gleichungen  bestimmen 

X  =  Jfw,  g  =  Jft;,  3  =  Mw,  S  =  Ma^p,  ^  =  Mb^q,  Q  =  Mc^r, 

wo  M  die  Gesamtmasse  des  Körpers  und  a,  b,  c  seine  Haupttrag- 
heitsradien  bezeichnen.  Hieraus  ist  ersichtlich,  dass  eine  im  Schwer- 
punkte des  starren  Körpers  (dem  Ursprünge  des  zugrunde  gelegten 
Koordinatensystems)  angreifende  Einzelkraft  dem  Körper  lediglich  eine 
Translationsbewegung  in  der  E[raftrichtung  erteilt,  und  ein  auf  den 
starren  Körper  wirkendes  Kräftepaar  ihn  nur  um  seinen  Schwerpunkt 
zu  drehen  strebt.  Wenn  man  also  Kräfte  und  Bewegung  als  Ur- 
sache und  Wirkung  verknüpft,  so  müsste  der  Einzelkraft  (die  aber 
an  den  Schwerpunkt  des  Körpers  gebunden  ist)  eine  Translation,  dem 
Kräftepaare  eine  Rotation  (aber  nur  um  den  Schwerpunkt  des  Körpers) 
entsprechend  gesetzt  werden,  während  die  Analogie,  von  der  wir  hier 
handeln,  gerade  das  Umgekehrte  konstatiert.  Die  Analogie  hat  also 
mit  der  in  Rede  stehenden  kausalen  Verknüpfung,  die  als  solche  in 
die  Kinetik  gehört  (s.  IV  6),  nichts  zu  thun. 

Plücker^)  begeht  ebenso  einen  Fehler,  wenn  er  die  Analogie 
zwischen  Kräften  und  Drehungen  geometrisch  kurzweg  damit  inter- 
pretiert, dass  ja  jede  Kraft  durch  zwei  Pimkte  auf  ihrer  Axe,  deren 
Abstand  im  Verhältnisse  zur  Kraftintensität  steht,  festgelegt  werde 
und  analog  eine  Drehung  sich  durch  zwei  Ebenen  fixieren  lasse,  von 
denen  sie  die  eine  in  die  andere  überführen  soll.     Der  Verbindungs- 


86)  Lond.  Phil.  Trans.  166  (1866),  p.  361. 
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linie  der  beiden  Punkte  als  Wirkungslinie  der  Kraft  entspricht  bei 
diesem  Ansätze  die  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen  als  Axe  der  Drehung. 
Aber  die  Entfernung  der  beiden  Punkte  als  Intensität  der  Kraft  lässt 
sidli  mit  dem  Winkel  zwischen  den  beiden  Ebenen  als  Drehungswinkel 
nur  dann  unmittelbar  in  duale  Beziehung  bringen^  wenn  der  letztere 
unendlich  klein  ist.  Dies  hervorzuheben  hat  Plücker  unterlassen.  Die 
metrische  Unvollkommenheit  der  Dualität  lässt  sich  bekanntlich  nur  da- 
durch beseitigen^  dass  man  von  der  generellen;  projektiven  Maassbestim- 
mung ausgeht;  die  sich  statt  auf  den  imaginären  Kugelkreis  auf  eine 
allgemeine  Fläche  zweiter  Elasse  gründet;  oder;  was  auf  dasselbe  hinaus- 
kommt; den  Euklidischen  (ebenen)  Raum  durch  einen  Raum  von  kon- 
stanter; positiver  oder  negativer;  Krümmung  ersetzt.  Sollen  dann  aber 
Kräfte  und  Drehungen  im  Sinne  der  hier  vorliegenden  Entwickelungeu 
behandelt  werden  können;  so  muss  man  das  Maass  für  beide  unend- 
lich klein  annehmen.  Die  Kinematik  und  Statik  starrer  Körper,  die 
sich  auf  diesen  Gfrundlagen  aufbaut;  hat;  nachdem  F.  Klein^'^)  darauf 
hingewiesen,  zuerst  F.  Lindemann^)  ausgeführt.  An  diese  Arbeit  hat 
sich  später  eine  umfangreiche  Litteratur^^)  gereiht;  und  so  ist  der 
Plücker^sche  Irrtum  doch  die  Quelle  vieler  schöner  Untersuchungen 
geworden^).  Über  diese  Dinge  wird  in  Bd.  lU  ausführlich  Bericht 
erstattet 

28.  Daa  ViriaL  Betrachtet  man  jede  Kraft  eines  Kräftesystems 
als  an  ihren  Angriflfspunkt  gebunden,  so  lässt  sich  die  Arbeit,  welche 
das  Kräftesystem  bei  einer  unendlich  kleinen  Yerrückung  des  starren 
Körpers  leistet;  als  die  Variation  des  Ausdruckes 

betrachten;  wenn  hierbei  die  Kräfte  als  imveränderlich  der  Grösse  und 
Richtung  nach  angesehen  werden*^),  oder  auch  als  die  Variation  des 
Ausdruckes 


87)  Math.  Ann.  4  (1871),  p.  403. 

88)  Math.  Ann.  7  (1874),  p.  66. 

89)  Dieselbe  findet  man  zusammengestellt  in  dem  Anhange  II  zu  BM'b  Theoiy 
of  screws.  Ein  anderes  hierauf  bezüghches  Litteraturverzeichnis  findet  man  bei 
A.  B,  KoUlnikoff,  Theorie  der  Vektoren,  Kasan  1899  (russisch). 

90)  Man  vgl.  insbesondere  wieder  E.  Study  (Dynamen). 

91)  Vgl.  /.  L.  Lagrange,  M^canique  analytique,  1.  Partie,  Sect.  m,  §  V, 
Nr.  21 — ^27.  In  IV  1,  48  {Voss)  erscheint  dieser  Ausdruck  mit  dem  Faktor  —  ^ 
versehen. 
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in  dem  x,  y,  z  die  Koordinaten  eines  beliebigen  im  Ranme  festen 
Punktes  P  sind.  Der  Ausdruck  F  heisst  nach  jR.  0Zai4^ttS^)  das 
Vvrial  des  Eraftesystems  für  diesen  Punkt  P.  Nennt  man  r^  die  Ab- 
stände des  Punktes  P  von  den  Angriffspunkten  der  einzehien  Ejrafte 
des  Systems,  'R^  deren  Intensitäten,  so  wird 

V  =  ^Ri^i  cos  (2?|  r,.) . 

Das  Yirial  V  ist  somit  von  der  Wahl  des  Koordinatensystems  unab- 
hängig. Ist  V  das  Yirial  für  einen  Punkt  P  mit  den  Koordinaten 
Xy  y,  Zy  80  wird  das  Virial  V  fär  den  Punkt  P'  mit  den  Koordi- 
naten a;  +  5,  y  +  ^;  ^  +  S;  wenn  X,  D,  3  <^i®  Komponenten  der  längs 
der  Gentralaxe  wirkenden  resultierenden  Einzelkraft  bezeichnen: 

F  =  F  +  X|  +  Di2  +  3e. 
Das  Yirial  nimmt  hiemach  denselben  Wert  an  für  alle  Punkte  einer  jeden 
Ebene,  welche  zu  der  Richtung  der  resultierenden  Kraft,  d.  h.  zu  der 
Gentralaxe  normal  ist,  und  verschwindet  insbesondere  für  eine  unter 
diesen  Ebenen  ^^).  Den  Schnittpunkt  dieser  Ebene  mit  der  Gentral- 
axe hat  Hamilton^)  als  das  Centrum  des  Kräftesystems  eingefOhrt 
Sind  X,  ^,  3;  ^y  3R;  ^  die  statischen  Koordinaten  des  letzteren, 
gi«  =  3£*  +  D*  +  3*;  so  findet  sich  für  die  Koordinaten  a^,  y^j  e^ 
dieses  Gentrums 

8iX=FoX  +  a»3-9i9, 
«"»o=n9+9i3£-S3, 
«%  =  Fo3  +  s?)  -a»x, 

wo  Fo  wie  oben  das  Yirial  für  den  Koordinatenursprung  bezeichnet. 
Das  Gentrum  fallt,  wenn  die  Kräfte  alle  gleichgerichtet  sind,  mit  deren 
Mittelpunkte  (ygl.  Nr.  22)  zusammen.  Aus  den  vorstehenden  Glei- 
chungen ergiebt  sich 

F=X(a;o-a:)  +  g|(»o-»)  +  3K-^)- 

Das  Yirial  ist  also  für  aUe  Punkte  des  Raumes  gleich  dem  Viriale 
der  Einzelkraft,  die  man  erhält,  wenn  man  alle  Kräfte  des  Systems 


92)  Paris  C.  R.  70  (1870),  p.  1314  und  später.  Clausius  verwertet  den  Begriff 
hauptsächlich  für  ein  System  materieller,  der  gegenseitigen  Anziehung  oder 
Abstossung  unterworfener  Punkte  bei  seinen  Versuchen,  den  zweiten  Haupt- 
satz der  Thermodynamik  aus  mechanischen  Grundvorstellungen  abzuleiten.  Vgl. 
IV  1,  48  {Voss). 

93)  Die  hier  in  Betracht  kommenden  wesentlichen  Eigenschafben  des  Vi- 
rials  hat  F,  Schweins  entwickelt,  J.  f.  Math.  38  (1849),  p.  77.  £r  gebraucht  statt 
Virial  den  Ausdruck  Fliehmoment. 

94)  Elements  of  Quatemions,  1862,  Art.  416. 
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unter  Beibehaltung  ihrer  Richtung  an  das  Hamüton^sdie  Gentrum  ver- 
legt und  dann  zu  einer  Resultierenden  vereinigt.  Für  alle  Punkte  einer 
Ebene,  welche  zu  dieser  Resultanten  9i  normal  ist  und  von  ihrem 
Angnffispunkte,  dem  Hamilton^sohen  Centrum,  den  (nach  der  einen 
Seite  positiv,  nach  der  anderen  negativ  gerechneten)  Abstand  p  hat, 
wird  das  Virial  =  91  -p. 

Das  HamiUon^aehe  Gentrum  existiert  nur  dann,  wenn  9{  ={=  0. 
Wenn  91  =  0,  wenn  also  das  EnLftesystem  sich  auf  ein  Kräftepaar 
reduzieren  lässt,  wird  es  völlig  unbestimmt.  Dann 
aber  wird  das  Virial  konstant  für  alle  Punkte  des 
Raumes,  und  das  Ejäffcesystem  lässt  sich  immer  so 
auf  ein  Eräffcepaar  mit  festliegenden  Angriffspunkten 
reduzieren,  dass  sein  Virial  2iit  dem  Viriale  dieses 
Ej-afbepaares  zusammenfällt.  Hierzu  ist  nur  nötig, 
den  Winkel  co,   den  die  Richtungen  der  Kräfte  des  Fig.  o. 

Paares   mit   der  Verbindungsstrecke   ihrer   Angriffs- 
punkte,  dem  Arme  des  Paares,  bilden,  geeignet  zu  bestimmen.*    Ist  r 
die  Länge  des  Armes,  R  die  Intensität  der  beiden  Kräfte  des  Paares 

so  wird  das  Virial 

F=  Br  cos  o. 

Es  wird  also  Null  für  ein  orthogonales  Kräftepaar  (dessen  Kräfte 
normal  gegen  den  Arm  gerichtet  sind).  Ersetzt  man  demnach  ein 
vorgel^^  allgemeines  Kräffcesystem  durch  eine  Einzelkraft,  welche 
in  dem  JSamiUon'&chen.  Gentrum  angreift,  und  ein  orthogonales  Kräfte- 
paar in  einer  zu  dieser  Einzelkraft  senkrechten  Ebene,  so  wird  auch 
das  Virial  dieses  reduzierten  Kräftesystems  für  alle  Punkte  des 
Raumes  dasselbe,  wie  dasjenige  des  ursprünglichen  Kräfkesystems  *^). 


96)  Die  hiermit  skizzierte  Lehre  vom  Virial  gehört  begrifflich  (weil  dabei 
durchweg  von  gebundenen  Kräften  die  Bede  ist)  mit  den  im  folgenden  Abschnitt 
zu  besprechenden  Untersuchungen  über  Astatik  zusammen.  Es  verdient  vielleicht 
erwähnt  zu  werden,  dass  die  Kräftepaare  im  Sinne  der  im  Text  gegebenen  £nt- 
wickelungen  sich  mit  den  ^amt7ton'schen  Quatemionen  in  enge  Beziehung  bringen 
lassen.  Ist  nämlich  K-{- Li  -\-  Mj  -\- Nk  eine  Quaternion,  so  lassen  sich  L^M^N 
als  die  Komponenten  und  JBTals  das  negative  Virial  —  Feines  Kräftepaares  deuten. 
Dies  Kräftepaar  ist  insofern  noch  unbestimmt,  als  es  beliebig  parallel  verschoben 
und  in  seiner  Ebene  gedreht  werden  darf  (so  dass  Kräfte  und  Arm  sich  gleich- 
zeitig drehen).  Auch  darf  die  Länge  des  Armes  beliebig  verändert  werden, 
wenn  die  Intensität  der  Kräfte  im  umgekehrten  Verhältnisse  geändert  wird.  Auf 
diese  Weise  erhält  man  sofort  eine  Deutung  für  die  Addition  zweier  Quater- 
nionen.  Man  hat  zu  diesem  Zwecke  nur  die  zugehörigen  zwei  Kräftepaare  so 
zu  einem  neuen  Kräftepaare  zusammenzusetzen,  dass  nicht  bloss  ihre  Kompo- 
nenten, sondern  auch  ihre  Viriale  sich  addieren.  Um  dies  zu  erreichen,  hat  man 
S&Qjrklop.  d.  mAth.  Wia«eiMcb.    lY  1.  12 
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IT.  Astatik. 

A.  Oeometrisolie  Einleitnng. 

Die  folgenden  drei  Paragraphen  enthalten  eine  Reihe  sehr  be- 
kannter geometrischer  Sätze  in  einer  solchen  Form,  wie  sie  nicht 
bloss  in  den  folgenden  Entwickelungen  dieses  Abschnittes,  sondern 
auch  in  dem  Artikel  über  die  Geometrie  der  Massen  zur  Verwendung 
kommen.  Ausführlicher  sind  sie  in  Band  III  behandelt;  dort  findet 
man  auch  die  zugehörigen  litterarischen  Nachweise. 

29.  Ebenenkoordinaten.  Polar-  und  Antipolarsysteme.  Ist 
Ux-^-  Fy  +  Wz  =  T  die  Gleichung  einer  Ebene,  so  heissen  Z7,  F,  IF,  T, 
oder  vielmehr  ihre  Verhältnisse  U:V:W\Ty  homogene  Ebenen- 
koordinaten. Soll  die  Ebene  eine  Fläche  zweiten  Ghrades  berühren, 
so  müssen  diese  Koordinaten  einer  homogenen  Gleichung  zweiten 
Grades  0  =  0  genügen.  Ist  die  Gleichung  der  Fläche  in  Punkt- 
koordinaten insbesondere  auf  die  Hauptazen  bezogen,  so  dass  sie 
die  Form  hat 

^'  j-  y '  -1.  ?!  —  1 

dann  wird  die  Gleichung  in  Ebenenkoordinaten 

Aü^  +  -BF»  +  CW^  =  T«. 

Jede  Fläche  zweiten  Grades  begründet  als  „Ordnungsfläche^  ein 
Polarsystem.  In  demselben  ist,  falls  die  Gleichung  der  Fläche  die  vor- 
stehende einfache  Form  hat,  einer  Ebene  mit  den  Koordinaten  CT,  F, 
TF,  T  als  Pol  der  Punkt  zugeordnet,  dessen  Koordinaten  folgende  sind: 


sie  auf  einen  gemeinsamen  Arm  zu  bringen,  den  man  in  der  Schnittlinie  ihrer 
Ebenen  oder  parallel  dazu  annehmen  muss,  und  dann  die  jedesmal  in  demselben 
Endpunkte  des  gemeinsamen  Armes  angreifenden  Kräfte  nach  dem  Parallelo- 
grammgesetze zusammenzufügen.  Überhaupt  liefert  die  Anwendung  der  Quater- 
nionen  das  Virial  eines  gebimdenen  Eräfbesystems  für  einen  beliebigen  Punkt 
zusammen  mit  dessen  yektoriellem  Momente  inbezug  auf  denselben  Punkt. 
Sind  nämlich  r^-  die  Vektoren  von  einem  beliebigen  Punkte  P  nach  den  An- 
griffspunkten der  einzelnen,  als  Vektoren  aufgefassten  Kräfte  fj  des  Systems, 
so  wird  von  der  Quaternion  2~^^^itt  ^^^  skalare  Teil  Sq  das  negative 
Virial,  der  vektorielle  Teil  Vq  das  vektorielle  Moment  für  diesen  Punkt  P. 
Diesen  Gedanken  hat  besonders  K.  Heim  verfolgt.  Man  vergleiche  dessen  neueste 
Arbeit  in  der  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  47  (1902) :  Das  Verhalten  des  Viriala 
und  des  Momentes  eines  stationären  Kräftesystems  bei  der  Bewegung  des 
starren  Körpers. 
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Die  gegebene  Ebene  selbst  ist  die  Polare  dieses  Poles.  Dieser 
Ebene  ist  eine  andere  Ebene  mit  den  Koordinaten  CT,  F',  W\  T' 
konjugiert''  in  dem  Polarsysteme,  wenn 

AUir  +  BVV  +  CWW  =  TT'; 

es  geht  dann  jede  der  beiden  Ebenen  durch  den  Pol  der  anderen.  Die 
Tangentialebenen  der  Ordnungsfläche  haben  die  Eigenschaft,  dass  sie 
sich  selbst  konjugiert  sind.  Wenn  A,  B,  C  negativ,  =  —  a*,  —  6*, 
—  c*,  sind,  so  wird  die  „Ordnungsfläche"  des  Polarsystemes  imaginär 
und  das  letztere  wird  als  Antipolarsystein  des  Ellipsoides 

bezeichnet,  indem  der  Pol  einer  Ebene  für  dieses  Ellipsoid  und  ihr 
Antipol  (d.  h.  ihr  Pol  in  dem  gegebenen  Polarsysteme)  symmetrisch 
gegen  das  Gentrum  der  Fläche  liegen.  Hierdurch  hat  man  für  das 
Polarsystem  einer  imaginären  Fläche  ein  anschauliches  Substrat. 

Die  Gleichung  ATP  +  BV^ -^  CW^  =  0  steUt  einen  unendlich 
fernen  Kegelschnitt  dar,  indem  sie  für  die  Tangentialebenen  des  von 

0  auslaufenden  Kegels   "j  +  %  +  ^  =  0   und  alle  dazu  parallelen 

Ebenen  erfüllt  ist;  die  Hauptaxen  des  Kegels  fallen  ersichtlich  in  die 
Koordinatenaxen.  Eine  Gleichung  AIP'{-BV^=  T'  hingegen  liefert 
einen  Kegelschnitt  in  der  ;er-Ebene,  dessen  Hauptaxen  mit  der  x-  und 
y-Axe  zusammmenfallen. 

Zwei  Ebenen  mit  den  Koordinaten  U,  F,  TF,  T  und  ü',  F',  TF',  T 
sind  zu  einander  normal,  wenn 

ist.  Man  kann  diese  Relation  als  besonderen  Fall  der  polaren  Zu- 
ordnung auffassen.  Die  Ordnimgsfläche  ist  in  den  imaginären  Kegel- 
schnitt 1/^4"^*+  ^^  =  0  der  unendlich  fernen  Ebene  ausgeartet. 
Durch  diesen  Kegelschnitt  gehen  alle  Kugeln  des  Raumes  hindurch, 
und  er  heisst  deshalb  der  imaginäre  Kugelkreis. 

30.  Konfokale  Flächen  zweiten  Grades.  Die  sämtlichen  Flächen 
zweiten  Ghudes,  deren  Gleichungen  in  Ebenenkoordinaten  sich  mit 
Hülfe  eines  yariabelen  Parameters  A  in  der  Form  schreiben  lassen 

0  =  A(lP+  F«-j- V«), 

wo  0  äs  0  die  Gleichung  einer  bestimmten  Fläche  ist,  bilden  eine 
(lineare)  Schar,  welche,  für  ^^=»00^  den  imaginären  Kugelkreis  ent- 
halt.   Die  Flächen  einer  solchen  Schar  heissen  Tconfokal. 

a)  Ist  die  Fläche  0  =»  0  eine  Mittelpunktsfläche,  so  kann  man 

sie  auf  ihre  Hauptaxen  beziehen.     Die  Flächengleichung  in  Ebenen- 

12* 
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koordinaten  ist  dann  von  der  Form  ATP  +  BV^  +  Cym  —  T^  ^0, 
Daher  lauten  die  Gleichungen  der  konfokalen  Flachen  in  Ponkir 
koordinaten 

^'     I     y'     I     ^'    —  1 

Diese  konfokalen  F^hen  sind  konzentrische  Mittelpunktsflachen  und 
haben  die  Hauptaxen  der  Richtung  nach  gemein. 

Für  A  ^=  A  reduziert  sich  die  Flache  der  konfokalen  Schar  auf 
einen  Kegelschnitt  {B  —  Ä)V^  +  {C—  A)W^  =  T«  der  a:-Ebene. 
Die  Gleichungen  dieses  Kegelschnittes  in  Punktkoordinaten  sind 

^=0,1^  +  0^=1- 

lai  A>  B>  C,  so  ist  dieser  Kegelschnitt  imaginär,  dagegen  werden 
unter  dieser  Annahme  die  den  Werten  A  =  B  und  A^=^  C  ent- 
sprechenden Kegelschnitte  in  den  anderen  beiden  Koordinatenebenen: 

^  —  o     ^'    A.  y^   —  1 

reell,  und  zwar  der  erste  eine  Hyperbel,  der  zweite  eine  Ellipse. 
Jeder  dieser  beiden  Kegelschnitte  geht  durch  die  Brennpunkte  des 
anderen  hindurch.  Sie  heissen  die  Fokalkurven  der  konfokalen  Flachen- 
schar. 

Gehen  wir  von  dem  Werte  A  =  —  oo  aus  und  lassen  A  be- 
standig nach  der  positiven  Seite  hin  fortschreiten,  so  ist  die  Flache 
erst  ein  anfänglich  sehr  grosses,  dann  aber  immer  kleiner  werdendes 
EUipsoid,  das  sich  für  ^  =  C  auf  das  doppelt  überdeckte  Innere  der 
Fokalellipse  in  der  ^r- Ebene  reduziert.  Wächst  A  weiter,  so  wird 
das  Äussere  dieser  selben  Ellipse  zu  einem  einschaligen  Hyperboloid, 
dessen  Höhendimensionen  mehr  und  mehr  zunehmen,  bis  es  sich 
schliesslich  der  Breite  nach  abplattet  und  sich  fdr  A  =  B  auf  das 
Äussere  der  Hyperbel  in  der  ^- Ebene  reduziert  (d.  h.  denjenigen  Teil 
der  Ebene  y  =  0,  der  von  den  Tangenten  der  Hyperbel  überdeckt  ist). 
Das  Innere  derselben  Hyperbel  wird  dann  bei  weiter  wachsendem  A 
zu  einem  zweischaligen  Hyperboloide  auseinandergezogen,  dessen  beide 
Schalen  sich  mehr  und  mehr  nähern,  bis  sie  für  ^  =  ^  die  x-Ebene 
von  beiden  Seiten  her  völlig  überdecken.  Für  A>  A  wird  die  Flache 
imaginär. 

b)  Ist  die  Fläche  0  =  0  ein  Paraboloid  und  nimmt  man  dem- 
entsprechend  ihre   Gleichung  von   der   Form   AU^ -^  BV^ -{- CW^ 


^ 
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—  2  UT  =  0,  so  werden  die  Gleichungen  der  Flächen  der  konfokalen 
Schar  \ 

{A  —  A)IP  +  {B—Ä)V^  +  {C—Ä)W^  =  2UT. 

Es  sind  also  lauter  Paraboloide,  welche  die  Symmetrieebenen  gemein 
haben.     Ihre  Gleichungen  in  Punktkoordinaten  lauten 

Die  reellen  Fokalkurven  sind  Parabeln  in  den  Ebenen  j/  =.  0  und 
iT  =  0,  deren  Axe  in  die  Ebene  x  =  0  fällt  und  deren  jede  durch 
den  Brennpunkt  der  anderen  geht. 

c)  Ist  0  =  0  die  Gleichung  einer  unendlich  fernen  Kurve,  die 
wir  der  Einfachheit  halber  in  der  Form  ATP  +  BV^  +  CW^  =  0 
gegeben  denken  wollen,  so  reduzieren  sich  alle  Flächen  der  konfokalen 
Schar  auf  unendlich  ferne  Kurven : 

{A  —  A)TP  +  {B—A)V^  +  {C—A)W^  =  0, 

und  diese  werden  aus  einem  beliebigen  Punkte  des  Raumes  durch 
hmfokale  Kegel  projiziert,  welche  die  Fokalstrahlen  gemein  haben  ^). 
Diese  Fokalstrahlen  laufen  nach  dem  einen  Paare  reeller  Punkte  hin, 
welches  in  der  Schar  der  unendlich  fernen  Kegelschnitte  enthalten 
ist  und  für  A>B>C  durch  die  Gleichung  dargestellt  ist  {A  —  B)  U^ 

—  (B — C)W^  =  0.  Entsprechendes  ist  immer  der  Fall,  wenn  0 
eine  homogene  quadratische  Funktion  von  U,  F,  W  allein  ist.  — 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  Pq,  mit  den  Koordinaten  Xq,  y^,  e^, 
gehen  drei  redle  Flächen  der  konfokalen  Schar  a),  von  denen  eine  ein 
EUipsoid,  die  zweite  ein  einschaliges  und  die  dritte  ein  zweischaliges 
Hyperboloid  ist.  Die  drei  Parameter  A^^,  A^,  A^,  zu  denen  diese 
Flachen  gehören,  sind  die  stets  reellen  Wurzeln  der  kubischen 
Gleichung  für  A: 

a  —  a'^b^a'^  C—A  ~  ^' 


Die  drei  durch  den  Punkt  Pq  gehenden  Flächen  der  konfokalen  Schar 
schneiden  sich  in  ihm  rechtwinklig,  die  Tangentialebenen  zweier  von 
ihnen  in  diesem  Punkte  schneiden  sich  also  in  einer  Normalen  der 
dritten  Fläche,  und  es  werden  daher  die  Richtungscosinus  dieser 
Schniti^eraden  den  drei  Grössen 


96)  Unter  den  Fokalstrahlen  eines  Kegels  versteht  man  zwei  Strahlen  /*,  f 
von  folgender  Eigenschaft:  Ist  g  ein  beliebiger  Strahl  des  Kegels,  so  ist  die 
Somme  der  Winkel  fg  und  fg  für  alle  Strahlen  des  Kegels  dieselbe.  Femer: 
Die  Ebenen,  die  g  mit  f  und  f  verbinden,  bilden  mit  der  Tangentialebene  des 
Kegels  in  g  gleiche  Winkel. 


176   rV2.  H.  E.  Timerding.   Geometr.  Gnmdleg.  d.  Mechanik  e.  starren  KOrpers. 


proportional  (wenn  die  dritte  Fläche  zu  dem  Parameter  ji^  gehört). 
Die  Koordinaten  der  Tangentialebenen,   die   sich  aus   dem   be- 
liebigen  Punkte   Pq  an   die  zu  dem  Parameter  A   gehörige   Flache 
legen  lassen,  genügen  der  Gleichung 

(A-yt)lP-\.{B-J)V'  +  (C-A)  W  =  ix,U+  yoV-\-  b^W)*. 

Diese  Tangentialebenen  umhüllen,  wenn  man  A  variieren  lasst,  eine 
Schar  konfokaler  Kegel.  Die  gemeinsamen  Symmetrieebenen  derselbe 
sind  die  Tangentialebenen  der  drei  durch  den  Punkt  Pq  gehenden 
Flachen  der  konfokalen  Schar,  und  die  beiden  reellen  Fokalaxen  der 
Kegel,  die  in  einer  dieser  Symmetrieebenen  liegen,  gehören  als 
Erzeugende  der  Regelfläche  (d.  h.  dem  einschaligen  Hyperboloide)  an, 
die  sich  unter  jenen  drei  Flächen  befindet.  Diese  Fokalaxen  haben 
die  besondere  Eigenschaft,  dass,  wenn  man  durch  eine  von  ihnen 
irgend  zwei  zu  einander  normale  Ebenen  legt,  diese  bezüglich  aller 
Flächen  der  konfokalen  Schar  konjugiert  sind. 

Die  Tangentialkegel,  welche  sich  aus  einem  Punkte  einer  der 
beiden  reellen  Fokalkurven  an  die  konfokalen  Flächen  legen  lassen, 
sind  sämtlich  koaxiale  Rotationskegel.  Unter  ihnen  befindet  nch  auch 
der  Kegel,  welche  die  zweite  reelle  Fokalkurve  enthält.  Jede  dieser 
beiden  Kurven  wird  also  aus  den  Punkten  der  anderen  durch  lauter 
Rotationskegel  projiziert. 

31.  Der  Keye'sohe  Axenkomplex.  Bildet  man  für  die  Grössen 
Xq^  y^f  s!q,  Xy  Yy  Z  des  vorigen  Paragraphen  die  Ausdrücke 

L-^y^Z—z^Yy  M=0qX  —  XqZ,  N^x^Y—y^Xy 

so  ergiebt  sich 

L:M:N  =  ^-^iA-A,):^{B-A,):^---^iC-A) 

•«'0  yo  *o 

und  hieraus 

X X_  _    YM    _    ZN 

B—C~  C—A  ~  A—B^ 
oder 

XL+YM+ZN  =  0,    ÄXL-\-BYM+CZN^O. 

Nim  sind  X,  Y,  Z,  L,  M,  N,  als  Linienkoordinaten  aufgefasst,  die 
Koordinaten  der  Normalen  im  Punkte  1^  für  die  eine  der  durch 
diesen  Punkt  gehenden  konfokalen  Flächen  (A  =  A^).  Der  quadra- 
tische Linienkomplex,  welcher  dementsprechend  durch  das  Nebenein- 
anderbestehen der  vorstehenden  beiden  Gleichungen  dargestellt  wird. 
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heisst  der  ifeye'sche  Axenkomplex^'^).  Nach  dem  Gesagten  wird  er 
gebildet  Yon  den  Normalen  der  Schar  konfokaler  Flächen.  Er  lässt 
sich  aber  auch  leicht  mit  Hülfe  einer  einzigen  Fläche  der  Schar 
festlegen.  Fällt  man  luLmlich  aus  jedem  Punkte  auf  seine  Polarebene 
bezüglich  dieser  Fläche  die  Normale,  so  bilden  alle  diese  Normalen  den 
Axenkomplex.  Man  kann  auch  so  sagen:  Die  Pole  einer  Ebene  be- 
züglich aller  Flächen  der  konfokalen  Schar  erfüllen  eine  gerade  Linie, 
die  zu  der  Ebene  normal  ist,  und  alle  Linien,  die  man  so  erhält,  indem 
man  sich  die  Ebene  frei  im  Räume  bewegen  lässt,  bilden  den  zu  der 
Flächenschar  gehörigen  Axenkomplex. 

B.  Theorie  der  gebundenen  Eraftesysteme  nnd  ihrer  Drehung. 

32.  Systeme  parallel  geriohteter  Kräfte.  Neben  der  entwickelten 
Theorie  der  Statik,  welche  die  Kräfte  als  in  ihrer  Wirkimgslinie  ver- 
schiebbar ansieht,  existiert  eine  andere  Theorie,  in  welcher  jede  Kraft 
an  ihren  Angriffspunkt  gebunden  bleibt.  Seit  lange  bekannt  ist  diese 
Betrachtungsweise  für  den  besonderen  Fall  eines  Systems  parallel  ge- 
richteter Kräfte.  Die  auf  ein  System  starr  verbundener  Massenpunkte 
wirkende  Schwere  erzeugt  ein  solches  System  paralleler  Kräfte,  deren 
Angriffspunkte  fixiert  sind.  Dieses  System  ist,  wie  auch  das  Massen- 
system bewegt  wird,  immer  einer  Einzelkraft  äquivalent,  deren  Grosse 
durch  das  Gesamtgewicht  des  Massensystems  gegeben  ist  und  dessen 
Angriffspunkt  in  dem  Massensystem  festliegt  und  als  Schwerpunkt 
bezeichnet  wird.  Die  hierin  liegenden  Regeln  für  die  Zusanmiensetzung 
einer  beliebigen  Anzahl  paraUd  gerichteter  Kräfte  hat  zuerst  Varignon^^) 
aus  dem  Hebelgesetz  in  der  heute  allgemein  üblichen  Form  abgeleitet. 
Wenn  nur  die  Summe  der  vorgegebenen  Kräfte  nicht  Null  ist, 
lässt  sich  eine  resultierende  Kraft  an  einem  bestimmten  Punkte, 
dem  Mittdpmkie  der  Parallelkräfte,  so  anbringen,  dass  sie  die  ge- 
gebenen Kräfte  auch  dann  noch  ersetzt,  wenn  der  Körper  mitsamt  den 
Angriffspunkten  der  Kräfte  eine  beliebige  Yerrückung  erleidet.  Um 
die  Koordinaten  x,  y,  z  dieses  Mittelpunktes  in  irgend  einem  Cartesi- 
schen  Koordinatensysteme  zu  ermitteln,  seien  x^,  y^,  z^  die  Koordinaten 
für  die  Angriffspunkte  der  einzelnen  parallelen  Klüfte,  R^  ihre  Inten- 
sitäten, sei  femer  B  =  2^i}  <U^  Summe  über  alle  Kräfte  des  Systems 
erstreckt,  so  wird  bei  gleicher  Bedeutung  des  Summenzeichens 

Bx  =  ^BiXi,    By  =  ^i?,y<,     Bz  =  ^BiZ^. 

97)  Der  Name  rührt  daher,  dass  der  Komplex  auch  als  Gresamtheit  der 
Hauptaxen  aller  ebenen  Schnitte  einer  Fläche  zweiten  Grades  auftritt  (Th.  Heye, 
Geometrie  der  Lage  2,  1.  Aufl.,  Hannover  1868,  sowie  Ann.  di  mat.  (2)  2  (1869),  p.  1). 

98)  Paris,  Eist,  de  TAcad.,  Ann^e  1714. 
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33.  Astatdeohes  Gleiohgewioht  und  astatisohe  ÄqnivaleiiB.    Man 

sagt  von  einem  starren  Körper,  er  sei  in  CLstaUschem  Gieiehgewiehte^ 
wenn  dies  Gleichgewicht  nicht  gestört  wird  durch  irgendwelche  Yer- 
rückungy  welche  der  Körper  erleidet,  während  die  auf  ihn  wirkenden 
Kräfte  unverändert  in  derselben  Intensität  und  Richtung  an  den 
gleichen  Punkten  des  Körpers  angreifen.  Da  gemäss  diesen  Fest- 
setzungen das  Gleichgewicht  durch  eine  Parallelverschiebung  des 
Körpers  von  vorneherein  nicht  gestört  werden  kann,  genügt  es 
f&r  das  astatische  Gleichgewicht,  wenn  dasselbe  bei  der  Drehung  des 
Körpers  um  einen  Punkt  erhalten  bleibt.  Statt  den  Körper  zu  drehen, 
kann  man  auch,  was  die  Betrachtung  vereinfacht,  die  Kiafle  um  ihre 
AngrifEspunkte  gedreht  denken  so,  dass  die  Winkel,  die  sie  mit  ein- 
ander bilden,  alle  ungeändert  bleiben.  Spricht  man  der  Kürze  halber 
von  einem  gebundenen  Kräftesystem ,  wenn  die  Angriffispunkte  der 
Kräfte  im  Körper  festliegen  und  nicht  in  der  Kraftrichtung  ver- 
schoben werden  dürfen,  so  nennt  man  zwei  gebundene  Kiafbesysteme 
dann  astatisch  äquivalent,  wenn  das  eine,  mit  überall  umgekehrter 
Kraftrichtung  dem  anderen  hinzugefügt,  den  Körper  in  astatisches 
Gleichgewicht  bringt.  Sind  nun  X,.,  F^,  Z^  die  Komponenten  der 
einzelnen  Kräfte  eines  Systems,  x.y  y.,  g^  die  Koordinaten  ihrer  An- 
griffispunkte  und  bildet  man  die  zwölf  Grössen: 

so  sind  zwei  gebundene  Kräftesysteme  dann  und  nur  dann  astatisch 
äquivalent,  wenn  sie  in  diesen  zwölf  Grössen  übereinstimmen  und  fBr 
das  astatische  Gleichgewicht  ist  notwendig  und  hinreichend,  dass 
diese  zwölf  Grössen  verschwinden.  Wir  können  dieselben  die  asbxr 
tischen  Koordinaten  eines  KnLftesystems  nennen^. 

99)  Sie  sind  schon  von  F.  Minding  eingeftlhrt  worden,  auf  den  diese 
ganze  Disziplin  zurückgeht.  Man  Tgl.  seine  zusammenfassende  Dantellimg  in 
seinem  Handbuch  der  theoretischen  Mechanik  (Berlin  1887,  als  2.  Teil  des  Hand- 
buches der  Differential-  und  Integralrechnung) ,  p.  78  ff.  Femer  M.  Steichen,  J.  f. 
Math.  88  (1849),  p.  277  und  die  Darstellungen  in  A.  F.  Moebius'  Lehrbuch  der  Statik 
(1837)  I,  Kap.  8  u.  9;  O.J.Broch,  Lehrbuch  der  Mechanik,  Berlin  1864,  p.  82  ff., 
134  ff.;  F.  Maigno,  Le90ns  de  m^canique  analytique,  Statique  1868,  p.  806 ff. 
Die  letzteren  beiden  Autoren  bringen  auch  Anwendungen  auf  die  Theorie  des 
Magnetismus.  Eine  Weiterbearbeitung  der  Theorie  bei  J.  Somoff,  Theoretische 
Mechanik  2  (1879)  und  endlich  in  sehr  origineller  und  ergiebiger  Weise  bei 
G.  Darboux,  Memoire  sur  T^mlibre  astatique  (Bordeaux,  M^m.  (2)  2  (1877), 
sowie  als  besondere  Schrift,  Paris  1877;  man  Tgl.  auch  die  Note  Y  in  der  Ton 
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Die  firüheren  statischen  Koordinaten  3c,  %  Q,  &,  ^,  91  ergeben 
sich  aus  denselben  in  der  folgenden  einfachen  Weise:  Es  ist 

x=-Ai,  y=A^,  Q=A^y  L=-428 — -^82>  3Jc=-43i — A^Q,  vl=Ai2 — A^i» 
Andererseits  liegt  der  Znsammenhang  der  astatischen  Koordinaten  mit 
der  Schwerpunktstheorie  paralleler  Kräfte  (Nr.  32),  sowie  mit  dem 
Virial  beliebiger  Kräfte  (Nr.  28)  auf  der  Hand. 

34.  Gebundene  Eräftepaare^^).  Ein  gebundenes  Kräftepaar  ist 
ein  System  von  zwei  parallelen,  gleich  grossen  und  entgegengesetzt 
gerichteten  Kräften,  die  an  bestimmte  Angriffspunkte  gebunden  sind. 
Die  Yerbindungsstrecke  dieser  Angriffspunkte,  als  Vektor  aufgefasst, 
beisst  der  (astatische)  Arm  des  Paares.  Sind  a,  6,  c  die  Projektionen 
desselben  auf  die  Koordinatenaxen,  r  seine  Länge,  X,  Y,  Z  die  Kom- 
ponenten der  E[räfte  des  Paares,  B  ihre  Intensität,  so  w'erden  die 
asiatischen  Koordinaten  des  Paares 

0:     Za,  X6,  Xc; 

Ya,  Yb,  Fe; 

Za,  Zby  Zc. 

Sie  bleiben  ungeändert,  wenn  R  in  beliebigem  Verhältnisse  ver- 
grössert  und  r  gleichzeitig  im  umgekehrten  Verhältnisse  verkleinert 
wird,  oder  wenn  Arm  und  Kräfte  des  Paares  zusammen  in  beliebiger 
Richtung  um  eine  beliebige  Strecke  parallel  verschoben  werden.  Das 
gebundene  Kräftepaar  lässt  sich  auffassen  als  eine  unendlich  kleine 
Einzelkraft,  deren  Angriffspunkt  in  bestimmter  Richtung  (der  Rich- 
tung des  Armes)  unendlich  weit  entfernt  ist.  Wenn  von  dem  ge- 
bundenen Kräftepaare  die  Kräfte  in  die  Richtung  des  Armes  fallen, 
so  lassen  sich,  indem  man  die  a:-Axe  in  den  Arm  legt,  alle  Koordi- 
naten bis  auf  die  eine  A^^  ^=  Rr  zum  Verschwinden  bringen.  Jedes 
System  von  ParaUelkräften  mit  verschwindender  Summe  ist  einem 
gebundenen  Kräftepaare  äquivalent. 

35.  Das  vektorielle  Moment  eines  gebundenen  Kräftesystems 
für  eine  Ebene.  Monge^^^)  hat  dem  Momente  einer  Kraft  für  einen 
Punkt  das  Moment  einer  Kraft  für  eine  Ebene  gegenübergestellt, 
indem  er  hierunter  das  Produkt  aus  der  Intensität  B  der  Kraft  und 
dem   Abstände  p   ihres   Angriffspunktes   von   der  Ebene   verstanden 


0 
0 


Darbatu;  besorgten  Ausgabe  von  R.  Despeyrous,  Cours  de  M^canique,  1. 1,  Paris 
1S84).  Man  sehe  weiter  die  auf  Dar&otio^'s  Arbeit  fassenden  Abschnitte  über  Astatik 
in  SchelV%  Theorie  der  Bewegung  und  BouÜC^  Analytical  statics,  vol.  2. 

100)  Bouth,  Analytical  statics,  vol.  2,  Astatics,  p.  307  ff. 

101)  Traitä  ^l^mentaire  de  statiqae,  Paris  1786. 
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wissen  wollte.  Dieses  Moment  ist  aber  in  Wirklichkeit  nur  der  ab- 
solute Betrag  eines  vektoriellen  Momentes^  dessen  Komponenten  man 
findet,  indem  man  die  Komponenten  Xy  Yy  Z  der  Kraft  einzeln  mit 
dem  Abstände  p  multipliziert.  Um  nun  das  Moment  eines  Krafte- 
systems  für  eine  Ebene  zu  definieren,  füge  man  die  vektoriellen  Mo- 
mente der  einzelnen  Kräfte  des  Systems  für  diese  Ebene  nach  den 
Regeln,  die  für  die  Addition  der  Vektoren  gelten,  zusammen.  Der 
resultierende  Vektor  repräsentiert  dann  das  Moment  des  Krafbesystems, 
dessen  Komponenten  sonach  durch  die  Summen 

=  =^XiPi ,     H  =^  Y^Pi ,    Z  =2ZiPi 

gegeben  sind.  Insbesondere  sind  die  Komponenten  des  Momentes  für 
die  j;- Ebene  A^y  ^^,  Ä^^y  u.  s.  f.;  für  die  unendlich  ferne  Ebene 
und  nur, für  diese  sind  sie  unendlich  gross  und  ihre  Verhaltnisse 
=  A^i  Ä^:  A^,    Für  die  Ebene,  die  durch  die  Gleichung 

dargestellt  ist,  erhält  man  die  Komponenten  E,  H,  Z  des  vektoriellen 
Momentes  aus  den  Gleichungen: 


(2) 


yW+W+W^ .  E  =  ^iiü^+  A^^V+  A,,W-A,Ty 

yip-{^r^^w''H  =  A^ü  +  A^r+A^w-A^Ty 

YÜ'+V'  +  W''Z^A,,ü+A^,r+A^W--A,T. 


Das  Moment  verschwindet,  indem  seine  drei  Komponenten  verschwin- 
den, im  allgemeinen  nur  für  eine  Ebene.  Diese  Ebene  ist  von  Min- 
ding  ^^')  und  Moehius  ^^')  als  Centrald>ene  des  Kräftesystems  bezeichnet 
worden. 

36.  Das  Skalare  Moment  in  BoBug  auf  eine  Ebene.  Von  dem 
vektoriellen  Momente,  mit  den  Komponenten  £,  H,  Z,  geht  man  zu  dem 
skalaren  Momente  über,  indem  man  den  Ausdruck  bildet 

M  =  )/=«  +  H«  +  Z\ 

Denkt  man  sich  nun  die  Kräfte  des  Systems  um  ihre  Angriffspunkte, 
alle  in  der  gleichen  Weise,  gedreht,  so  treten  an  die  Stelle  der  Korn*- 
ponenten  X,  F,  Z  einer  von  ihnen  die  neuen  Komponenten 

X'  =  «11 X  +  «1,  r  +  «13  Z, 

F=ajiX+  a^Y+cc^Zy 

-^'  =  «81  ^  +  «st  ^  +  «88  ^^ 

102)  J.  f.  Math.  14  (1886),  p.  289. 

103)  J.  f.  Math.  16  (1836),  p.  1  »  Werke  3,  p.  523;  auch  im  Lehrbach  der 
Statik  Bd.  1. 
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wobei  die  am  die  Cosinus  der  Winkel  zwischen  dem  gedrehten  und 
dem  ursprünglichen  Axenkreuz  bezeichnen  und  identisch 

x'2  ^  y'2  ^  z'9  =  X«  +  r«  +  z» 

wird.  Dann  transformieren  sich  gleichzeitig  ~,y  H,  Z  zu  ~.\  H\  Z' 
in  der  folgenden  Weise 

='=  «11  =  +  «1,  H  +  «18  Z, 

H'  =  «81  =  +  Og,  H  +  «j,  Z , 

Z'=  «81  H  +  «M  H  +  «88  Z, 

und  es  wird  auch 

='8  +  H'f  4-  Z'«  =  =«  +  H«  +  Z«. 

Das  skalare  Moment  M  bleibt  also  bei  der  Drehung  der  Kräfte  um 
ihre  Angriffspunkte  ungeändert^  oder^  was  dasselbe  heisst,  es  besitzt 
unyeranderUchen  Wert  fär  eine  Ebene,  die  im  Körper  fest  ist,  wie 
auch  dieser  letztere  gegen  das  auf  ihn  wirkende  Kräftesystem  bewegt 
werden  mag. 

37.  Gebundene  Komponenten  eines  Eräftesystems.  22.  de  Prony  ^^) 
unternahm  die  Untersuchung  eines  allgemeinen  Kraftesystems  in  der 
Weise,  dass  er  dieselbe  auf  die  Betrachtung  parallel  gerichteter  Kräfte 
zurQckf&hrte.  Er  dachte  sich  nämlich  jede  Kraft  des  Systems  in 
drei  Kräfte  mit  demselben  Angriffspunkte  zerlegt,  die  in  drei  be- 
stimmten zu  einander  normalen  Richtungen  wirken.  So  wird  das 
vorgelegte  Kräftesystem  durch  drei  Systeme  paralleler  Kräfte  ersetzt. 
Jedes  derselben  liefert  eine  einzige  resultierende  Kraft  mit  einem  be- 
stimmten Angriffspunkt,  so  dass  das  gegebene  System  schliesslich  auf 
drei  Kräfte  zurückgefCihrt  ist,  die  in  drei  zu  einander  normal  aber 
sonst  beliebig  angenommenen  Richtungen  wirken.  Lässt  man  diese 
Richtungen  mit  den  Richtungen  der  Koordinatenaxen  zusammenfallen, 
80  werden  die  Intensitäten  dieser  gebundenen  Komponenten  des  ge- 
gebenen Kraftesystems: 

-^l;  -^?  -^7 

und  ihre  Angriffspunkte  haben  die  Koordinaten  ^^^): 


104)  G^talt  und  Umfang  seiner  ersten  Vorlesungen  lassen  sich  sehr  g^t 
erkennen  aus  dem  Buche  von  L.  B,  Franeceur,  Trait^  de  m^canique  ^^mentaire 
d'aprte  les  m^thodes  de  B.  de  Prony,  Paris  1801.  Später  veröffentlichte  B.  de  Prony 
selbst  seine  Le9on8  de  m^anique,  Paris  1816. 

106)  Vgl.  G.  Darhaux,  Bordeaux,  M^m.  (2)  2  (1877). 
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womit  die  12  astatischen  Koordinaten  eines  Eraftesystems  eine  ein- 
fache geometrische  Deutung  finden. 

Diese  drei  Angriffspunkte  liegen  in  der  Gentralebene.  Die 
Komponenten  aller  Kräfte  des  Systems  nach  irgend  einer  Richtung 
haben  also  stets  einen  Mittelpimkt,  der  in  der  Gentralebene  liegt 
Die  Koordinaten  dieses  Mittelpunktes  werden,  wenn  a,  ß,  y  die  Cosinna 
der  Winkel  sind,  welche  die  angenommene  Richtung  mit  den  Koordi- 
natenaxen  bildet: 


(4) 


^—   A,a+  A,ß  +A,r  ' 


y  = 


z  = 


Ä,a+  A,ß+Ä,y    ' 


A^a  +  A^ß  -\-  A^y 

Eliminiert  man  aus  diesen  Gleichungen  a,  ß,  y,   so   findet   man  die 
Gleichung  der  Gentralebene 

1      X       y 


(5) 


Z 

A 


13 


^Iq       J^it        .iU. 


31 


"^32 


^23 


'^SS 


=  0. 


Gleichzeitig  ergiebt  sich  aber,  dass,  wie  man  auch  das  gegebene 
Kiüftesystem  auf  drei  gebundene  Komponenten  nach  drei  zu  einander 
normalen  Richtungen  reduzieren  mag,  die  Angriffispunkte  dieser  Kom- 
ponenten immer  in  der  Gentralebene  die  Ecken  eines  Dreieckes  bilden^ 
welches  ein  Poldreieck  in  einem  bestimmten  Antipolarsystem  ist^^. 
Der  reelle  Mittelpunkt  der  zugehörigen  imaginären  Ordnungskorve 
ist  der  Minding^sche  Centralpmkt^^'^  (der  hiemach  von  dem  in  Nr.  28 


106)  G.  Darboux,  Bordeaux,  M^m.  (2)  2  (1877). 

107)  Zuerst  J.  f.  Math.  14  (1836),  p.  289.  Von  diesem  Centralpunkte  wieder 
verschieden  ist  der  von  A.  F.  Moebius  so  benannte  Punkt  (J.  f.  Math.  16  (1837), 
p.  1  =s  Werke  3,  p.  523).  Die  in  die  Gentralebene  fallenden  Komponenten  der 
Kräfte  des  vorgelegten  Systems,  d.  h.  ihre  Projektionen  auf  diese  Ebene,  lassen 
sich  nach  zwei  in  derselben  gegebenen  Richtungen  aufs  neue  in  Komponenten 
zerlegen.    Dann  liegen  die  Mittelpunkte  dieser  Systeme  paralleler  Komponenten, 
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ermhnten  Hdmilton'Bchieii  Gentralponkt  durchaas  verschieden  ist). 
Seine  Koordinaten  x^,  y^,  z^  erhält  man,  indem  man  in  den  Formehi 
(4)  a:  ß:y  =  Aj^:  A^:  Ä^  voraussetzt  und  zwar  findet  man  so 


(6) 


-   ^1  ^1  "h  -^  ^1  "h  -^  ^8 


wo  die  a:^,  a;2;  a:,; . . .  durch  die  Formehi  (3)  gegeben  sind.  Bringt  man 
f&r  jede  Reduktion  des  vorgelegten  Eräftesystems  auf  drei  zu  einander 
normale,  gebundene  Komponenten  in  den  Angriffspunkten  der  letzteren 
Massen  an,  welche  den  Quadraten  der  in  ihnen  angreifenden  Kompo- 
nenten proportional  sind,  so  fällt  der  Schwerpunkt  dieser  drei  Massen 
in  den  Minding'Bchen  Gentralpunkt. 

Insbesondere  lässt  sich  jedes  gebundene  Krafbesystem  ersetzen 
durch  eine  Einzelkraft,  die  in  einem  bestimmten  Punkte  der  Gentral- 
ebene  angreift  und  normal  gegen  dieselbe  gerichtet  ist,  und  zwei 
Krafke,  die  in  der  Gentralebene  normal  gegen  einander  wirken.  Es 
lasst  sich  femer  ein  beliebiges,  gebundenes  Kräftesystem  ersetzen 
durch  eine  Einzelkraft,  die  im  Gentralpunkte  angreift,  und  zwei 
Kraftepaare,  deren  Arme  zu  einander  senkrecht  sind  und  deren  Kräfte 
gegen  die  Einzelkraft  normal  wirken,  während  gleichzeitig  die  Kräfte  des 
einen  Paares  senkrecht  gegen  die  Kräfte  des  andern  Paares  gerichtet  sind. 
Daraus  erkennt  man,  dass  durch  eine  bestinmite  gemeinsame  Drehung 
aller  Kräfte  die  Kräfte  der  beiden  Paare  in  die  Richtungen  ihrer 
Arme  gebracht  werden  können,  wobei  gleichzeitig  die  Einzelkraft  normal 
zu  diesen  beiden  Armen  gerichtet  ist.  Man  kann  also  (vgL  Nr.  34) 
durch  passende  Wahl  des  Koordinatensystems  und  Drehung  des  Kräfte- 
systems  alle  astatischen  Koordinaten  des  Systems  bis  auf  die  folgen- 
den drei  zum  Verschwinden  bringen: 

An  =  Jr,     A^^  =™  T;     -^3  =  ü. 

Wird  das  Kraftesystem  unter  Festhaltung  des  ausgezeichneten  Ko- 
ordinatensystems wieder  in  die  ursprüngliche  Lage  zurückgedreht,  so 
müssen  sich  dann  fdr  die  astatischen  Koordinaten  nach  den  in  Nr.  36 
angeschriebenen  Formeln  die  Werte  ergeben: 

wie  auch  ihre  Richtungen  gegeben  seien,  immer  auf  einer  bestimmten  geraden 
Linie,  der  ^Centrallinie^S  Anf  ihr  ist  der  Mittelpunkt  aller  nach  ihrer  Richtung 
genommenen  Komponenten  enthalten,  und  diesen  Punkt  nennt  Moebius  den 
Gentralpunkt.  Derselbe  ist  jedoch  nicht,  wie  der  Minding'sche  Gentralpunkt,  im 
Körper  fest. 
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«ffl-B;  «81^;  «mÖ;  0; 
«88 Ä;  «31 P,  a^Qy  0. 

Soll  in  dieser  Lage  das  Eraftesystem  einer  Einzelkraft  statisch  äqui- 
valent sein,  so  ist  die  Bedingung  hierför: 

38.  Die  von  den  Ebenen  gleichen  Momentes  umhüllte  kon- 
fokale Fläohenachar.  Alle  Ebenen ,  für  welche  das  skalare  Moment 
eines  gegebenen  Eraftesystems  einen  konstanten  Wert  M  hat,  um- 
hüllen gemäss  den  Formeln  (2)  eine  Fläche  zweiten  Grades,  deren 
Gleichung  in  Ebenenkoordinaten  lautet: 

(7)    {A^,ü+Aty+A,W-A,Ty-\-{A^,U+Ä^T+A^W-A^Ty 
+  (^,?7+^„F+^Tr-^T)*=M»(t7»  +  F«  +  Tr«). 

Lässt  man  hier  M  im  Gebiete  des  Reellen  variieren,  so  erhält  man  auf 
diese  Weise  die  sämtlichen  reellen  Flächen  einer  konfokalen  Schar  ^^). 
Wird  die  Lage  des  Koordinatensystems  insbesondere  so  gewählt  und 
das  Eraftesystem  so  gedreht,  dass  nur  ^n,  A^^y  A^  von  Null  ver- 
schieden sind,  so  wird  die  vorige  Gleichung  von  der  Form 

oder  in  Punktkoordinaten 

X* ,    __y*_      «L  -^ — 


Die  Axen  dieses  besonderen  Eoordinatensystems  sind  also  die  ge- 
meinsamen Hauptaxen  der  konfokalen  Flächen.  Der  gemeinsame 
Mittelpunkt  derselben  ist  der  JlfiWin^'sche  Gentralpunkt,  die  ier-Ebene 
ist  die  Minding^scAie  Centralebene.  Die  imaginäre  Fokalkurve  in  der- 
selben, deren  Gleichung  lautet  : 

—  4-  ^  4-  —  =-  0 

wird  von  den  Ebenen  des  Momentes  M  ==  0  umhüllt,  unter  denen 
aber  nur  die  Centralebene  selbst  reell  ist.  Diese  Fokalkurve  ist  die 
Ordnungskurve  des  in  der  Centralebene  gefundenen  Antipolarsystems 
(Nr.  37). 

Unter  den  durch  einen  festen  Punkt  P^  gehenden  Ebenen  um- 


> 


108)  Die  Verknüpfung  der  Astatik  mit  der  Theorie  der  Trägheitsmomente, 
die  ebenfalls  auf  eine  Schar  konfokaler  Flächen  führt,  ist  der  Gegenstand  eines 
Aufsatzes  von  B.  PadeletH,  Napoli,  Rend.  22  (1888),  p.  29.  Vgl.  auch  E.  Rtmäk, 
Analytical  statics,  vol.  2,  Astatics,  Art.  33  ff. 
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hüllen  dem  Gesagten  zufolge  die  Ebenen  gleichen  Momentes  je  einen 
Kegel  aus  einer  konfokalen  Kegelschar.  Errichtet  man  auf  jeder  der 
Ebenen  im  Punkte  Pq  das  Lot  und  tragt  auf  diesem  den  reziproken 
Wert  des  zugehörigen  Momentes  als  Strecke  auf^  so  erfüllen  die  End- 
punkte dieser  Strecken  ein  EUipsoid,  dessen  Hauptaxen  mit  den  ge- 
meinsamen Hauptaxen  der  konfokalen  Kegel  zusammenfallen  und 
welches  von  Darboux  als  das  CeniraldUpsoid  des  Punktes  Pq  ein- 
geführt worden  ist**^^).  Wird  Pq  zum  Koordinatenursprunge  gewählt^ 
so  hat  sein  Centralellipsoid  die  Gleichung: 

Die  Hauptaxen  der  Gentralellipsoide  aller  Punkte  des  Raumes  bilden 
den  Beye^ sehen  Axenkomplex  der  Schar  konfokaler  Flächen ,  die  von 
den  Ebenen  gleichen  Momentes  imihüllt  werden. 

Die  Ebenen,  die  durch  eine  beliebige  gerade  Linie  g  gehen, 
zeigen  paarweise  gleiches  Moment.  Diese  Ebenenpaare  bilden  eine 
LiYolution,  und  für  die  Doppelebene  dieser  Involution  wird  das  Mo- 
ment am  grössten  und  am  kleinsten  unter  allen  Ebenen,  welche  die 
Linie  g  enthalten.  Wenn  die  Linie  g  zu  dem  Axenkomplexe  der  kon- 
fokalen Flächen  gehört,  sind  die  Doppelebenen  zu  einander  normal 
und  halbieren  die  Winkel  aller  Ebenenpaare  gleichen  Momentes;  es 
sind  die  Paare  der  Tangentialebenen,  welche  durch  die  Gerade  an  die 
yerschiedenen  Flächen  der  konfokalen  Schar  gehen. 

Li  einem  Büschel  paralleler  Ebenen  giebt  es  immer  eine  Ebene, 
für  welche  das  Moment  ein  Minimum  wird,  und  zwar  geht  diese  Ebene 
durch  den  Mittelpunkt  der  parallelen  Strafte  hindurch,  welche  die 
normal  zu  den  parallelen  Ebenen  genommenen  Komponenten  der 
Kräfte  des  Torgelegten  Systemes  bilden. 

39«  Die  Btatisohen  Axen  von  F.  Siaooi  (für  einen  beliebigen 
Punkt).  Der  Minding'sohe  Sata.  Ein  gegebenes  Ejräftesystem  lässt 
sich  astatisch  ersetzen  durch  eine  Einzelkraft,  deren  Angriffspunkt  0 
beliebig  bleibt  und  deren  Komponenten  stets  =  A^,  A^y  A^  werden, 
verbunden  mit  drei  E[nLftepaaren,  deren  Arme  irgend  drei  durch  0 
gehenden  und  zu  einander  normalen  Axen  angehören.  Das  yektorielle 
Moment  jedes  dieser  Kräftepaare  für  diejenige  Ebene,  welche  die  Arme 
der  beiden  übrigen  enthält,  ist  natürlich  dem  yektoriellen  Momente 
des  Yorgelegten  Kräftiesystemes  für  dieselbe  Ebene  gleichzusetzen. 
Fallen  die  Arme  der  drei  Kiuftepaare  in  die  Koordinatenaxen,  so 
werden  die  astatischen  Koordinaten  dieser  Paare 


109)  Bordeaux,  M^m.  (2)  2  (1877). 
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0;  ^u,0,  0; 
0;  Ai,0,  0; 
0 ;     A^^  y  0,  0;  u.  s.  w. 

Legt  man  die  drei  Arme  insbesondere  in  die  Hauptaxen  des 
Centralellipsoides  für  den  Punkt  0^  so  werden  die  Ejafterichtongen 
der  drei  Eräftepaare  zu  einander  normal  Der  Körper  lässt  sich, 
wie  man  hieraus  sieht^  im  allgemeinen  durch  Drehung  um  einen  be- 
liebig angenommenen  Punkt  0  in  eine  solche  Lage  bringen,  dass  das 
auf  ihn  wirkende  Kräftesystem  in  statischer  Hinsicht  einer  in  0  an- 
greifenden Einzelkraft  äquivalent  wird.  Ist  eine  solche  Lage  ge- 
funden,  so  ergeben  sich  drei  andere,  indem  man  den  Korper  um 
jede  der  Hauptaxen  des  Centralellipsoides  fär  den  Punkt  0  eine  halbe 
Umdrehung  ausftlhren  lässt.  Die  Axen  der  vier  Rotationen  um  den 
Punkt  0,  durch  die  man  den  Körper  aus  der  ursprünglichen  in  diese 
vier  Lagen  bringt,  heissen  nach  F,  Siacci  ^^)  die  statischen  Aaen  dieses 
Punktes.  Die  Ebene  durch  irgend  zwei  von  ihnen  ist  zu  der  Ebene 
durch  die  zwei  übrigen  normal. 

Li  den  Linien  der  vier  Ejräfke,  welchen  das  Kräftesystem  in  den 
Tier  Lagen  statisch  äquivalent  wird,  schneiden  sich  zwei  Kegel  der 
konfokalen  Kegelschar,  welche  zu  dem  Punkte  0  gehört,  und  zwar 
projizieren  diese  Kegel  die  beiden  reellen  Fokalkurven  der  im  Körper 
festen  konfokalen  Flächenschar.  Werden  nämlich  die  gemeinsamen 
Symmetrieebenen  der  konfokalen  Flächen  wieder  als  Koordinatenebenen 
gewählt,  so  sind  die  Koordinaten  y,  z  des  Punktes,  in  dem  die  Wirkungs- 
linie einer  der  vier  Einzelkräfte  die  £^- Ebene  trifft,  aus  den  beiden 
Gleichungen  zu  bestimmen  (vgl.  Nr.  37  Ende): 

Aus  diesen  Gleichungen  lassen  sich  mit  Hülfe  der  beiden  Relationen 

«81  ö  =  «la-P;     «^1  +  «L  —  «M  =  «?8 

alle  darin  vorkommenden  a^^  eliminieren,  und  man  findet,  dass  y  und 
e  der  Gleichung  der  einen  Fokalkurve 

y*    _    ,     «*  _    1 


P»— §*    >    P*        E* 

genügen.     Ebenso  genügen  die  Koordinaten  x,  z   des  Schnittpunktes 
mit  der  y- Ebene  der  Gleichung  der  anderen  reellen  Fokalkurve 

X* .    zl  J_ 


110)  Torino,  Atti  17  (1882),  p.  241.   Vgl.  dazu  C.  Segre,  Modena,  Mem.  («)  6 

(1884). 
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Für  jeden  Punkt  0  auf  einer  dieser  Fokalkurven  wird  das  Central- 
eUipsoid  eine  Rotationsfläche  ^  deren  Axe  die  Fokalkurve  in  dem 
Punkte  0  berührt  und  somit  einer  Symmetrieebene  der  konfokalen 
Flachenschar  angehört.  Hat  man  das  Eräftesjstem  um  irgend  eine 
Axe  so  gedreht,  dass  es  sich  statisch  auf  eine  Einzelkraft  reduziert, 
deren  Axe  dann  beide  Fokalkuryen  schneidet,  so  kann  man  das 
Erafkesystem  noch  einer  weiteren  Drehung  um  die  Fokalkuryen- 
tangente in  einem  dieser  Schnittpunkte  unterwerfen,  es  bleibt  dann 
immer  noch  einer  Einzelkraft  äquiyalent,  und  diese  Einzelkraft  dreht 
sich  mit  dem  Eräftesysteme  um  die  Tangente  der  Fokalkurye,  indem 
ihre  Linie  stets  auch  die  andere  Fokalkurye  trifft.  Dies  ist  der 
Jiffndiii^'sche  Satz^^^). 

40.  Verallgemeinerang  des  Minding^sohen  Sataes  durch  G.  Dar- 
boux^^*).  Im  Vorstehenden  sind  die  besonderen  Lagen  des  drehbaren 
Ej^flesystems  betrachtet,  in  denen  es  sich  auf  eine  Einzelkraft  re- 
duziert. Für  eine  beliebige  Lage  dagegen  hat  es  eine  Centralaxe, 
und  wenn  man  seine  Kräfte  auf  alle  die  dreifach  unendlich  yielen 
möglichen  Arten  einer  gemeinsamen  Drehung  um  ihre  Angriffspunkte 
unterwirft,  so  bewegt  sich  hierbei,  wie  G.  Da/rhoux  gefunden  hat,  die 
Centralaxe  in  einem  quadratischen  Linienkomplexe,  der  sich  dadurch 
definieren  lässt,  dass  sich  in  seinen  Linien  immer  zwei  zu  einander 
normale  Ebenen  schneiden,  yon  denen  jede  eine  der  beiden  Fokal- 
kuryen berührt  ^^^.  Zu  diesen  Linien  gehören  natürlich  auch  die- 
jenigen, welche  beide  Fokalkuryen  treffen,  d.  h.  die  Axe  jeder  Einzelkraft, 
auf  welche  sich  das  £jraftesystem  reduzieren  lasst. 

41.  MoebiuB*  Hauptaxen  der  Drehung.  Jede  Fokalaxe  (ygl. 
Nr.  31  Ende)  der  konfokalen  Flächenschar  gehört  einer  Regelfläche 
aus  dieser  Schar  an  und  hat  die  besondere  Eigentümlichkeit,  dass 
das  skalare  Moment  des  gegebenen  Ejräftesystems  für  alle- durch  sie 
hindurchgehenden  Ebenen  dasselbe  ist.  Es  lassen  sich,  wie  A,  F.  Moebius 
gefunden  hat^^'),  immer  in  zwei  Punkten  auf  ihr  solche  Kräfte  an- 
bringen, dass  das  Eraftesystem  diesen  beiden  Kräften  in  der  ursprüng- 
lichen Lage  und  jeder  anderen  Lage,  die  aus  dieser  durch  Drehung 
um  die  Fokalaxe  heryorgeht^  statisch  äquiyalent  wird.  Moebius  nennt 
die  Fokalaxen  deswegen  die  Hauptaxen  der  Drehung  für  das  Kiilfte- 
system. 

111)  J.  f.  Math.  16  (1886),  p.  27.  Vgl.  auch  Q,  Plarr,  Edinb.  Roy.  Soc.  Proc. 
11  (1888),  p.  628. 

112)  G.  Darbaux,  Bordeaux,  M^m.  (2)  2  (1877). 
118)  Lehrbuch  der  Statik  1,  §  187  f. 
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42.  Besondere  Fälle  astattsoher  Koordinaten.  Wenn  ein  gebun- 
denes Kraftesjstem  der  inyarianten  Bedingung  genügt^  dass  die  drei 
astatischen  Koordinaten  A^,  A^,  A^  verschwinden y  so  lässt  es  sich 
immer  auf  drei  gebundene  Eräftepaare  astatisch  reduzieren^  deren 
Arme  den  Axen  eines  beliebig  gewählten  Cartesischen  Koordinaten- 
systems angehören.  Das  Moment  M  eines  solchen  Kräftesystems  ist 
füLr  eine  Ebene^  deren  Normalen  Richtungscosinus  haben^  die  sich  wie 
U'.ViW  verhalten,  durch  die  Gleichung  gegeben: 

tA\U^  +  V^  +  W^  =  {A^,U+A,^V+A^W)^+{Ä^^U+A^V+A^^Wy 

+  {A^,Ü+A^V+A^W)\ 

Es  ist  also  dasselbe  für  parallele  Ebenen,  wird  aber  f^  keine  reelle, 
im  Endlichen  gelegene  Ebene  Null,  und  unbestimmt  f^  die  unendlich 
ferne  Ebene.  Die  konfokale  Flächenschar  reduziert  sich  auf  eine 
Schar  unendlich  ferner  Kegelschnitte,  die  aus  jedem  Baumpunkte 
durch  konfokale  Kegel  projiziert  werden.  In  den  gemeinsamen  Haupt- 
azen  dieser  Kegel  liegen  die  Arme  von  drei  Kräftepaaren,  welche 
zusammen  das  vorliegende  Kräftesystem  astatisch  ersetzen  und  deren 
Kräfterichtungen  zu  einander  normal  sind^^^).  Der  Körper  lässt  sich 
sonach  im  allgemeinen  auf  vier  verschiedene  Arten  ins  Gleichgewicht 
bringen,  und  es  ergiebt  sich  so  der  Satz^^^),  dass,  wenn  ein  starrer 
Körper  in  einer  Lage  im  Gleichgewichte  ist,  er  es  mindestens  (von 
Parallelverschiebungen  abgesehen)  noch  in  drei  anderen  Lagen  ist 

Insbesondere  kann  der  Fall  eintreten,  dass  ein  Körper  im  Gleich- 
gewichte bleibt,  wenn  man  ihn  um  eine  gerade  Linie  beliebig  dreht. 
Diese  Linie  heisst  dann  nach  Moebius  eine  Axe  des  Gleichgewichtes  ^^*). 
Damit  eine  solche  existiert  (womit  dann  auch  jede  Linie  von  der- 
selben Richtung  eine  Axe  des  Gleichgewichtes  wird)  ist  erforderlich 
und  hinreichend,  dass  die  Schar  der  soeben  untersuchten  konfokalen 
Kegel  f&r  einen  und  damit  fOr  jeden  endlichen  Punkt  sich  auf  eine 
Schar  koaxialer  Rotationskegel  reduziert.  Die  Bedingung  hierfGLr  ist 
durch  das  Verschwinden  der  Determinante 


114)  Es  ist  dies  die  früher  (in  Nr.  87)  gegebene  Reduktion,  nur  dass  hier 
die  resultierende  Einzelkraft  in  Wegfall  kommt. 

115)  A.  F.  Moebius  hatte  (Lehrbuch  der  Statik  1,  §  134)  den  Satz  auf- 
gestellt,  dass  wenn  ein  Körper  in  vier  Lagen  im  Gleichgewicht  sei,  er  es  auch 
in  jeder  beliebigen  fünften  Lage  sein  müsse.  Dieser  Satz  bedarf  ^Iso,  wie  G,  Dar- 
houx  bemerkt  hat,  der  wesentlichen  Einschränkung,  dass  die  vier  Lagen  nicht 
vier  zusammengehörige  Lagen  des  Gleichgewichtes  sein  dürfen. 

116)  Lehrbuch  der  Statik  1,  Kap.  8. 
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(A„  +  A,,) 

-^12 

-^13 

A^          - 

-  (^  +  A,,) 

^8 

^1 

-^82 

-  (A,,  +  ^,)  j 

gegeben ;  indem  man  in  der  ursprünglichen  Lage  Gleichgewicht  und 
damit  ^^v  =  Äy^i  voraussetzt.  Die  Bichtungscosinus  a,  ß,  y  der 
Axen  des  Gleichgewichtes  bestimmen  sich  dann  aus  den  Gleichungen: 

^1 «  —  (-4«  +  Ai)/'  +  ^sy  =  0, 
4>i «  +  ^82  /J  —  (^1  +  A2)  y  =  0. 

Verschwindet  im  Falle  -4^  =  0,  -4^  =  0,  -^.j  =  0  die  Determinante 

-All     -^12    -^8  ! 
A  =    A^y^     A^2     -^    ? 
I  -4«i     -4^2     -A53  ; 

so  giebt  es  eine  Schar  paralleler  Ebenen^  für  welche  das  Moment  M 
des  Eraftesystems  =  0  wird.  Diese  Ebenen  sind  dann  zu  der  ge- 
meinsamen^ inneren  Hauptaze  der  Scharen  konfokaler  Kegel  fQr  die 
einzelnen  Baumpunkte  normal. 

Verschwindet  endlich  die  Determinante  A  mit  allen  Unterdetermi- 
nanten^  so  wird  das  Eräfbesystem  einem  gebundenen  E^räfbepaar  astatisch 
äquivalent.  Das  Moment  M  desselben  fdr  eine  beliebige  Ebene  ist 
gleich  dem  Produkte  aus  der  Intensität  seiner  Kräfte  und  der  Pro- 
jektion seines  Armes  auf  die  zur  Ebene  senkrechte  Bichtung.  Es 
verschwindet  also  insbesondere  für  alle  Ebenen ,  die  zu  dem  Arme 
parallel  sind.  Die  Schar  der  konfokalen  Kegel  wird  für  jeden  Punkt 
eine  Schar  von  BotationskegelU;  deren  gemeinsame  Axe  dem  Arme 
des  Eiuftepaares  parallel  ist.  In  der  That  kann  man  den  unter  der 
Einwirkung  des  Kräffcepaares  stehenden  Körper  durch  Drehung  um 
eine  beliebige  ^  zur  Ebene  des  Paares  senkrechte  Axe  ins  Gleich- 
gewicht bringen  y  und  dieses  Gleichgewicht  bleibt  allemal  erhalten^ 
wenn  man  den  Körper  irgendwie  um  eine  zum  Arme  des  Paares 
paraüele  Are  dreht"^. 

117)  Wenn  ^,  A^^  A^  ^  0  sind,  aber  A  verschwindet,  so  giebt  es  ein 
Ebenenbüschel,  and  wenn  A  mit  allen  ünterdeterminanten  verschwindet,  ein 
Ebenenbtlndel,  für  welches  das  Moment  »  0  ist.    Wird  im  letzteren  Falle 

so  ist  der  Scheitel  des  Ebenenbündels  Mittelpunkt  des  Eräftesystems,  indem 
dieses  sich  fär  alle  Lagen  darch  eine  m  diesem  Mittelpunkte  angreifende  Kraft 
ersetzen  Iftsst. 

(Abgeschlossen  im  Febraar  1902.) 
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IV  3.   KINEMATIK. 

Von 
A.  SGHOBNFUB8  in  KÖNiGSBEBa  i^pb. 
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A.  Endliche  Bewegungen. 

!•   Die  einfachsten  Typen  der  Bewegungen  und  Umlegungen. 

Die  Kinematik  betrachtet  die  Bewegungsgesetze  unabhängig  vom 
BegriflF  der  Kraft  und  jeder  sonstigen  dynamischen  Vorstellung. 
Ihre  methodische  Abspaltung  von  der  allgemeinen  Mechanik  geht 
auf  A.  M.  Ampere  ^)  zurück '). 


1)  Essai  sur  la  philosophie  des  sciences,  Paris  1834,  p.  48;  auszugsweise 
mitgeteilt  von  F.  Beuleaux,  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  84  (1890),  p.  244.  Vgl 
auch  A.  Transon,  L'InstitutSS  (1870),  p.  117.  Ampere  hoffte,  dass  das  Studium  der 
Bewegungen  und  Geschwindigkeiten  in  erster  Linie  für  die  Theorie  der  Mecha- 
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Die  einfachsten  Bewegungen  sind  die  Schiebung  oder  Gleitung 
(Translation),  die  Drehung  (Rotation)  und  die  Schraubung  (Torsion)'), 
d.  h.  diejenige  Bewegung,  bei  der  eine  Drehung  um  eine  Axe  und 
eine  Gleitung  längs  dieser  Axe  gleichzeitig  und  gleichförmig  aus- 
gefthrt  werden*).  Andrerseits  kann  auch  jede  Ortsveränderung  eines 
Raumgebildes  durch  eine  dieser  drei  Bewegungen  yermittelt  werden. 
Dass  jede  Ortsveränderung  eines  Körpers,  Ton  dem  ein  Punkt  0  fest 
ist,  durch  Drehung  um  eine  durch  0  gehende  Axe  a  ausführbar  ist, 
entdeckte  L,  Euier^).  Bewegt  sich  eine  Ebene  6  in  sich,  so  lässt 
sich  gleichfalls  jede  Lagenyeränderung  durch  Drehung  um  einen  ihrer 
Punkte  (Drehungscentrum  0)  ausführen;  die  Drehung  wird  zur  Gleitung, 
falls  0  ins  unendliche  fällt.  Diesen  Satz  gab  zuerst  M.  Chasles^)] 
man  verdankt  ihm  auch  den  allgemeineren  Satz,  dass  die  allgemeinste 
Ortflyeränderung  eines  Körpers  £  stets  durch  eine  gewisse  Schraubung 
3f  (a,  t)  um  eine  bestimmte  Axe  bewirkt  werden  kann.  Die  Schraubung 
wird  zur  Drehung  oder  Gleitung,  je  nachdem  die  Gleitungskompo- 
nente  t  oder  der  Drehungswinkel  a  gleich  Null  ist.  Der  Fall  a  =  ^ 
hat  durch  Untersuchungen  yon  H,  Wiener  theoretische  Bedeutung  er- 
langt (Nr.  2);  ihm  entspricht  eine  ümwendung  oder  Umschraubungy 
je  nachdem  r  «»  0  ist  oder  nicht. 

Es  ist  zweckmässig,  mit  der  Theorie  der  Bewegungen  die  Theorie 
deqenigen  B^jumtransformationen  zu  rerbinden,  die  den  Raum  2;  in  ein 

nismen  nutzbringend  sein  würde.    J.  V,  Poncelet  hat  alsbald  in  Vorlesungen,  die 
er  1888  hielt,  eine  dementsprechende  Theorie  der  Maschinen  aufzustellen  begonnen. 

2)  Der  Teil  der  Kinematik,  der  auch  von  dem  eeitlichen  Verlauf  der  Be- 
wegung abstrahiert  und  nur  die  Lagen  ins  Auge  fasst,  die  das  bewegliche  Ge- 
bilde der  Beihe  nach  einnimmt,  wird  als  Geometrie  der  Bewegung  bezeichnet. 
Er  ist  durch  M.  Chasles  geschaffen  worden,  sein  weiterer  Ausbau  knüpft  sich 
vorwiegend  an  den  Namen  von  A.  Mannheim.  Für  Mawnheim  war  übrigens  die 
kinematische  Ableitung  von  Sätzen  und  Resultaten  zur  Theorie  der  Kurven 
und  Flächen  das  eigentliche  Ziel  der  Untersuchung.  Auch  G.  Darhoux  und 
seine  Schüler  haben  die  Kinematik  fSr  diesen  Teil  der  Geometrie  mit  vielem 
Erfolg  benutzt  (Iie9on8  sur  la  th^orie  g^n^rale  des  surfaces,  4  Bde.,  Paris  1887 
— 1896).  In  der  gleichen  Richtung  bewegen  sich  die  Lezioni  di  geometria  in- 
trinseca  von  E.  Cesäro,  Napoli  1896  (deutsch  von  G.  KowaUwski  unter  dem 
Titel:  Vorlesungen  über  ncUürliche  Geometrie,  Leipzig  1901). 

3)  Eine  Drehung  um  die  Axe  a  vom  Winkel  a  werde  durch  K(«)  be- 
zeichnet; eine  Schraubung  um  a  vom  Winkel  a  und  der  Gleitung  t  durch  K(a,  t). 

4)  Es  sind  dies  zugleich  die  Bewegungen,  deren  Bahnen  durch  sie  in  sich 
übergehen. 

5)  Petersburg,  Novi  Comm.  20  (1776),  p.  202.  Statt  der  Bewegung  um  0 
kann  man  auch  die  Bewegung  einer  Kugelfläche  in  sich  betrachten;  für  sie  ist 
der  Schnitt  mit  a  das  bezügliche  Drehungscentrum. 

6)  BulL  des  scienc.  de  Ferussac  14  (1830),  p.  321  resp.  324. 
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ihm  spiegelbildlich  gleidies  Gebilde  S  überführen^  und  die  man  neuer- 
dings als  Umlegwngen  bezeichnet^;  auch  Chasles^)  hat  sich  bereits  mit 
ihnen  beschäftigt.  G^nau  genommen  kommen  Umlegungen  nur  für 
dreidimensionale  Gebilde  in  Betracht;  man  muss  sie  aber  auch  inner- 
halb einer  Ebene  6  ins  Auge  fassen^  wenn  man  verlangt^  dass  die 
Ebene  aus  ihrer  Lage  niemals  heraustritt. 

Für  den  bezüglichen  Übergang  Ton  6  in  6  existieren  zwei  ein- 
fachste Typen  Ton  ümlegungen.  Es  kann  6  m  6  durch  Spiegdumg 
an  einer  Geraden  g  oder  durch  Spiegelung  an  j^  in  Verbindung  mit 
einer  Gleitung  längs  g  übergehen. 

Für  den  Übergang  von  U  in  2J  sind  vier  yerschiedene  einfachste 
Typen  vorhanden.  Er  kann  bewirkt  werden  durch  Spiegdwng  an 
einem  Punkt  0  (Inversion),  durch  Spiegelung  an  einer  Ebene  b^  durch 
Spiegelung  an  einer  Ebene  b  und  Drehung  um  eine  zu  b  normale 
Axe^)  (Drehspiegelung)  y  endlich  durch  Spiegelung  an  b  und  Gleitung 
längs  B,  Die  drei  ersten  Typen  sind  zugleich  diejenigen^  die  in 
Frage  kommen ,  wenn  ein  Punkt  tou  £  fest  bleibt^  wie  zuerst 
E.  JSessd  ^®)  erkannt  hat. 

Die  vorstehenden  elementaren  Sätze  besitzen  eine  tiefere  Quelle 
in  der  allgemeinen  Theorie  incidenter  projektiver  Ebenen  und  Baume 
(in  A  by  Schoenflies),  Von  den  drei  Doppelpunkten  kollinearer  Ebenen 
fallen  nämlich^  wenn  die  Ebenen  kongruent  sind^  zwei  in  die  imaginären 
KreispmJcte,  und  der  dritte  in  das  Drehungscentrum;  bei  allen  Be- 
wegungen von  6  in  sich  bleiben  daher  die  Ereispunkte  fest  Femer 
haben  zwei  kongruente  Räume  den  Kugeücreis  und  auf  ihm  zwei 
Punkte  entsprechend  gemein;  die  Ebenen  durch  sie  und  die  Schrauben- 
axe  liefern  zwei  Ebenen  des  gemeinsamen  Tetraeders^  während  die 
andern  zwei  in  die  doppeltzählende  unendlich  ferne  Ebene  fiülen. 
Diese  Thatsachen  zeigen  zugleich  die  Bedeutung^  die  die  imaginären 
Kreispufikte  und  der  Kugeücreis  fQr  die  in  der  Kinematik  auftretenden 
Kurven  und  Flächen  besitzen  ^  und  diesen  vielfach  einen  speziellen 
Charakter  aui^rägen  ^^). 


7)  Vgl.  z.  B.  E.  Study  in  Math.  Ann.  39  (1891),  p.  441. 

8)  Paris  C.  R.  61  (1861),  p.  126. 

9)  Ist  der  Drehungswinkel  tt,  so  ergiebt  sich  eine  Inversion;  jede  durch  0 
gehende  Axe  kann  als  Drehungsaxe  gewählt  werden. 

10)  Vgl.  den  Artikel  über  Krystallographie  in  Bd.  6"  von  GeMer'B  physi- 
kalischem Wörterbuch,  Leipzig  1880,  sowie  den  bez.  Artikel  in  Bd.  V  der  Ency- 
klopädie. 

11)  Diesen  speziellen  Charakter  hat  zuerst  Ä,  Mannheim  hervorgehoben, 
Surfaces  trajectoires^  p.  69. 
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2«  ZnsammensetEting  von  Bewegungen  und  Ümlegungen.  Wenn 
ein  Raumgebilde  zuerst  eine  Bewegung  oder  ümlegung  %  und  dann 
eine  zweite  S3  erföhrt,  so  kann  der  Übergang  aus  der  Anfangslage 
in  die  Endlage  immer  auf  eine  der  in  Nr.  1  genannten  typischen 
Weisen  bewirkt  werden.  Diese  resultierende  Operation  ®  ist  immer 
und  nur  dann  eine  Bewegung  ^  wenn  sowohl  $(  als  93  Bewegungen 
resp.  ümlegungen  sind.  Wird  zuerst  93  und  dann  %  ausgeführt^  so 
ist  die  resultierende  Operation  (S^  im  allgemeinen  von  (£  yerschieden; 
ist  (£  =:  (Sj,  so  heissen  9  und  93  vertauschbar^^).  Diese  Bezeichnung 
hangt  damit  zusammen^  dass  man  auf  Bewegungen  und  Umlegungen 
den  formalen  Begriff  der  MuUiplikcUion  anwenden  kann.  Man  schreibt 
093  s=:  (£  und  nennt  (S  das  Produkt  von  9  und  93;  für  diesen  Pro- 
duktbegriff besteht  das  associaitivey  aber  im  allgemeinen  nicht  das  kom- 
mutatiye  Gesetz^'). 

Gleitungen  sind  Vektoren;  ihre  Zusammensetzung  bestimmt  sich 
daher  durch  ihre  Addition  (IV  2,  Timerding),  Um  für  zwei  Rotationen^) 
%{a)  und  93 (/3);  deren  Axen  a  und  h  sich  in  0  schneiden^  die  resultierende 
Drehung  S(}/)  zu  bestimmen,  konstruiert  man  die  Axe  c  durch  0  so, 
dass  -^  cab  «=  %  a  und  ^  cha  =  V^  ß  ist,  und  hat  ^  ach  =  Yj  {tc — y). 
Dies  findet  den  einfachsten  Ausdruck  in  der  folgenden  von  W.  R, 
HamiUan^*')  stanmienden  Formulierung:  Drehungen,  die  nach  einander 
um  die  Axen  a,  h,  c  um  resp.  die  doppelten  Winkel  des  von  ihnen 
gebildeten  Dreikants  erfolgen,  führen  den  Raum  in  seine  Anfangslage 
zurück. 

Sind  die  Axen  a  und  b  paraUd,  so  ist  auch  c  ihnen  parallel, 
imd  es  ist  }/  s»  a  -f  /3;  die  Lage  von  a,  6,  c  ist  ebenfalls  nach  dem 
JäamiZftm'schen  Satz  bestimmt.  Ist  dabei  a  -^  /3  =  0,  so  bilden  %  und  93 
ein  Drehungspaar y  und  die  resultierende  Bewegung  ist  eine  Gleittmg  r, 
deren  Richtung  zu  a  und  b  senkrecht  ist^^).  Man  kann  daher  jede 
Drehung  durch  eine  Drehung  vom  gleichen  Winkel  um  eine  parallele 
Axe  und  eine  zur  Axe  senkrechte  Gleitung  ersetzen.  Hieraus  folgt 
weiter,  dass  jede  Schraubung  durch  irgend  eine  Gleitung  und  eine 
Drehung  vom  gleichen  Winkel  um  eine  zur  Schraubenaxe  parallele 


12)  Bei  den  einfachen  Operationen  von  Nr.  1  sind  die  Komponenten  stets 
yertaatchbar. 

13)  Für  eine  ansfahrliche  Darlegung  vgl.  z.  B.  H.  Wiener,  Leipz.  Ber.  42 
(1S90),  p.  240 ff.,  sowie  Ä.  Schoenflies,  Krystallsysteme  und  Erystallstruktur, 
Leipzig  1891,  p.  31  ff. 

14)  Lectores  on  quatemions,  Dublin  1868,  §  217  u.  344;  vgl.  auch  Ä.  F. 
Mobius,  Leipz.  Ber.  11  (1869),  p.  138. 

16)  Ist  ^B  Abstand  Ton  a  und  (,  so  ist  t  «b^^äB  sin  Va  <^- 
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Axe  ersetzbar  ist,  sodass  hier  ähnliche  S&tze  und  Formeln  Platz 
greifen^  wie  bei  den  unendlich  kleinen  Bewegungen  (TV  2);  nur  dass 
hier  die  Folge  der  Bewegungen  im  allgemeinen  nicht  yertausch- 
bar  ist^«). 

Die  Zusammensetzung  zweier  Schraubungen  findet  den  ein&ohBten 
Ausdruck  durch  einen  Satz^  der  demjenigen  Hamüton^B  analog  ist 
Sind  a,  b,  c  irgend  drei  windschiefe  Geraden,  u,  v,  w  ihre  gemeinsamen 
Lote  und  trifft  z.  B.  u  die  Geraden  b  und  c  in  Uf,  und  U^,  so  lautet 
er:  Werden  um  a,  b,  c  der  Breihe  nach  Schraubungen  ?[,  SB,  S  aus- 
geführt, sodass 

a  =  2(vto),    ß  =  2(wu),    y  =  2(uv), 

r„  =  2F,Tr,,    r^  =  2W,U,,    r,^2U,V, 

ist,  so  kommt  durch  diese  Schraubungen  S  wieder  in  seine  Anfang«, 
läge  zurück.  Dieser  Satz  wurde  seinem  Inhalt  nach  zuerst  von 
Q,  HcUphen  ^^)  aufgestellt.  Um  für  ihn  sowie  ftir  den  Satz  HamtUotCs 
die  einfachste  Quelle  aufzudecken,  muss  ich  einer  neueren  ünter- 
suchungsrichtung  Erwähnung  thun,  deren  methodische  Ausnützung 
für  die  vorli^enden  Fragen  auf  H.  Wiener  ^^)  zurückgeht,  und  die 
darauf  hinausläuft,  als  Elementaroperationen  solche  der  Periode  2  zu 
verwenden,  d.  h.  diejenigen,  deren  zweimalige  AusfCLhrung  den  Raum 
wieder  in  seine  Anfangslage  zurückführt. 

Bewegungen  dieser  Art  giebt  es  nur  einCy  nämlich  die  Um- 
wendung\  Umlegungen  giebt  es  zwei^  die  Spiegelung  an  einem  Punkt 
und  an  einer  Ebene,  Jede  dieser  Operationen  ist  also  durch  einen 
Punkt  resp.  eine  Gerade  oder  Ebene  unmittelbar  definiert  ^^).  Eine 
beliebige  Bewegung  oder  Umlegung  lässt  sich  als  Produkt  aus  zweien 
dieser  Operationen  darstellep;  insbesondere  kann  eine  Schraubung  als 
Produkt  von  zwei  Umwendungen  aufgefasst  werden  (Nr.  6).  Dieser 
Umstand  ist  es,  auf  dem  die  methodische  Zweckmässigkeit  des  Wiener- 
sehen  Gedankens  beruht.  Bewegungen  und  Umlegungen  ordnen  sich 
damit  in  die  Klasse  derjenigen  Verwandtschaften  ein,  die  als  Produkt 


16)  Diese  Sätze  und  die  zugehörigen  Formeln  dürften  von  0.  Bodrigues 
stammen;  vgl.  Deplacement  d'un  Systeme  solide,  §  10  ff. 

17)  Nouv.  ann.  (8)  1  (1882),  p.  296.  Vgl.  auch  W.  Burnside,  Mess.  of  math. 
(2)  19  (1889),  p.  104,  der  einen  auf  nicht-euklidische  Bewegungen  übertragbaren 
Beweis  und  die  aus  ihm  folgende  Konstruktion  der  resultierenden  Schranbong 
gab.    Für  diese  Konstruktion  vgl.  auch  H.  Wiener,  Leipz.  Her.  42  (1890),  p.  76. 

18)  Leipz.  Ber.  42  (1890),  p.  245  ff. ;  43  (1891),  p.  424,  644. 

19)  H.  Wiener  bezeichnet  deshalb  die  Umwendung  auch  als  Spiegelung  an 
einer  Geraden  (a.  a.  0.  p.  431). 
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aweier  iiwdhUorisehen  Verwandtschaften  darstellbar  sind,  und  gestatten 
die  Übertragung  der  bezüglichen  allgemeinen  Begriffe  und  Sätze  ^). 

Für  die  Zusammensetzung  der  Spiegelungen  und  Umwendungen 
bestehen  folgende  Sätze:  Sind  3  und  3i  Spiegelungen  an  den  Punkten 
M  und  Jfj,  so  ist  33^  eine  Gleitung  r  und  es  ist  t  =  2MM^\  sind 
@  und  @i  Spiegelungen  an  a  und  a^,  so  ist  @@x  eine  Drehung  ^((^) 
um  die  Gerade  a  =  (bs^  und  es  ist  a  =  2{bb^'^  sind  U  und  SJ  Um- 
wendungen um  u  und  Vj  so  ist  U93  eine  Schraubung  9(a^  r)  um  den 
kürzesten  Abstand  von  u  und  v,  es  ist  a  =  2(ü;  t;)  und  r  =  2  CTF, 
wo  U  und  F  die  Schnittpunkte  von  u  und  t;  mit  a  sind.  EUemach 
ei^ebt   sich   der  Satz   von  Hcdphen   unmittelbar   aus   der   evidenten 

Identität 

S2B  •  2BU  .  US  =  1, 

ebenso  fliesst  der  Satz  von  Hamilton  direkt  aus  der  Formel 

wenn  ®^y  @2;  @s  Spiegelungen  an  den  Ebenen  der  dreiseitigen  Ecke 
a,  b,  c  sind"). 

Man  kann  fragen,  auf  ivie  mannigfache  Art  eine  Bewegung  oder 
Umlegung  durch  andere  Operationen,  insbesondere  durch  involuto- 
rische  ersetzbar  ist.  Für  einen  speziellen  Fall  haben  zuerst  C,  Mos- 
Kammer  und  H.  Wiener  diese  Frage  gestellt  und  beantwortet^^).  All- 
gemeiner hat  jEJ.  Study  ^  diese  Probleme  behandelt.  So  ist  z.  B.  eine 
Umlegung  auf  oo'  Arten  durch  drei  Spiegelungen  ersetzbar,  eine  Be- 
wegung im  allgemeinen  auf  oo'  Arten  durch  zwei  Umwendungen,  auf 
oo*  Arten  durch  zwei  Drehungen,  auf  oo«  Arten  durch  vier  Spiege- 
lungen an  Ebenen  u.  s.  w.  u.  s.  w. 

Die  Sätze  über  Zusammensetzung  von  Umlegungen  ergeben  sich 


20)  Vgl.  H.  Wiener,  Leipz.  Bar.  43  (1891),  p.  658. 

21)  Wird  diese  Formel  auf  parallele  Axen  angewandt,  so  fährt  sie  zu  dem 
Satz  von  C.  SUphanos,  dass  drei  incidente  Lagen  ff^,  (T,,  <r,  aus  einer  Ebene  ä 
durch  Spiegelung  an  drei  Geraden  g\  g\  g"  erhalten  werden  können  (Bull.  Soc. 
philom.  (7)  6  (1881),  p.  13).  Dieser  Satz  bildete  den  Ausgangspunkt  von  lIcA^fiien\ 
0ein  eigener  Satz  ist  dessen  Verallgemeinerung  auf  den  Baum. 

22)  Wien.  Ber.  73"  (1876),  p.  143  und  Leipz.  Ber.  42  (1890),  p.  86.  Der 
spezielle  Fall  betrifft  die  Überführung  einer  Geraden  g  \x^  g^.  Es  giebt  oo' 
Schraabongen,  die  es  leisten;  sie  bilden  eine  auf  einer  Geraden  vi  senkrechte 
lineare  Kongruenz.  Soll  ein  Punkt  P  nach  P^  gelangen,  so  sind  dazu  oo' 
Schranbungen  tauglich,  die  ein  Cylindroid  bilden,  u.  s.  w.;  vgl.  IV  2,  16. 

88)  Math.  Ann.  39  (1891),  p.  487  ff.  Fflr  Bewegungen  besonderer  Art  modi- 
fizieren sich  die  obigen  S&tze. 
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aus  den  yorstehenden  durch  Reduktion  der  ümlegungen  in  ihre  Be- 
standteile **). 

3.  Der  DnaliBmiiB  in  der  Bewegung.  Dem  relativen  Charakter 
der  Bewegungsbegriffe  entsprechend  kann  man  die  Bewegung  Ton  S 
gegen  U'  auch  als  Bewegung  von  S'  gegen  S  auffassen;  es  hangt 
dies  nur  davon  ab,  ob  man  sich  selbst  während  des  Bewegungs- 
Vorganges  in  2J  oder  U'  befindlich  denkt.  Die  eine  Bewegung  wird 
als  UmJcehrung  der  andern  bezeichnet. 

Es  ist  M,  Chdsles  ^);  der  zuerst  darauf  hinwies,  dass  wenn  der 
Punkt  Ä  von  tf  in  tf'  die  Kurve  a  beschreibt,  bei  der  umgekehrten 
Bewegung  von  ö'  in  6  die  Kurve  a'  stets  durch  Ä  geht.  Allerdings 
kam  es  Qiasles  mehr  auf  die  technische  Seite  dieses  „Dudlismusf^  an; 
fQr  die  Theorie  haben  ihn  besonders  S.  Aronhold^)  xmd  später 
A,  Schoenflies^  verwertet. 

Die  eben  erwähnte  Beziehung  gilt  auch  in  der  Weise,  dass  wenn 
ein  Punkt  Ä  von  6  n-mal  auf  eine  Kurve  c  fällt,  bei  der  um- 
gekehrten Bewegung  c  n-mal  durch  Ä  geht.  Hieraus  folgt:  1)  Sind 
die  Bahnkurven  einer  ebenen  Bewegung  von  der  Ordnung  n^  so  sind 
die  Enveloppen  der  Geraden  der  anderen  Bewegung  von  der  n^^ 
Klasse;  2)  hat  für  die  eine  Bewqrung  die  Bahn  von  Ä  einen  Wende- 
punkt, so  ist  Ä  für  die  umgekehrte  Bewegung  Spitze  der  zur  Wende- 
tangente gehörigen  Enveloppe.  Analoge  Beziehungen  bestehen  f&r 
die  räumliche  Bewegung.  Fallt  Ä  n-mal  in  die  Ebene  a,  so  geht 
bei  der  umgekehrten  Bewegung  a  n-mal  durch  Ä  und  es  folgt: 
1)  Sind  für  die  eine  Bewegung  die  von  den  Punkten,  Geraden  und 
Ebenen  erzeugten  Gebilde  algebraisch,  so  sind  sie  es  auch  f&r  die 
andere  Bewegung;  2)  der  Grad  der  von  den  Geraden  erzeugten 
Begelflächen  ist  fQr  beide  Bewegungen  der  gleiche;  3)  die  Ordnung 
der  Bahnkurven  der  einen  Bewegung  ist  gleich  der  Klasse  der  ab- 
wickelbaren Flächen  der  andern;  sind  die  Kurven  eben,  so  sind  die 
genannten  Flächen  Kegelflächen '^). 

Die  Bahnkurven  und  Bahnflächen  beider  Bewegungen   sind   im 


24)  E.  Study,  Math.  Ann.  39  (1891),  p.  487 ;  H.  Wiener,  Leipz.  Ber.  48  (1891), 
p.  431  ff.,  sowie  Ä.  Schoenflies,  Erystallsysteme  und  Krystallstraktur,  p.  49ff. 
u.  341  ff. 

25)  Apcr9a  historique  sor  Torigine  et  le  däveloppement  des  m^thodee  en 
gäomätrie,  Paris  1876,  p.  408. 

26)  Kinematische  Geometrie,  p.  134  ff.  u.  Paris  G.  R.  101  (1886),  p.  160. 

27)  G.  Darboux,  Paris  G.  R.  92  (1881),  p.  119.  Analoge  Sätze  bestehen  bei 
Freiheit  zweiter  Stufe  (Nr.  20). 
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allgemeinen  yerschiedener  Natur '^).  Für  jede  Bewegung  von  ö  iaö'  gilt 
aber  der  Satz,  dass  wenn  ein  Punkt  Ä  Ton  6  in  ö"  einen  Ereis  um 
Ä'  beschreibt;  auch  Ä'  in  6  einen  Ereis  beschreibt ,  dessen  Mittel- 
pmikt  wieder  Ä  ist.  Ebenso  wenn  ein  Punkt  Ä  von  2  auf  einer 
Eugel  Ton  £'  bleibt,  so  bleibt  das  Centrum  Ä'  dieser  Engel  in  2 
auf  einer  Eugel  um  Ä,  Dieselbe  Beciprocität  besteht ,  wenn  Ä  in 
n  Lagen  auf  einem  Ereis  oder  einer  Eugel  um  Ä'  liegt;  es  liegt 
dann  auch  A  in.  n  Lagen  auf  dem  Ereis  oder  der  Eugel  um  Ä\ 
Diese  Thatsache  ist  von  wesentlicher  Tragweite^*)   (Nr.  4  u.  5). 

Li  jeder  Lage  sind  die  Geschwindigkeiten  desselben  Punktes  fUr 
die  direkte  und  umgekehrte  Bewegung  entgegengesetzt  gleich.  Für  die 
Beschleunigungen  gilt  dies  im  allgemeinen  nicht;  für  die  Tangential- 
beschleunigung der  ebenen  Bewegung  (Nr.  10)  gut  es  aber,  da  ja  die 
Punkte  H  und  H'  für  beide  Bewegungen  zusammenfallen^^). 

4«  Mehrere  inoidente  Lagen  derselben  Ebene  oder  desselben 
BündelB.  Zwei  Lagen  6^  und  6^  derselben  Ebene  6  bedingen  ein 
Drehungscentrum  0  (Nr.  1),  femer  gehört  zu  je  zwei  Punkten  A^ 
und  A^  ihre  Sehne  A^A^,  deren  Mittelpunkt  Am  und  ihr  Mittellot  a^, 
endlich  gehören  zu  den  Geraden  g^  und  g^  die  beiden  Wifücd- 
halbierenden  g^^  und  g^.  Die  Punkte  A^  bilden  im  allgemeiaen  ein 
zu  6  ahnliches  System  öm^  die  Lote  a*'  gehen  sämtlich  durch  0,  und 
Ton  den  Geraden  ^^  und  ^,  gehen  die  einen  sämtlich  durch  0,  während 
die  andern  ein  zu  6  ähnliches  System  liefern^).  Die  Gesamtheit  der 
Sehnen  A^A^  steht  zu  tf  in  einer  Yerwandtschafk  zweiten  Grades. 
Geht  6i  durch  Gleitung  oder  ümwendung  in  6^  über,  so  treten  Aus- 
nahmen ein'^).  Die  hier  erwähnten  Verwandtschaften  sind  die  Quelle 
flEbr  eine  grosse  Reihe  einzelner  Sätze,  die  meist  schon  von  M.  Chasles 
ausgesprochen  worden  sind'*). 

Drei  Lagen  6^,6^,  tf,  bediogen  drei  Drehungscentren  0^2*  ^is;  ^ss 


28)  Sie  können  auch  völlig  gleich  sein,  so  z.  B.  far  Gleitung,  Drehung  und 
Schzanbong  (Nr.  1).    Vgl.  auch  Nr.  21. 

20)  Wenn  bei  der  Bewegung  um  einen  festen  Punkt  ein  Punkt  Ä  auf 
einer  Kogelfläche  einen  grössten  Ereis  beschreibt,  so  geht  bei  derselben  Be- 
wegung auch  ein  Kreis  dieser  Eugel  durch  einen  festen  Punkt. 

80)  Chasles,  Deplacement  fini,  p.  865.  Die  Winkelhalbierenden  hat  zuerst 
E.  Studio  betrachtet,  Math.  Ann.  39  (1891) ,  p.  448.  Sind  X^  und  %^  die  Ahn- 
lichkeitatransformationen,  die  A^  resp.  A^  in  A^  überfahren,  so  gehen  gi  und 
g^  durch  %^  und  2,  in  ^^  resp.  Pj  über. 

81)  Vgl.  E.  Study,  Math.  Ann.  89  (1891),  p.  447. 

82)  Construction  des  normales.  Vgl.  eine  Berichtigung  bei  V.  Retali,  Bologna 
Mem.  (6)  2  (1892),  p.  686. 
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und  ausserdem  ein  System  ö',  gebildet  von  den  Schnittpunkten  Ä' 
der  auf  Ä^A^  und  Ä^A^  errichteten  Lote  a^  und  a^^.  Das  System  d^ 
der  Punkte  Ä'  steht  mit  jedem  System  6^  in  einer  quadroHsehen  Ver- 
wa/ndtschaft  33/^^'*)  Hauptpunkte  sind  in  ö'  die  Punkte  0^;  überdies 
entsprechen  die  imaginären  Kreispunkte  sich  selbst^  wodurch  der  %<*> 
ein  besonderer  Charakter  aufgeprägt  ist.  Da  Ä  Centrum  des  um 
A^f  A^y  A^  beschriebenen  Kreises  ist^  so  ist  (Nr.  3)  A  Mittelpunkt 
des  bezüglichen  Kreises  durch  A^,  A^\  ^';  es  haben  daher  die 
durch  93(^)  verbundenen  Systeme  6  und  6'  wechselseitige  IdnemaHsehe 
Bedeutung^),  Die  im  folgenden  für  die  eine  Bewegung  angeführten 
Sätze  gelten  daher  auch  für  die  andere. 

Aus  der  Natur  der  $B<^)  folgt,  dass  der  unendlich  fernen  Ge- 
raden g'^  von  ö'  in  6  ein  durch  die  Hauptpunkte  gehender  Kreis  w^ 
entspricht;  er  geht  auch  durch  den  Höhenschnittpimkt  des  Haupt- 
dreiecks von  ö',^)  und  ist  zugleich  Ort  solcher  Punkte  W,  für  die 
TTj,  W^y  W^  auf  einer  Geraden  liegen;  alle  diese  Geraden  W^  TT,  TT, 
gehen  durch  einen  und  denselben  Punkt  F'. 

Tritt  zu  den  Lagen  6^,  6^,  6^  eine  vierte  Lage  6^  hinzu,  so  kann 
man  nach  Punkten  K  fragen,  für  die  K^y  K^,  K^,  K^  demselben 
Kreise  angehören.  Sie  bilden^)  eine  durch  die  imaginären  S^reis- 
punkte  und  die  Hauptpunkte  gehende  FoJcalkurve  k^]  gemäss  der 
Natur  der  SJ^*)  entspricht  ihr  in  <y'  eine  Kurve  Ä,',  die  für  6'  die 
gleiche  kinematische  Bedeutung  besitzt.  Auf  k^  giebt  es  insbesondere 
einen  Punkt  U,  für  den  U^,  U^,  U^,  U^  in  eine  Gerade  fallen;  es  ist 
der  von  den  O^j^  verschiedene  Schnittpunkt  von  w^  mit  k^.  C.  Baden- 
berg^'')  hat  die  vorstehenden  Sätze  auf  beliebig  viele  Lagen  verall- 
gemeinert. Er  betrachtet  irgend  eine  Kurve  c\  die  durch  m  Punkte 
bestimmt  ist,  und  bestimmt  solche  Punkte  L  von  tf,  die  in  w  -f-  1 
oder  mehr  Lagen  auf  einer  solchen  Kurve  enthalten  sind. 

Für  zwei,  drei  und  mehr  Lagen  eines  Bündels  (Nr.  2)  resp.  einer 
KagelfläcJie,  die  sich  in  sich  bewegt,  gelten  ähnliche  Sätze.  Die  in 
sich  dualistische  Natur  des  Bündels,  die  in  der  Polarität  zwischen 
den  Strahlen  und  den  zu  ihnen  senkrechten  Ebenen  besteht,  bewirkt, 


33)  Vgl.  L.  Burmester,  Civiling.  (2)  22  (1877),  p.  598. 

34)  Ä.  Schoenfiies,  Greometrie  der  Bewegung,  p.  12ff. 

36)  L.  Geisenheimer,  Zeitschr.  f.  Math.  24  (1879),  p.  137. 

36)  L.  Burmester,  Civiling.  (2)  22  (1876),  p.  698  ff.  u.  28  (1877),  p.  227  u. 
319.  Die  vier  Lagen  bestimmen  6  Pole  0,.^ .  Deren  Lagenbeziehongen  erörtert 
Bttrmester,  Kinematik,  p.  616  ff.  Die  &,'  ist  Brennponktsknrve  der  aus  den  0^^ 
gebildeten  Vierecke. 

37)  Gott.  Nachr.  1888,  p.  176. 
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dass  es  zn  zwei  StraMen  ^  und  2^  ßwei  Halbierungslinien  giebt^  und 
damit  sfwei  Normalebenen^  und  diese  sind  mit  den  Ebenen  und 
Strahlen^  die  zu  zwei  Ebenen  s^  und  e^  des  Bündels  gehören,  durch 
eine  ausnahmslose  Dualität  verbunden^).  Dem  £j-eis  w^  der  Ebene 
entsprechen  jedoch  im  Bündel  zwei  verschiedene  Kegelflächen.  Es 
giebt  einen  Kegel  K^,  der  mit  Bezug  auf  die  im  Bündel  ebenfalls 
vorhandene  Verwandtschaft  ^^^  der  zu  a  senkrechten  Ebene  ent- 
spricht. Dieser  Kegel  ist  aber  nicht  mehr  Ort  der  Strahlen  l,  für  die 
l^j  2|,  l^  in  je  eine  Ebene  fallen;  diese  Strahlen  bilden  vielmehr  einen 
Kegel  dritter  Ordnung  K^,  und  ebenso  umhüllen  die  Ebenen  yc,  deren 
Lagen  x^,  üc^,  x^  durch  eine  Grernde  gehen,  einen  Kegel  der  dritten 
Klasse^. 

5.  Mehrere  Lagen  desselben  rätunlichen  Systems.  Den  geome- 
trischen Eigenschaften  zweier  kongruenten  Räume  27^  und  27,  hat 
M,  Chasles  ^)  eine  eingehende  und  erfolgreiche  Untersuchung  gewidmet, 
und  über  sie  eine  beinahe  erstaunliche  FüUe  einzelner  Sätze  auf- 
gestellt. 

Sind  A^  und  A^  zwei  entsprechende  Punkte  von  Z^  und  2^,  so 
sei  wieder  A^A^  ihre  Sehne,  A^  deren  Mitte  und  «*  die  in  A^  auf 
A^A^  konstruierte  Normalebene.  Bei  allgemeiner  Lage  von  2^  und 
£^  ist  dann  das  System  Z^  affin  zu  2^  und  2^  und  27^  reciprok  zu 
ihnen;  der  fundamentale  Satz,  der  die  Theorie  beherrscht,  findet  darin 
seinen  Ausdruck,  dass  27^  und  Z"  zusammen  ein  Nullsystem  bilden, 
dessen  Hauptaxe  mit  der  Schraubenaxe  zusanmienfällt^^).  E>  Study 
hat  auch  hier  wieder  die  zu  zwei  Ebenen  b^  und  b^  gehörigen  Winkel- 
halbierenden ins  Auge  gefasst  und  gezeigt,  dass  die  einen  von  ihnen 
ein  zn  Z  reciprokes  System  Z^o  bilden*^). 


38)  AusfOhrlich  bei  E.  Study,  Math.  Ann.  39  (1891),  p.  601. 

39)  Ä.  Sdioewßies,  Geometrie  der  Bewegung,  p.  47  ff. 

40)  Deplacement  fini.  Eine  ausführliche  Ableitung  dieser  S&tze  gab  Ch.Brisse, 
J.  de  math.  (2)  20  (1874),  p.  220;  (3)  1  (1875),  p.  149;  ihre  analytische  Darstellung 
O.  BaUagUm,  Napoli  Bend.  9  (1870),  p.  142.  Eine  Darstellung  mittelst  vektorieller 
Methode  gab  J.  Lü^lh,  Zeitschr.  f.  Math.  43  (1898),  p.  243. 

41)  £^  kann  also  die  durch  das  Nullsystem  bestimmte  infinitesimale  Be- 
wegung (Nr.  18)  so  ausfahren,  dass  die  Bahntangente  von  A^  in  die  Sehne 
A^A^  fUlt 

42)  Math.  Ann.  39  (1891),  p.  463.  Er  führt  auch  wieder  die  Transforma- 
tionen %^  T^  m  ein,  die  resp.  A  in  A^^  A  m  a^  und  A^  in  a^  überfahren,  und 
erörtert  ihre  Beziehungen  zu  %,,  Ebenso  behandelt  er  eingehend  die  Ausnahme- 
falle. Wichtig  ist^  dass  im  Falle  der  Umwendung  oder  Umschraubung  immer 
ein  Ausnahmefall  vorliegt. 
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Die  Systeme  21^  und  Z^  bedingen  femer  den  von  den  Ver- 
bindungslinien entsprechender  Punkte  gebildeten  tetraedralen  Kom- 
plex  Sj.^')  Da  zwei  Doppelpunkte  von  S^  und  U^  in  zwei  SjreispTinkte 
fallen^  und  zwei  Doppelebenen  in  €« ,  so  sind  die  Eomplexkegelsclmitte 
Parabeln^  die  Eomplexkegel  orthogonal^),  die  Ordnungskurven 
kubische  Ijreise;  analog  spezialisieren  sich  die  durch  zwei  Ebenen 
Sj^  und  €f  bestimmten  Kongruenzen  und  abwickelbaren  Flachen^. 

Drei  Systemlagen  2^,  S^,  JS^  bedingen  zu  jedem  Punkt  Ä  eine 
Gerade  a'  als  Schnittlinie  der  Normalebenen  a^  und  al  und  damit  einen 
tetraedralen  Komplex  S,,  dessen  Fundamentalpimkte  im  allgemeinen 
sämäich  imaginär  sind.  Ausgezeichnet  in  27  ist  die  Kurve  t,  der- 
jenigen Punkte  J,  für  die  e^jy  cTjy  cT",  in  eine  Gerade  fallen.  Endlich 
bedingen  vier  Lagen  von  £  ein  System  2J\  gebildet  aus  den  Schnitt- 
punkten der  Ebenen  a%  al  und  aj|;  zwischen  £'  und  jedem  27^  be- 
steht eine  kuhische  Verwandtschaft  93/^).  Da  Ä'  Mittelpunkt  der 
durch  Ä^,  A^,  Ä^,  A^  gelegten  Kugel  ist,  so  ist  A  auch  Mittelpunkt 
der  entsprechenden  Kugel  für  die  umgekehrte  Bewegung  (Nr.  3). 
Ausgezeichnet  für  die  Verwandtschaft  93^'^  ist  in  27  zunächst  die 
Fundamewtalhwrve  k^,  deren  Punkte  K  in  den  vier  Lagen  Kj^,  K^^K^j  K^ 
auf  einem  Kreise  liegen,  femer  eine  Fläche  F^,  die  der  £«  von  £' 
entspricht^  und  deren  Punkte  in  vier  Lagen  auf  einer  Ebene  bleibeUi 
sowie  endlich  eine  Fläche  F^,  der  Punkte  jHJ  für  die  H^,  H^,  H^,  H^^  H^ 
auf  einer  Kugel  liegen;  die  Centren  bilden  die  Fläche  F^'  von  27'.**) 
Auch  diese  Betrachtungen  hat  C.  Bodenberg  '^)  auf  beliebig  viele  Lagen 
und  beliebige  Flächen  verallgemeinert. 

Für  zwei  Lagen  27^  und  27,  und  die  zugehörige  Schraubung  H(jt,  t) 
bestehen  metrische  Relationen,  die  meist  schon  von  Chasles  gefunden 
wurden.     Die  einfacheren  lauten*^): 

Die  Projektion  der  Sehne  A^A^  auf  a  hat  den  konstanten  Wert  r, 


43)  Über  den  tetraedralen  Komplex  vgl.  Th.  Beye,  Geometrie  der  Lage, 
3.  Aufl.  Leipzig  1886,  m,  §  1. 

44)  Orthogonal  ist  ein  Kegel,  wenn  seine  Kreisschnitte  auf  einer  Er- 
zeugenden senkrecht  stehen. 

45)  Schoenfiies,  Geometrie  der  Bewegung,  p.  109  ff.  Für  die  von  e^  und  c, 
bestimmte  Kongruenz  vgl.  auch  G.  Hcdphen,  Bull.  Soc.  math.  de  France  1  (1876), 
p.  114. 

46)  Diese  und  weitere  Sätze  gab  Ä.  Schoenfiies,  J.  f.  Math.  98  (1889), 
p.  266,  doch  finden  sich  dort  einige  Irrtümer,  die  in  der  (Geometrie  der  Be- 
wegung berichtigt  sind ;  vgl.  p.  138  ff.  Vgl.  noch  Bull,  sciences  math.  (2)  12  (1888), 
p.  18. 

47)  Für  die  grosse  Fülle  der  bezüglichen  Formeln  vgl.  noch  0.  Bodrignes, 
Deplacement  d'un  Systeme  solide,  §  14  ff.  und  D.  Chelini,  Moti  geometrici,  §  4  u.  6. 
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ebenso  aind  f&r  alle  Punkte  von  g^  die  Projektionen  ihrer  Sehne  auf 
g^  konstant.  Das  gemeinsame  Lot  von  g^  und  g^  schneidet  a  senk- 
leohty  und  fär  die  Abstände  r,  r^,  r^  der  Geraden  g,  g^  und  ^  von 
a  besteht  die  Gleichung 

Sind  femer  S3(/3)  und  ^{y)  zwei  Rotationen^  sodass  93@  =  9[(a;ir)  ist^ 
und  ist  d  kürzester  Abstand  zwischen  b  und  c,  so  ist 

X  a  11 

Y  sin  Y  =  d  sin  Y  /J  sin  y  y  sin  (bc) , 

cos  Y  =  cos  ß  cos  y  —  sin  /)  sin  7^  sin  (6c).**) 

Sind  insbesondere  S3  und  S  Umwendungen^  so  ist 

Y  =  d,     8inY  =  sin(&c) 

und  es  föllt  a  mit  d  zusammen. 

Wichtig  ist  noch  die  Konstruktion  der  Schrimbenaxe,  wenn  2^ 
und  JS^  durch  A^^B^^G^  und  ^;  jB^^  O,  gegeben  sind.  Chasles^^) 
hat  bereits  zwei  Konstruktionen  gegeben.  Zieht  man  durch  0  0Ä\ 
OB,  OC  gleich  und  paraUel  zu  A^A^,  B^B^,  C^C^,  so  ist  a  ±  ÄBG\ 
Werden  alsdann  noch  A^By^C^  und  A^B^G^  auf  die  Ebene  A'B'C 
projiziert,  so  geht  a  durch  das  Drehungscentrum  dieser  Projektionen. 
Dies  ist  die  erste  Konstruktion  von  Chasles.  Die  zweite  operiert  mit 
den  Geraden  a,  b,  c  des  Dreiecks  ABC,  konstruiert  a^,  b^,  c^  und 
a%  6%  (f  imd  die  bezüglichen  gemeinsamen  Lote  u,  v,  w^  alsdann  ist 
a  wieder  das  gemeinsame  Lot  von  u,  v,  w.^)  Die  Konstruktionen 
vereinfachen  sich  bei  besonderer  Lage  oder  Wahl  von  A^,  B^,  C^  und 
A^,  B^,  Cf.^^)  Eine  gedanklich  neue  Konstruktion  hat  B.  Mehmke^^ 
gegeben;  sie  beruht  darauf^  dass  S  und  S^  affine  Systeme  sind. 

6.  AnalytiBohe  Darstelliuig  endlicher  Bewegungen.  Die  Dar- 
stellung endlicher  Bewegungen  durch  Parameter  knüpft  an  L,  Euler  ^') 

4S)  Diese  Formel  gilt  auch  für  Axen,  die  sich  schneiden  (Nr.  2). 

49)  Paris  C.  R.  62  (1861),  p.  487.  Eine  Vereinfachung  des  zweiten  Teils 
giebt  O,  B.  DaMander,  Stockh.  öfv.  1867,  p.  601. 

50)  Die  (Geraden  11,  v,  to  sind  auch  so  definierbar,  dass  die  Umwendungen 
U,  8,  fB  die  (Geraden  Oiyb^^Ci  mit  Yertauschung  des  Sinnes  in  a,,  &,,  c,  über- 
fahren. In  dieser  Form  erscheint  die  Konstruktion  bei  H,  Wiener,  Leipz.  Ber. 
42  (1890),  p.  77. 

61)  a  Moehammer,  Wien.  Ber.  78*  (1876),  p.  167  wählt  Ä,  B,  C  auf  der 
Schnittlinie  von  t^  und  e,. 

62)  Civiling.  (2)  29  (1888),  p.  207. 

68)  Formulae,  p.  193  ff.  Vgl.  auch  Ä.  J.  LexeU,  Petersburg  Abh.  20  (1776)« 
p.  239. 

Xn^klop.  d.  nubth.  WiMmuoh.    IV  1.  14 
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an.  Er  ging  davon  aus,  dass  wenn  ein  Körper  E  sich  um  einen 
Punkt  0  dreht;  seine  Lage  durch  die  Formeln  der  gewohnlichen 
Eoordinatentransformation  bestimmhar  ist,  d.  L  durch  die  Winkel 
^o  ßi)  Vi}  die  ein  in  27  festes  Axenkreuz  T(x,ff,ß)  mit  einem  im 
Baume  festen  Axenkreuz  l'{x\%f^e'^  bildet.  Da  nun  diese  Winkel, 
resp.  ihre  9  Cosinus  nur  drei  unabhängigen  Parametern  äquivalent 
sind;  so  entsteht  die  Aufgabe^  die  9  Cosinus  durch  drei  Parameter 
eindeutig  darzustellen^). 

Es  sei  9[(c9)  diejenige  Drehung^  yermöge  deren  T'  vn  T  über- 
geht. Alsdann  zerlegt  E^iüier  %  in  drei  Drehungen  von  den  Winkeln 
ipy  ^f  d',  von  denen  die  erste  um  die  jer-Axe  stattfindet  ^  die  zweite 
um  die  Schnittlinie  l  der  (xy)-  und  (a;'y')-Ebene;  und  die  dritte 
um  die  jer'-Axe;  und  zwar  fßhrt  die  erste  die  x-Axe  in  l  über^  die 
zweite  0  in  /^  die  dritte  l  in  x'.  Die  sich  so  fOr  die  9  Cosinus  er- 
gebenden Ausdrücke  in  g;,  ^^  ^  sind  jedoch  sehr  unsymmetriscL 

Symmetrische  Ausdrücke  erhielt  Euler  dadurch,  dass  er  als 
Parameter  den  Drehungswinkel  01  und  die  Richtungswinkel  a,  ß^  y  der 
Drehimgsaxe  a  einführte  ^^).  Die  Darstellimg  vereinfiEU^ht  sich,  wenn 
man  homogene  Parameter  wählt,  namUch 


Y  COS  a,  jB  —  sm  Y  COS  p,    C  =  sm  y  cos  y,     x;  =»  cos  y 


sodass  J.*  +  jB*  +  C*  +  D*  =  1  ist,  alsdann  sind  die  9  Cosinus  a^,  ft^,  c^ 
aus  der  Tabelle 

D^  +  A^  —  B'—C^    2{ÄB—CD),  2(ÄC+BD), 

2(ÄB+CD),  D'  —  Ä'  +  B'—C',    2{BG—ÄD), 

2{AC—BD\  2{BC  +  AD),  D^  —  A^-B'  +  C^ 

zu  entnehmen. 

Diese  Formeln   sind  |im  Anschluss  an  Euler  noch  vielfach  be- 
handelt worden^).    Einen  wesentlichen  Fortschritt  verdankt  man  erst 


64)  Eine  Abbildung  aller  Drehungen  um  einen  Punkt  auf  'die  Punkte  des 
Baumes  giebt  C.  Stephanas,  Math.  Ann.  22  (1888),  p.  331. 

66)  Formulae,  p.  212  ff. 

66)  Man  schrieb  sie  lange  Zeit  G.  Monge  zu;  erst  C.  G.  J.  Jacobi  wies 
wieder  auf  JEkUer  als  ihren  Autor  hin.  Ableitungen  gaben  J.  J^.  Encke  und 
M.  Beiss,  Corresp.  math.  de  QueUlet  7  (1832),  p.  278  u.  11  (1889),  p.  119.  Ein- 
fache Darstellungen  finden  sich  z.  B.  bei  G.  Königs,  Cin^matique,  p.  198  a.  840, 
sowie  bei  F.  Klein  und  Ä.  Sommerfeld,  Über  die  Theorie  des  Kreisels,  Leipzig 
1897,  p.  16 ff.,  wo  sich  insbesondere  die  Zusammensetzungsformeln  unmittelbar 
ergeben. 
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0.  Bodrigues^'^,  der  die  Parameter  Ä'\  B\  C\  V  der  Drehung  %!' 
bestimmt  hat^  die  aus  zwei  Drehungen  %  und  ^  resultiert;  es  ist^) 

Ä'  =Äiy+  BC  —CB-\-  DA, 

B'=  —  AC'+BD'+CA+BB, 

G"  =  AB—  BA  +GB+  BC\ 

B'  =  DB  —  ÄA  —BB—  CG\ 

Man  yerdankt  Bodrigties^'^  auch  eine  Parameterdarstellung  der 
allgemeinsten  Ortsveranderung.  Er  ersetzt  die  Schraubung  durch  die 
Translationskomponenten  r^,  r^,  t,  des  Anfangspunktes  und  die  zu- 
gehörige Rotation  ^((o),  und  wählt  t^,  t^,  x^  nebst  den  Quotienten 
der  zu  dieser  Rotation  gehörigen  Grössen  A,  B,  C,  D  eis  Parameter. 
Die  Gleichungen,  die  seinen  Formeln  zu  Grunde  liegen,  sind  Rela- 
tionen   zwischen    den    Koordinaten    der   Punkte   A^,  A^,  A^,     Setzt 

man  noch 

A  :  B  i  G  i  D  ^=  1 1  m  :  n :  ly 

X  =  t^—nt^+  wr„     r  =  Ty  —  ir,  +  nr„     Z=t,—  mr,  +  It^, 

so  erhalten  sie  die  Form 

x^  —  Xi  =  X  +  ny^—  me^, 

a^—z^  =  Z  +  mx^—ly„] 
aus  ihnen  erhalt  man  schliesslich 

^%    ^1  "*  *«  "i  r+i         ^ 

,     Iz  —  nx  —  2Xf/+mtt 

y.  -yx  =  »r  + i+x'^       > 

wo 

4A  =  P  +  w*  +  n*,    2m  =  ia?  +  wy  -f-  nz 

gesetzt  ist^^). 

67)  Bodrigues,  Deplacement  d*un  systäme  solide. 

68)  Diese  Formeln  enthalten  das  Mnltiplikationstheorem  der  Quaternionen. 
Über  deren  Beziehung  zu  den  Drehungen  vgl.  IV  13  {StäckeT). 

69)  Diese  Formeln  hat  Bodrigues  auch  so  abgleitet,  dass  er  in  2^  und  27, 
drei  Paare  entsprechender  Punkte  annimmt.    Die  Gleichungen  der  Schraubenaze 

X'\-  py  —  Wjf  __  y  +  me  —  px  ^  Z  -{-  nx  —  my 
m  n  "^  p 

werden  illnsorisch,  wenn  a  =  n  ist.    Diesen  Fall  behandelt  Ph.  J.  SHeHjes,  Arch 
NtoL  19  (1884),  p.  872. 

14* 
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Eine  um&ssendere  Behandlang  hat  die  analytische  Darstellung 
der  Bewegungen  des  Raumes  durch  E,  Study  ^)  erfahren.  Sie  geht 
davon  aus,  dass  sich  gemäss  den  obigen  Formeln  die  homoj^nen  Para- 
meter der  Drehung  SC'  aus  denen  von  %  und  SC  büinear  zusammen- 
setzen. In  Verallgemeinerung  hiervon  stellt  sich  Study  die  Au%abe, 
auch  die  Bewegungen  des  Raumes  durch  eine  möglichst  geringe 
Zahl  s  homogener  Parameter  mit  bilinearer  Zusammensetzung  aus- 
zudrücken. Der  kleinste  an  sich  mögliche  Wert  würde  «  »a  7  sein; 
er  ist  jedoch  nicht  brauchbar.  Dagegen  kann  man  die  Bew^pmgen 
durch  8  homogene  Parameter  so  darstellen,  dass  die  zwischen  ihn^ 
notwendig  bestehende  Relation  die  einfache  Form 

besitzt,  unter  den  unendlich  vielen  Arten,  auf  die  man  infolge  dieser 
Relation  die  Parameter  wählen  kann,  ist  die  einfachste  diejenige,  die 
im  wesentlichen  mit  der  von  Bodrigues  übereinstimmt,  sodass  die  a^ 
den  Äy  Bf  C,  D  proportional  sind  und 


oc. 


0 


=  itg 


2    ^   2  ^      a^  2'eeo  2'eeo  2 


ist.  Die  Zusammensetzungsformeln  der  a^,  o^,  c^,  o,  sind  damit  die 
nämlichen,  wie  diejenigen  der  Ä,  jB,  C,  2),  während  diejenigen  der  /S^ 
komplizierter  sind®^).  Dieselben  Parameter  genügen  übrigens  auch 
zur  Darstellung  der  Umlegungen.  Study  hat  auch  die  fOr  die  Orts- 
veränderung charakteristischen  Komplexe  und  Verwandtschaften  (Nr.  5) 
mittelst  der  Parameter  a^,  ß^  dargestellt.  Ein  einfaches  Beispiel  liefern 
die  obigen  Rodrigties'scben  Formeln,  die  die  Koordinaten  von  J^,  A^ 
und  A^  durch  einander  ausdrücken««). 


60)  Math.  Ann.  39  (1891),  p.  614  ff.  Auch  die  Beziehungen  zu  den  ver- 
wandten Gebieten  der  höheren  Zahlsysteme  und  der  Transfonnationsgruppen 
werden  eingehend  erörtert  Vgl.  auch  Study,  Geometrie  der  Djnamen,  Leipzig 
1901,  p.  174  ff.,  sowie  sein  Referat  über  komplexe  Zahlen  in  I A  8  (Nr.  12). 

61)  Die  bezüglichen  Formeln  stellen  in  gleicher  Weise  das  MultiplikationB- 
theorem  der  Biguaternionev^  von  W.  K.  Cli/fard  dar  (Math.  Papers,  London  1882, 
p.  181),  wie  die  früheren  Formeln  das  Multiplikationstheorem  der  Quatemionen. 

62)  B.  Marcolongo  definiert  die  Schraubung  durch  die  sechs  Koordinaten  ihrer 
Axe  und  die  Grösse  der  zugehörigen  Verschiebung  und  Drehung,  und  hat  für 
Schraubungen,  die  aus  beliebig  vielen  andern  zusammengesetzt  sind,  die  Koordi- 
naten und  die  anderen  Stücke  rechnerisch  bestimmt,  Ann.  di  mat.  (2)  26  (1897), 
p.  101.  Vgl.  auch  eine  Darstellung  Ton  G.  Plarr  mittelst  des  Quatemionen- 
kalküls,  Edinb.  Roy.  Soc.  Proc.  12  (1882),  p.  161. 
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B.  Stetige  Bewegnngen. 

7.  G^ohwindigkeit  und  Besohleunigangen  eines  Punktes.  Die 
B^lpifFe  der  Geschwindigkeit  und  Beschleunigungen  eines  Punktes  knüpfen 
sich  in  ihrer  unmittelbaren  Bedeutung  an  geradlinige  Bewegungen. 
Ist  s  der  in  der  Zeit  t  durchlaufene  Weg^  so  stellen  die  Differential- 
quotienten 

die  Geschwindigkeit,  resp.  die  erste^  zweite,  . . .  n^  Beschleunigung 
dar**).  Alle  diese  Grössen  sind  Vektoren  ^).  Darauf  beruht  die  Mög- 
lichkeit, Geschwindigkeit  imd  Beschleunigungen  far  beliebige  Be- 
w^pingen  eines  Punktes  A  in  der  Weise  zu  definieren^  dass  man  sie 
aus  Komponenten  zusammensetzt,  die  sich  auf  geradlinige  Bewegungen 
beziehen,   nämlich   auf  die   der  Projektionen  J.^,  A^^  A^  längs   den 

Koordinatenaxen*^).     Wird  also 

dx  d*x  f.        d"+^a; 

gesetzt,  so  ist  v  die  Summe  der  Vektoren  v,,  t?^,  v^,  ebenso  q>  die 
Summe  von  9^,  9^,  9^,  und  analog  für  jedes  (p^^\    Analog  kann  man 

V  und  die  9^"^  in  Komponenten  beliebiger  Richtungen  zerlegen  ^^). 

Wird  V  von  einem  festen  Punkt  M  als  Vektor  MV  konstruiert, 
so  ist  9  mit  der  Geschwindigkeit  des  Punktes  V  identisch.    Die  von 

V  beschriebene  Kurve,    die  W.  R.  Hamilton  ^^)  eingeführt  hat,  heisst 

68)  Die  qf'^\  .  .  . ,  9^"^  hat  H.  Bescd  methodisch  eingeführt,  Cinämatique, 
p.  269  ff.  nnd  p.  811.    Vgl.  auch  Ä.  Transon,  J.  de  math.  10  (1846),  p.  820. 

64)  Über  Vektoren  und  Vektorrechnung  vgl.  IV  2  {Timerding)  und  IV  14 
(Abraham)^  sowie  III B  8  {Burkhardf).  Im  vorliegenden  Artikel  kommt  die 
Vektorrechnung  ausser  fSr  Geschwindigkeiten  und  Beschleunigungen  eines  Punktes 
besonders  auch  für  unendlich  kleine  Drehungen  um  Azen,  die  von  einem  festen 
Punkte  auslaufen,  in  Betracht  (Nr.  15).    YgL  übrigens  Fussn.  78. 

65)  Dies  findet  z.  B.  bei  der  Analyse  harmonischer  Bewegungen  und  ihrer 
Ersetzung  durch  einfache  Schwingungen  Anwendung.  Vgl.  z.  B.  die  ausführ- 
liche Darstellung  dieser  und  ähnlicher  Bewegungen  bei  W.  K.  Cli/ford,  Dynamic. 

66)  Die  Zerlegung  von  v  in  Komponenten  längs  r^  und  r,  hat  Boberval 
zur  Konstruktion  der  Tangente  einer  Ellipse  benutzt.  Analoge  Zerlegungen 
latsen  sich  auch  bei  andern  mechanisch  definierten  Euiren  zu  dem  gleichen 
Zweck  ausführen,  so  z.  B.  bei  den  Fokalkurven,  dem  Cartesischen  Oval  und  den 
Cassinischen  Kurven;  vgl.  etwa  Burmester,  Kinematik,  p.  67  ff.  Die  Formeln  fär 
9  und  9^'^  haben  H.  Beadl  (Cin^matique,  p.  55)  und  neuerdings  E.  Weyr  zur 
Konstraktion  von  p  resp.  r  benutzt,  Prag.  Ber.  1896,  p.  28.  Bei  Besdl  (a.  a.  0. 
p.  275  ff)  finden  sich  auch  Konstruktionen  der  Krümmungsradien  der  Evoluten. 

67)  Elements   of  quatemions,  p.  100   u.    718,  London  1866,   2.  Ausgabe 
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Hodograph  der  Geschwindigkeit  Ist  MF  der  Vektor,  der  9)  dar- 
stellt, so  heisst  die  von  F  bescliriebene  Kurve  Hodograph  der  Be- 
schleunigung; ihre  Tangente  liefert  die  Beschleunigung  qf^^  u.  s.  w. 

Die  Geschwindigkeit  v  fällt  in  die  Tangente  der  Bahn.  Die  Be- 
schleunigung 9  kann  eine  beliebige  Richtung  haben;  ihre  wichtigste 
Zerlegung  ist  die  in  die  Tangentialbeschleunigung  tpf  und  die 
Normalbeschleunigung  tpj^^  die  in  die  Hauptnormale  fallt;  ist  p  der 

Krümmungsradius,  so  ist 

dv  ü* 


Die  Beschleunigung  tp^^^  hat  zuerst  J7.  Besal  ^  längs  Tangente,  Haupt- 
normale und  Binormale  zerlegt;  es  ist 

wo  r  der  Radius  der  zweiten  Krümmung  ist. 

Zur  Ableitung  der  bezüglichen  aUgemeinen  Gesetze  bedient  man 
sich  zweckmässig  der  Vektorrechnung  (Methode  der  geometrischen 
Addition).  So  verfuhr  schon  A,  F.  Mobms^^)y  der  aus  der  Taylor- 
schen  Reihe  für  die  Sehne  s  des  in  der  Zeit  r  durchlaufenen  Kury^- 
bogens  die  Formel  ableitete  ^^) 

5  =  vr  +  y  9T*  +  jy  ^Wt*  -j [-  JB^. 

Die  methodische  Einführung  der  Vektorrechnung  in  die  Kinematik 
geht  auf  B.  de  St  Vencmt  ^^)  und  H.  Besal  ^^)  zurück.  Besal  hat  mit 
dem  inneren  Produkt  zweier  Vektoren^')  zu  operieren  b^onnen  und 


1899/1901.  Eine  Ausdehnung  des  Hodographen  auf  zwei  bewegte  Punkte  giebt 
Ä.  Laisant,  Jornal  de  sciencias  math.  e  astr.  10  (1891),  p.  97.  Vgl.  auch  0.  Qtftadk, 
Dies.  Rostock  1889. 

68)  Cin^matique,  p.  271.  In  richtiger  Form  finden  sich  die  Formeln  zuerst  bei 
J.  Somo/f,  Acc^^rations,  p.  11.  Vgl.  auch  D.  PadeleUi,  Giom.  di  mat.  18  (1876), 
p.  116  u.  129;  G.  Bardelli,  Ist.  Lomb.  Bend.  (2)  11  (1878),  p.  219;  G.  Gauiero, 
Rom.  Acc.  dei  Lincei  Rend.  (3)  4  (1880),  p.  106. 

69)  J.  f.  Math.  36  (1846),  p.  91. 

70)  Die  Grösse  qp  dieser  Formel  wird  auch  Deviation  genannt.  Das  Zeichen 
-|-  drückt  die  geometrische  Addition  aus. 

71)  Paris  C.  R.  21  (1846),  p.  620. 

72)  Cin^matique,  p.  26  u.  64. 

73)  Als  inneres  oder  geometrisches  Produkt  der  Vektoren  u  und  v  bezeichnet 
man  das  Produkt   aus   ihren  Längen   und   dem  Cosinus   des   eingeschlossenen 

Winkels,  also  die  Grösse  uv  cos  (uv).  Dasselbe  wird  im  Texte  fernerhin  durch  uv 
bezeichnet  werden. 
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de  St.  Vencmt  hat  den  Begriff  der  geometrischen  resp.  vektorieUen 
AtleHung  eingeführt^  worunter  die  Geschwindigkeit  zu  verstehen  ist; 
die  dem  Endpunkte  eines  von  einem  festen  Punkt  ausgehenden  beweg- 
lichen Vektors  zugehört;  es  ist  also 

wo  D  das  Zleichen  der  geometrischen  Ableitung  sein  soU.  Für  Summe 
und  inneres  Produkt  gelten  die  Regeln  des  gewöhnlichen  Differen- 
zierens;  hierzu  kommt  noch  der  Satz^  dass  wenn  Anfangspunkt  und 
Endpunkt  des  Vektors  sich  ändern^  seine  Ableitung  gleich  der  Diffe- 
renz der  Geschwindigkeiten  beider  Punkte  ist^^).  Mit  diesen  Methoden 
hat  J.  Somoff  folgende  allgemeine  Formeln  aufgestellt^^,  die  die  Zer- 
legung Ton  9?(*)  in  9?|*>,  ^J*)  und  ^("^  leisten^ 

^h  dt       ^  Q  ^t  r  ^*         ' 

A.  Guiraudef^^)  und  nach  ihm  G.  2/ime  ^^haben  v  und  tp  nach  den 
Normalen  eines  orthogonalen  Flächensystems  zerlegt;  für  beliebiges 
^»)  und  beliebige  krummlinige  Koordinaten  hat  J.  Somoff '^^)  derartige 
Formeln  aufgestellt.  In  analoger  Weise  lassen  sich  beliebige  kine- 
matische .Vektorgrössen  resp.  Parameter  behandeln;  auch  Formeln  dieser 
Art  hat  J.  Somoff  abgeleitet  (ygl.  auch  IV  14^  Abraham),  Als  eine  ein- 
fache Vektorgrösse  ist  noch  die  Flächen-  oder  SektorgeschmndigJceU  ^^ 
besonders  zu  nennen,  ebenso  die  bezüglichen  Beschleunigungen.  Sie 
knüpfen  an  den  Sektor  an,  den  der  von  einem  festen  Punkt  M  zum 
bew^lichen  Punkt  Ä  laufende  Radius  r  beschreibt;  es  ist 

dS i_^^ 

dt  ~  2  ^  dt  ' 


74)  Vgl.  besonders  J.  Somoff,  Acc^l^rations  und  Kinematik,  Kap.  11— lY. 
76)  Acc^^rations,  p.  11  u.  60.   Eine  analytische  Ableitung  giebt  /.  C  Bim- 
piei,  Ann.  6c.  norm.  (2)  3  (1874),  p.  147. 

76)  Th^se  Paris  1866. 

77)  Lebens  snr  les  coordonnäes  curvilignes,  Paris  1869,  p.  149  n.  166. 

78)  Acc^drations  und  Kinematik,  Kap.  IX— Xu.  Für  orthogonale  Koordi- 
naten ygl.  auch  Ph.  Oübert,  Acc^l^rations  18,  p.  207.  Den  Fall  sphärischer 
Koordinaten  behandelt  Ä.  Laisanty  Nony.  ann.  (2)  17  (1878),  p.  496;  vgl.  anch 
Th.  Preston,  Dublin  Proc.  (2)  8  (1897),  p.  469. 

79)  Sie  ist  gleich  dem  halben  Moment  yon  v  bezüglich  0\  ygl.  IV  2 
(Timerding). 
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und  es  bestehen  für  die  Komponenten  nach  den  Axen  die  Gleichungen 

dÄr  _  J^  /   dx dy\ 

dt   ~  2  ydt        ^  dtj'"'\ 

<r& ]_(  ^^ (^y^ 

de  ~  ^^^  dir     ^  df^'"' 

Man  kann  Geschwindigkeiten  und  Beschleunigungen  auch  so 
definieren^  dass  man  die  Gerade  oder  Ebene  als  bewegtes  Element 
betrachtet;  ohne  auf  ihre  einzelnen  Punkte  zurückzugehen.  Unter- 
suchungen dieser  Art  hat  J.  F.  WUtenbauer  ^)  angestellt. 

8.  Die  stetige  Bewegung  einer  Bbene  in  sioh^^).  Die  Satze  f&r 
die  stetige  Bewegung  ergeben  sich  aus  den  Resultaten  von  Nr.  4  durch 
Grenzübergang;  historisch  sind  sie  teilweise  die  früheren  gewesen^. 

Die  Existenz  des  momentanen  Drehungscentrums  (Drehungspcis), 
in  das  der  Punkt  0  bei  stetiger  Bewegung  übergeht,  hat  Jch.  Ber- 
noMi^  entdeckt;  jede  Bewegung  von  6  in  sich  ist  also  eine  nuh 
menta/ne  Botation^).  Dies  führt  zu  folgenden  in  dieser  Fonn  von 
M.  Chctöles^)  gefundenen  Sätzen:  1)  Die  momentanen  Normalen  aller 
Bahnkurven  gehen  durch  0.  2)  Auch  die  Normalen  der  Enveioppen 
aller  Geraden  und  Kuryen  in  ihren  momentanen  Berührungspunkten 
gehen  durch  0.  3)  Jede  Bewegung  von  6  in  ^  besteht  im  JbroBen 
einer  Kurve  p  von  einer  Kurve  p\    Diese  Kurven  heissen  PdOeurven. 

Die  Verwandtschaft  der  Punkte  Ä,  Ä  (Nr.  6)  geht  in  eine  Yer- 
wandtschaft  SS,  zwischen  den  Punkten  von  a  und  ^  über,  so  dass 
jeder  der  beiden  Punkte  Krümmungsmittelpunkt  der  Bahn  des  andern 
ist^^).  Die  drei  Hauptpunkte  rücken  in  den  Pol  0  zusammen,  die 
drei  Hauptgeraden  in  die  Tangente  t  der  Polbahnen,    Alle  c^\  die  den 


80)  Kinematik  des  Strahles,  Graz  1888  und  Zeitschr.  f.  Math.  80  (1886),  p.  216. 

81)  Die  Fälle  nicht  differenzierbarer  Kurven  resp.  Bewegungen  QU  B  1  a, 
V.  Mangoldt)  bleiben  ausgeschlossen.    Vgl.  IV  1  {Voss). 

82)  Die  meisten  der  folgenden  Sätze  sind  geometrisch  gefunden  worden. 
Eine  analytische  Ableitung  findet  sich  bei  E.  Gosserat,  Toul.  Mäm.  (9)  5  (1898), 
p.  611.    Vgl.  auch  E,  Duport,  Nouv.  ann.  (8)  18  (1899),  p.  6. 

83)  De  centro  spontaneo  rotationis,  Opera  4,  Lausannae  1742,  p.  265. 

84)  Fällt  0  ins  unendliche,  so  besteht  die  Bewegung  in  einer  momentanen 
Translation.  Ist  dies  dauernd  der  Fall,  so  beschreiben  alle  Punkte  kongruente 
Kurven.  Die  Bewegung  ist  dann  durch  die  Bahnkurve  eines  Punktes  bestimmt 
Diese  Fälle  bleiben  hier  ausgeschlossen. 

85)  Construction  des  normales.  Dass  beim  Abrollen  zweier  Kurven  alle 
Normalen  durch  den  Berührungspunkt  gehen,  erkannte  bereits  R.  Deseartes, 
Oeuvres  7  (1688),  p.  88. 

86)  Die  Bahnkurven  selbst  sind  im  allgemeinen  verschieden. 
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Geraden  Ton  tf  in  ^  entsprechen,  oskulieren  sich  und  die  Polbahnen- 
tangente in  0.®^  Der  der  Geraden  ^^  entsprechende  Kreis  Wg  (Wende- 
kreis) wird  Ort  der  Punkte,  die  momentan  Wendepunkte  ihrer  Bahnen 
beschreiben;  alle  Wendetangenten  gehen  durch  einen  Punkt  V (Wende- 
pol)^  den  zweiten  Schnittpunkt  von  w^  mit  der  Normale  n  der  Pol- 
bahnen ^).  Der  Wendekreis  der  umgekehrten  Bewegung  heisst  als 
Kreis  von  6  der  Bückkehrkreis  r^;  er  ist  Ort  der  momentanen  Spitaen 
der  von  den  Geraden  von  6  umhüllten  Enveloppen^^).  Ist  c  irgend 
eine  Kurve  von  6  und  c  ihre  Enyeloppe,  so  sind  auch  deren 
Krümmungsmittelpunkte  entsprechende  Punkte  Ä,  Ä  von  S,.  Der 
Wendekreis  enthält  daher  auch  das  Krümmungscentrum  jeder  Kurve  e, 
deren  Hüllbahn  im  Berührungspunkt  einen  Wendepunkt  hat,  ins- 
besondere also  derer,  die  eine  Gerade  umhüUen. 

Die  Fokalkurve  k^  geht  in  den  Ort  der  Punkte  mit  staJ(i<mä^em 
Krümmungskreis  über**);  sie  hat  in  0  einen  Doppelpunkt  und  berührt 
in  ihm  die  Tangente  t  und  die  Normale  n  der  Polbahnen.  Diese  Kurve 
ist  zuerst  von  L.  Barmester  ^)  und  bald  darauf  auch  von  H,  LeatUe^^) 
bemerkt  worden,  und  da  sie  für  die  allgemeine  Theorie,  wie  besonders 
fär  die  Theorie  des  Kurbelgetriebes  (Nr.  12)  wichtige  Bedeutung  hat, 
so  ist  sie  Gegenstand  vieler  Untersuchungen  gewesen  ^^).  Auf  ihr 
giebt  es  vier  Punkte  jB^  (Burmester'sche  Punkte),  deren  Bahnen  einen 
fünfpunktig  berührenden  Krümmungskreis  besitzen  ^^);  ihr  Schnitt  U 
mit  tr,  ist  der  eine  Punkt  von  6,  dem  im  allgemeinen  eine  vier- 
punktig  berührende  Bahntangente   zukommt  und   der   daher  im  all- 


87)  O,  Bivals  zeigte  (J.  6c.  polyt.  86  (1863),  p.  112),  dass  die  Krümmungs- 
centra  einer  Geraden  g  auf  einem  c,'  liegen;  Ä,  Mannheim  (J.  ^c.  polyt.  37  (1868), 
p.  179)  und  Ph.  Oübert,  Brox.  M^m.  cour.  30  (1867)  fanden,  dass  c,  die  Tan- 
gente t  berührt;  erst  bei  E.  DewtUf  (Paris  C.  R.  92  (1881),  p.  1091  und  Ann.  ^c. 
norm.  (8)  8  (1886),  p.  408)  findet  sich  das  Oskulieren  aller  c,  und  die  Einführung 
der  8|,  die  fOr  endliche  Lagen  bereits  vorher  L.  Burmester  (Fussn.  88)  abgeleitet 
hatte.  Besondere  Eigenschaften  der  c,'  geben  Mcmnheim  (a.  a.  0.)  und  Ch. 
Speeka,  Nouv.  ann.  (3)  11  (1892),  p.  268. 

88)  Der  Wendekreis  erscheint  zuerst  bei  de  la  Hire^  Roulettes,  p.  848.  Vgl. 
auch  A.  Transon,  J.  de  math.  10  (1840),  p.  164,  sowie  besonders  S.  Aronholdy 
Kinematische  Geometrie,  p.  168. 

89)  Oroi\Mrd,  L*Institut  87  (1870),  p.  88.  Die  zuletzt  genannten  Geraden 
gehen  in  jeder  Lage  durch  den  Wendepol  der  umgekehrten  Bewegung. 

90)  Da  k^  und  k^'  einander  in  IB,  entsprechen,  so  ist  k^*  Ort  dieser  Erüm- 
mongscentra. 

91)  Paris  C.  R.  87  (1878),  p.  161,  sowie  J.  €q.  polyt.  46  (1879),  p.  167. 
98)  0,  Bodenberg,  Zeitschr.  f.  Math.  36  (1891),  p.  271;    L.  ÄUievi,  Biella 

plana,  p.  87  ff.;  B.  MtOler,  Zeitschr.  f.  Math.  87  (1892),  p.  129  u.  417;  M.  Grübler, 
ebda.  87  (1892),  p.  36;  L.  Burmester,  Kinematik,  p.  616  ff. 
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gemeinen  ein  Unchdaticnspunkt  seiner  Bahn  ist.  Er  ist  zugleich 
Schnitt  der  Kurve  mit  der  Fokalaxe  der  Kurve  k^'  der  umgekehrten 
Bewegung^'),  und  wird,  da  R  BaJl^)  zuerst  auf  ihn  hinwies,  Ballr 
scher  Punkt  genannt  Die  der  (}esamtbewegung  entsprechenden  Bali- 
schen Punkte  bilden  die  Baü'sche  Kurve  b,  die  mit  der  Polkorve  p' 
zusammen  die  Enveloppe  der  Wendekreise  darstellt^).  I^llt  einer 
der  Punkte  B^  in  U,  so  hat  U  eine  fäni^unktig  berührende  Bahn- 
tangente.   Solche  Punkte  fallen  in  eine  Spitze  der  Ball'schen  Kurve  ^. 

J2.  Müller  ^^)  hat  die  Krümmung  der  ersten  und  höheren  Evoluten 
der  Hüllbahnen  in  Betracht  gezogen.  Für  jede  Evolutenart  existieren 
zwei  Kreise,  die  den  Kreisen  w^  und  r^  analog  sind.  Ist  nämlich  c 
eine  Kurve  von  6y  deren  Enveloppe  eine  Gerade  ist,  so  gehen  die 
momentanen  Normalen  ihrer  nf^  Evoluten  durch  einen  Punkt  F^, 
den  w*^  Wendqpol,  und  die  Krümmungsmittelpunkte  der  (n  —  1)*" 
Evoluten  erfüllen  einen  Kreis  m?„,  der  V^^^V^  zum  Durchmesser 
hat  und  n^  Wendekreis  heisst.  Ist  umgekehrt  g  eine  Gerade  von  6, 
so  geht  die  Normale  der  n^  Evolute  ihrer  Enveloppe  durch  einen 
Punkt  W„f  den  n^  Bückkehrpol,  und  die  Krümmungsmittelpunkte  der 
(n  — 1)*~  Evoluten  erfallen  den  (w  —  1)*^  Bückkehrkreis,  dessen  Dureh- 
messer W^_j^W^  ist.  Besondere  Lagen  dieser  Punkte  bedingen  Punkt^ 
deren  Bahnen  mit  ihren  Tangenten  eine  höhere  Berührung  haben. 

Im  allgemeinen  beschreibt  der  Pol  als  Systempunkt  0  eine  Spitee 
seiner  Bahnkurve,  während  die  anderen  Bahnen  Singularitäten  nicht 
aufweisen^).  Auf  eine  Ausnahme  wies  zuerst  Ä.  Schoenflies^  hin;  ist 
Q  =  q'  und  berühren  sich  die  Polbahnen  von  innen,  so  hat  die  Bahn- 
kurve eines  beliebigen  Punktes  eine  Spitze;  die  Punkte  der  Tangente  t 


93)  C.  Bodenberg,  Zeitschr.  f.  Math.  36  (1891),  p.  270.    Vgl.  Fassn.  114. 

94)  Dublin  Proc.  (2)  1  (1871),  p.  243. 

95)  Die  Bahntangente  von  ü  fällt  mit  der  Tangente  der  Enveloppe  der  w^ 
zusammen.    L.  Älliem,  Biella  piana,  p.  44. 

96)  B.  Mimer,  Zeitschr.  f.  Math.  43  (1898),  p.  37.  Falls  von  den  vier 
Punkten  B^  drei  in  gerader  Linie  liegen,  fällt  der  vierte  in  ü. 

97)  Gelenkviereck,  p.  43  ff.  u.  Zeitschr.  f.  Math.  42  (1897),  p.  247;  die  ersten 
Evoluten  ebda.  36  (1891),  p.  193  u.  267.  Dort  wird  auch  die  YerwandtBchaft 
zwischen  6  und  den  Krümmungscentren  der  Evoluten  untersucht.  Vgl.  auch 
A.  Feilet,  Paris  C.  R.  120  (1896),  p.  1204. 

98)  Die  Tangente  der  Spitze  schneidet  die  Polkurven  senkrecht.  Eine  Aus- 
nahme tritt  ein,  wenn  z.  B.  eine  logarithmische  Spirale  von  einem  Kreise  ab- 
rollt; die  Bahnkurve  des  asymptotischen  Punktes  hat  keine  Spitze  und  dem 
Winkel,  unter  dem  sie  den  Kreis  schneidet,  kann  durch  Wahl  des  Radius 
jeder  Wert  gegeben  werden. 

99)  Geometrie  der  Bewegung,  p.  46. 
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beschreiben  Spitzen  höherer  Art.  Eine  allgemeinere  Erörterung  dieser 
Fragen  verdankt  man  B.  Mehmke  und  L,  AUievi.  ÄUievi  i«>)  hat  die 
Singulariiaten  der  Bahnkurven  besonders  in  den  Fällen  diskutiert^  dass 
die  Kurven  w^  resp.  k^  zerfallen.  Mehmke  ^^^)  stellt  die  Koordinaten 
der  Bahnkurven  durch  Reihen  dar^  die  nach  den  Potenzen  des  Drehungs- 
winkeis  fortschreiten;  er  fand  insbesondere,  dass  auch  bei  singu- 
larem  Charakter  der  Polkurven  und  Bahnkurven  immer  eine  die 
KrOmmungsverhältnisse  definierende  S,  vorhanden  ist  und  ein  dem 
Wendekreis  analoger  Kreis,  dessen  Bahnen  eine  noch  höhere  Singu- 
hiritat  zukommt 

Mehmke  hat  diese  Betrachtungen  auch  auf  den  Fall  ausgedehnt, 
dass  der  Pol  ins  Unendliche  rückt  ^^').  Er  und  R.  Müller  haben  end- 
lich auch  die  Singularitäten  der  Polbahnen  selbst  in  Untersuchung 
gezogen««). 

9.  Ifetriflohe  und  konstruktive  Fragen.  Die  ebene  Bewegung 
von  6  ist  meist  so  bestimmt,  dass  zwei  Bahnkurven  oder  allgemeiner 
zwei  Paare  entsprechender  Hüllbahnen  gegeben  sind^^).  Durch  die 
Hüllbahnenpaare  resp.  ihre  Krümmungsmittelpunkte  A^  A'  und  jB,  B 
ist  der  Pol  0  und  die  quadratische  Verwandtschaft;  SS,  bestimmt.  Für 
die  metrischen  und  hmstruktiven  Abluuigigkeiten  besteht  eine  schon 
von  L.  Iküer^^^)  gekannte,  später  von  F.  Savary^^)  wiedergefundene 
und  neuerdings  erweiterte  Formel  (1),  sowie  eine  auf  E.  E.  BobiUier  *^) 
zurückgehende  Konstruktion.    Die  methodische  Darstellung,  Begrün- 

100)  Biella  plana,  p.  8  ff. 

101)  Zeitschr.  f.  Math.  85  (1890),  p.  1  u.  65.  Die  S3,  kann  ausarten.  Dann 
giebt  es  nur  fOr  die  Punkte  der  Ausnahmelinien  eine  endliche  Krümmung.  Potenz- 
leihen,  deren  Koeffizienten  aus  den  t^^,  v  ,  9^,  7yi  •  •  -  (^'-10)  gebildet  sind, 
giebt  Königs,  Cin^atique,  p.  154. 

108)  Zeitschr.  f.  Math.  85  (1890),  p.  28.  Alle  Punkte  beschreiben  Singu- 
laritäten gleicher  Art,  bis  auf  eine  Gerade,  deren  Punkte  Bahnen  mit  höherer 
Singulaiit&t  besitzen. 

108)  Zeitschr.  f.  Math.  85  (1890),  p.  21  und  Gelenkriereck,  p.  59. 

104)  Die  Bahnkurven  und  die  HtQlkurvenpaare  bilden  ein  einfaches  Bei- 
spiel f^  8.  lAe'n  Theorie  der  Berührungstransformationen.  Wenn  man  n&mlich 
jedem  Punkt  von  c  seine  in  ^  liegende  Bahnkurve  zuordnet,  so  bestinmit  diese  Zu- 
ordnung eine  Berührungstransformation.  Dabei  entspricht  einer  Kurve  9  von  6 
die  Enveloppe  der  Bahnkurven  aller  ihrer  Punkte,  und  dies  ist  zugleich  die 
Hüllbahn  von  9,  d.  h.  also  die  Enveloppe  aller  Lagen  von  9.  Vgl.  8,  Lie  und 
G,  Seheffers,  C^metrie  d.  Berührungstransformationen  1,  Leipzig  1896,  p.  66. 

105)  Petersburg  Novi  Comm.  21  (1765),  p.  207. 

106)  YgL  eine  Bemerkung  von  Chasles,  J.  de  math.  10  (1845),  p.  204,  sowie 
HaUm  de  la  ChmpiUi^e,  Trait^  des  mäcanismes,  Paris  1864,  p.  107. 

107)  Cours  de  g^mätrie  12.  Aufl.  (1870),  p.  282. 
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dung  und  Weiterbildimg  dieser  Fragen  gab  jedoch  erst  8.  ArmhM^^ 
indem  er  die  bezügb'chen  Sätze  als  Folgen  allgemeiner  projektiver 
Thatsachen  au&ufassen  lehrte.  Er  knüpft  daran  an^  dass  aiif  jeder 
durch  0  gehenden  Geraden  (Normabtrahl)  l  die  entsprechenden  Ponkte 
Ton  SJj  zwei  projektive  PunMreihen  bilden,  deren  Fluchtpunkte  auf  w^ 
und  r,  liegen.  Hieraus  ergiebt  sich,  wenn  s  der  Bogen  der  Polbahn 
ist,  als  voller  Ausdruck  der  EtUer-Savary'scheii  Formel  die  Gleichung^ 

W         fe  +  ö^^)-(^")  =  7  +  7  =  ^  =  ä  =  ^- 

Der  BobiUier'schen  Konstruktion  der  Poltangente  t  aus  den  Paaren 
-4,  Ä'  und  jB,  ff  liegt  der   Satz   zugrunde,   dass  (Fig.  1)  Äff  und 

BA'  sich  auf  einer  festen  Axe  c  {KdUinea- 
tionsaxe)  schneiden,  faUs  die  Paare  J.,  A 
resp.  By  ff  auf  zwei  festen  Normalstrahlen  l^ 
und  \  liegen;  es  ist  überdies  ^  («J = "^(h^) "®), 
woraus  noch  eine  Beihe  weiterer  konstruktiver 
Resultate  fliesst"^). 

Für  die  Konstruktion  der  J&ümmim^ 
radien  der  Polhahnen  muss  man  die  Evoluten 
der  Hüllbahnen  (Nr.  8)  oder  die  Kurve  J^  ^ 
nutzen;  diese  Gebilde  bedingen  sich  ebenfalls 
gegenseitig.  Eine  entsprechende  Formel  hat  M.  Orübler  ^^  au%estellt 
B,  Müller  ^^^  hat  mittelst  der  höheren  Wendepole  und  Wendekreise 
(Nr.  9)  Formeln  und  Konstruktionen  angegeben,  um  die  Ejrümmung 
der  ersten  und  höheren  Evoluten  der  Hüllbahnen  zu  bestimmen. 

Eine  Dardtellimg  der  Erzeugungsweisen   der  k^  mit  besonderer 
Rücksicht  auf  ihre  kinematischen  Eigenschaften  hat  J2.  MäUer  ^^)  ge- 


lOS)  Kinematische  Geometrie,  p.  142  ff. 

109)  A.Maimheimj  J.  äc.  polyt.  87  (1858),  p.  17V;  über  <&,  m  und  u  vgl. 
Nr.  10  n.  26. 

110)  Vgl.  auch  E.  Habich,  Nouv.  ann.  (3)  1  (1882),  p.  460. 

111)  Da  die  S,  und  die  Wendekreise  sich  gegenseitig  bedingen,  so  l&sst 
sich,  falls  die  w^  gegeben  sind,  zu  A  der  Punkt  A'  konstruieren  und  um- 
gekehrt. Hierfür  existieren  mehrere  Konstruktionen,  die  einfachste  gab  M. 
Grübler,  Zeitschr.  f.  Math.  29  (1884),  p.  310.  Vgl.  auch  Ph.  Gilbert,  Brux. 
Ann.  Soc.  scientif.  2B  81  (1878). 

112)  Zeitschr.  f.  Math.  34  (1889),  p.  309. 

113)  Zeitschr.  f.  Math.  36  (1891),  p.  193,  267  und  Gelenkviereck,  p.  48  ff. 

114)  Zeitschr.  f.  Math.  40(1896),  p.  361.  Die  k^  ist  Erzeugnis  eines  Büschels 
von  Berührungskreisen  und  eines  Strahlbüschels,  dessen  Strahlen  durch  die 
Kreiscentren  gehen.  Der  Büschelscheitel  heisst  Fokalcentrum,  die  Oerade  der 
Kreiscentra  heisst  Fokalaxe. 
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geben.  Das  Fokalcentram  ist  konstmierbar,  sobald  auf  zwei  Normal- 
Strahlen  je  ein  Punkt  K  von  k^  gegeben  ist^^^).  Kennt  man  für  ein 
Hüllkorrenpaar  die  eigene  Krümmung,  sowie  auch  die  ihrer  Evoluten, 
so  ist  das  bezügliche  Paar  K,  K'  konstruierbar;  die  entsprechenden 
Formeln  hat  Jf.  Grübler  ^^)  mitgeteilt. 

Auch  die  Oleichtmg  der  Kurve  lässt  sich  auf  eine  einfache  Form 
bringen.  Für  den  Fall  des  Kurbelgetriebes  ist  sie  von  0.  Bodenberg  '^'^% 
f&r  den  allgemeinen  Fall  von  M,  Grubler  ^^)  gegeben  worden.  Die  in 
die  Gleichung  eingehenden  Parameter  drücken  sich  am  ein&chsten 
durch  die  Krümmungsradien  q,  q'  der  Polbahnen  imd  den  Durch- 
messer d  des  Wendekreises  aus^^^).     Setzt  man 

_3^ J^ 1^  3, JL^ 1^        _3^ J:  ^ 

SO  sind  die  Gleichungen  von  k^  resp.  k^' 


r         J8  sin  y    '    Ä  cos  y  '        r         jß'  sin  9    '    iS  cos  9 

Die  auf  drei  verschiedene  Arten  mögliche  Ausartung  von  k^  tritt  ein, 
fidls  eine  oder  mehrere  der  Parameter  ü,  ü',  S  unendlich  werden  ^^'). 
Insbesondere  degeneriert  sie  in  g^  und  eine  gleichseitige  Hyperbel, 
wenn  0  ins  unendliche  fallt;  dann  werden  alle  Parameter  unendlich, 
doch  so,  dass  iJ* :  /S*  =  i  endlich  bleibt  ^^*). 

Endlich  ist  noch  die  biquadratische  Gleichung  zu  erwähnen,  von 
der  die  vier  Ftmkte  B^  abhängen.     Für  sie  bestehen  die  Relationen 

IL         H* 

tg9i  +  tgV«  +  tgfl's  +  <«94  =  s^  +  s"  =  ctg  9»A •  +  ctg?»/", 

*g9l'*g9«-tg98*g94=  ~S    ~S   ^  ctg  9/?  •  ctg  9r  , 

WO  q>f  und  <pF'  die  Winkel  der  von  0  nach  den  Fokalcentren  F 
resp.  F'  von  k^  und  k^'  gehenden  Strahlen  mit  der  Poltangente  sind^^^). 


116)  a  Bodenberg,  Zeitschr.  f.  Math.  36  (1891),  p.  267  und  87  (1892),  p.  146. 

116)  Vgl  M,  Grübler,  Zeitschr.  f.  Math.  24  (1889),  sowie  auch  X.  Aüievi, 
Biella  piana,  p.  36. 

117)  Es  kann  k^  degenerieren,  ohne  das  k^'  es  thut.  Falls  k^  m  t^n  und 
g^  zerfällt^  ao  k^'  in  t  und  w^\  Jeder  Punkt  von  to^'  beschreibt  einen  Un- 
dulationspunkt.   Vgl.  besonders  C.  Eodenberg  und  L.  AUievi  (Fussn.  113  u.  116). 

118)  L.  AUievi,  Biella  piana,  p.  100  ff.  Der  Erünunungsradius  ^  eines 
Punktes  Ä  ist  durch  Qy  =:^]^  —  k  bestimmt,  wo  y  das  Lot  von  A  auf  t  ist. 

119)  B.  MüOer,  Zeitochr.  f.  Math.  37  (1892),  p.  214  und  L.  Aüievi,  Biella 
piana,  p.  42,  66,  60.  Dort  finden  sich  noch  weitere  Formeln  zwischen  i2,  JR',  5 
'»d  9^,  9jj.  resp.  9^.. 
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10.  G^Bohwindigkeit  nnd  Besohleunig^migen  der  ebenen  Be- 
wegung. Dreht  sich  eine  Ebene  6  in  sich  um  einen  festen  Punkt 
und  ist  d'  der  Drehungswinkel,  so  stellen  die  Differentialquotienten 

d'd'        «        den        ^,tk\        d^tß  ./  \        cP^m 

die  momentane  WinkelgeschtoindigkeUj  sowie  die  erste,  zweite,  . . .  n^ 
Wifikelbeschleunigimg  dar.  Dieser  Begriff  ist  f&r  die  Betrachtung  der 
i;  und  (p  der  einzelnen  Punkte  von  Wichtigkeit. 

Die  Sätze  von  Nr.  8  ergeben  för  den  momentanen  Geschwindig- 
keitszustand^  der  ebenen  Bewegung  das  Resultat,  dass  der  Momentan- 
pol 0  der  Punkt  v  ^=^0  ist;  sind  a  und  ß  die  Koordinaten  von  0, 
so  gilt  f&r  Axen  x,  y,  die  in  tf  fest  sind,  und  für  jeden  Punkt  A(Xf  y) 

v,  =  —  (o(ff  —  /J),      v^  =  cd{x  —  a). 

Ist  P  Berührungspunkt  einer  Geraden  g  mit  ihrer  Enveloppe,  so  fallt 

seine  Geschwindigkeit  Vg  in  ^;  für  jeden  andern  Punkt  A  von  g  hat 

die  Projektion  von  v  auf  g  den  Wert  Vg, 

Vergleichende   Betrachtungen   über   den   Beschleunigungszustand 

von  6  hat  zuerst  J.  A.  Chr.  Bresse  ^^^)  angestellt    Er  feind,  dass  die 

Punkte  9^  =  0  und  7i  =»  0  je  einen  durch  0 
gehenden  Ereis  bilden  (Fig.  2),  von  denen  der 
erste  kein  anderer  ist,  als  der  Wendekreis, 
während  der  zweite  ihn  in  0  senkrecht  schneidet 
und  den  Durchmesser  U(o\&  hat^^.  Ihr  Schnitt- 

p*    2         "    P^^'^  ^9  ^^  ^®^  9  =  0  ist^  heisst  BesMeum- 

gungscentrum^^).  Seine  weitere  Bedeutung  ist 
die,  dass  tp  auf  Kreisen  um  G  konstant  und  dem  Abstand  GA^=^r  pro- 
portional ist  und  in  allen  Punkten  einer  durch  G  gehenden  Geraden 
mit  ihr  denselben  Winkel  bildet.  W.  Schdl  ^^)  hat  bemerkt,  dass 
auch  ein  Punkt  A  =  0  vorhanden  ist,  nämlich  der  Schnittpunkt  H 
der  Polbahntangente  t  mit  dem  Ejreis  ip^  =  0.    Er  heisst  Mittdpwiüd 


120)  Jeder  Satz  von  Nr.  9  über  die  Bahntangenten  ist  auch  ein  Satz  f^ 
die  Geschwindigkeitsrichtongen. 

121)  J.  ^c.  polyt.  36  (1853),  p.  89;  vgl.  auch  JB.  Dahlander,  Stockh.  Ö£V.  26 
(1868),  p.  79;  T.  Bittershaus,  Civiling.  (2)  24  (1878),  p.  1. 

122)  Für  jeden  Ereis  des  zugehörigen  Büschels  ist  -«^  (v,  qp)  »- oonst. ; 
L.  Burmester,  Civiling.  (2)  24  (1878),  p.  157.  Über  diese  Kreise  Ygl.  auch  /.  de 
Vries,  Monatsh.  f.  Math.  8  (1897),  p.  138. 

123)  Kurven,  die  G  beschreibt,  betrachtet  L.  Lecomu,  Nouy.  ann.  (8)  10 
(1891),  p.  5.    Ist  CO  konstant,  so  fällt  G  in  V. 

124)  Zeitschr.  f.  Math.  19  (1874),  p.  185.    Es  ist  OHX  »  mu  (Fussn.  109). 
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(fer  WinkeU>e8chleuntgung]  auf  Kreisen  um  ihn  ist  k  konstant  und 
ebenfalls  dem  Abstand  r  =^  AG  proportional.  Es  zerfäUt  daher  9 
in  die  senkrechten  Komponenten  o^r  und  Xr,  woraus  sich  noch 
weitere  Zerlegungen  von  q>  in  einfache  geometrisch  definierbare  Kom- 
ponenten ei^ben^^). 

Die  vorstehenden  Sätze  können  dahin  verallgemeinert  werden, 
dass  auch  fOr  jedes  tp^*"^  ein  Punkt  9^**)  =  0  existiert,  sodass  auf 
Kreisen  um  ihn  ^^^^  konstant  ist,  und  in  allen  Punkten  einer  durch 
ihn  gehenden  Geraden  gleichgerichtet^'^),  er  heisst  Beschleunigungspol 
n^  Ordnung,  Es  folgt  hieraus,  dass  fiir  9<")  die  gleiche  Zerlegung 
in  einfache  Komponenten  möglich  ist,  wie  für  <p  selbst.  Formeln, 
die  dies  unmittelbar  in  Evidenz  setzen,  hat  Fh,  Gilbert  ^^  gegeben; 
es  ist,  wenn  4>(*>  die  n^  Beschleunigung  von  0  ist, 

^W  =p^(x  -  «)  -  q^iy  -  /J)  +  *<;), 
yW  =  q^(x  -  a)  +p^(y  -  ß)  +  ^;\ 

resp.  üJIb  a^  und  ß^  die  Koordinaten  von  G^*^  sind, 

ipin)  =p^(x  —  a)  —  q^iy  —  /JJ,       ^f  =  q^{x  —  aj+p^{y  —  ß^), 

und  zwar  hängen  ^*\  sowie  p^  und  q^  von  a,  ß,  o,  u  und  deren 
Ableitungen  durch  einfache  Bekursionsformeln  ab.  Sie  vereinfachen 
sich  wesentlich,  falls  man  o  konstant  annimmt,  was  fOr  das  Studium 
der  rein  geometrischen  Beziehungen  gestattet  ist. 

Die  geometrische  Quelle  der  Sätze  über  die  q>^^^  bildet  die  folgende, 
metiiodisch  zuerst  von  L.  Burmester^^)  benutzte  Thatsache.  Wird 
von  A  aus  das  zugehörige  v,  9, . . .  als  Vektor  abgetr^en,  so  bilden 
die  Endpunkte  ein  System  tf^,  resp.  6^,  -  -  -,  das  mit  6  ähnlich  ist. 
Es  giebt  daher  für  6  und  6^,  für  6  und  6  u.  s.  w.  je  einen  Doppel- 
punkt^ der  resp.  der  Punkt  1;  ==  0,  9  =  0,...  ist;  ebenso  folgen  daraus 
die  weiteren  Sätze.  Diese  Systeme  dienen  auch  dazu,  die  t;  und  <p 
beliebiger  Punkte  aus  denen  einzelner  Punkte  zu  konstruieren.  Man 
kann  sidi  hierzu  eines  Kunstgriffes  bedienen,  dessen  methodische  An- 


126)  Vgl.  z.  B.  Schell,  Theorie  der  Bewegung,  p.  452  ff.  Dort  werden  auch 
die  Punkte  9^  «-  const.  und  9^  »:  const.  betrachtet;  ebenso  bei  L,  BurmesUr, 
CiTÜing.  (2)  24  (1878),  p.  147. 

126)  Diese  Sätze  gab  zuerst  A,  Orouard,  L*Institut  87  (1870),  p.  172. 

127)  Accälärations  18,  p.  214  ff.  Vgl.  auch  Rom.  Acc.  Pontific.  dei  Nuov. 
Uncei  8  (1889),  p.  218.  Cfübert  bestimmt  auch  die  Lage  u.  s.  w.  der  Punkte 
G^^^  und  giebt  geometrische  Anwendungen. 

128)  CiYÜing.  (2)  24  (1878),  p.  147.  Vgl.  auch  R.  Mehmke,  CÜviling.  (2) 
29  (1888),  p.  487.  Nach  Mehmke  gilt  der  Satz  auch,  wenn  man  alle  v  Ton 
demselben  Punkte  ans  abträgt. 
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Wendung  auf  J.  Schadwiü  ^^)  zurückgeht.  Wird  auf  OA  eine  Strecke 
LA  a»  V  konstruiert  QGtreckte  Geschwindigkeit),  m>  bilden  die  Punkte 
L  ein  zu  ff  ähnliches  und  ähnlich  liegendes  System  6iy  was  die  Kon- 
struktion von  V  wesentlich  erleichtert.  In  anderer  Weise  hat  H.  Mohr^ 
von  den  Beziehungen  zwischen  6^  und  6^  Gebrauch  gemacht.  Er  trägt 
f&r  jeden  Punkt  A  von  einem  bdidngen  Punkte  M  aus  seine  Ge- 
schwindigkeit als  Vektor  MA^  auf,  so  hat  das  so  entstehende  za  6 
ähnliche  System  6^  die  Eigenschaft,  dass  A^B^  JL  AB  ist;  weiter 
wird  dann  noch  die  Beschleunigung  q>  des  Punktes  A  als  die  Ge- 
schwindigkeit  yon  A,  in  Bezug  auf  das  ähnHch  veranderUche  Syrtem 
6^  betrachtet  und  von  einem  Punkte  N  aus  analog  konstruiert;  man 
erhält  ein  zu  6^^  also  auch  zu  6  ähnliches  System.  Diese  Konstruk- 
tion ist  in  manchen  Fällen  von  grösserem  Vorteil  als  die  obige. 

11.  Spezielle  Bewegungen  in  der  Bbene.  Allgemeine  Glei- 
chungen, die  die  Abhängigkeit  zwischen  den  Polkurven  und  den  Bahnr 
kurven  resp.  Hüllkurren  ausdrücken,  hat  bereits  J.  Lagrange  ^^)  ge- 
geben; in  allgemeinster,  auf  kinematischer  Grundlage  ruhender  Form 
S.  Aronhoid^^^  imd  A,  Cayley^^),  Von  speziellen  Bewegungen  inter- 
essieren am  meisten  diejenigen,  bei  denen  Punkte  auf  GFeraden  oder 
Kreisen  bleiben  oder  Geraden  durch  feste  Punkte  gehen,  insbeson- 
dere die  des  EUipsographen  und  der  Cotuihüidenbewegwfig  (vgL  aoeh 
Nr.  12). 

Die  EUipsographenbewegung  ist  so  definiert,  dass  zwei  Punkte  A 
und  B  auf  Geraden  laufen ^'^);  die  Polkurven  sind  Kreise;  der  eine 
Kreis  rollt  von  innen  von  einem  Kreis  mit  doppeltem  Radius  ab  und 
stellt  zugleich  den  unveränderlichen  Wendekreis  dar,  sodass  alle  seine 
Punkte  gerade  Linien  beschreiben.  Die  Bahnkurven  sind  Ellipsen, 
die  der  umgekehrten  Bewegung  sind  Pascal'sche  Kurven,  insbesondere 
auch  Cardioiden.  Die  Gonchoidenbewegung  ist  so  definiert^  dass  eine 
Gerade  g  durch  einen  festen  Punkt  G'  geht,  während  ein  Punkt  A 


129)  Gliedervierseit,  p.  407. 

180)  Civiling.  (2)  33  (1887),  p.  631. 

131)  Berlin  Nouv.  Mäm.  1779,  p.  133.  Vgl.  auch  N,  Nicolaides,  Th^rie  du 
mouvement  d'une  figure  plane  dans  son  plan,  Paris  1863,  und  die  Vorleaungen 
über  natürliche  Geometrie  von  E.  Cesaro  (vgl.  Fussn.  2). 

132)  Mit^teilt  von  R  Sellentin,  Zeitschr.  f.  Math.  28  (1883),  p.  116. 

133)  Quart.  J.  of  math.  16  (1879),  p.  1;  vgl.  auch  H.  de  la  OaupOHire, 
Paris  C.  B.  86  (1877),  p.  895  und  86  (1878),  p.  627. 

134)  Diese  Erzeugung  der  Ellipse  war  schon  im  Altertum  bekannt;  vgl. 
M.  Chasles,  Aper9u  historique  sur  Torigine  et  le  däyeloppement  des  m^thodes  en 
geom^trie,  2.  äd.,  Paris  1875,  p.  89  Anm.   Modelle  bei  W.  Dyck,  Katalog,  p.  841  ff. 
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Ton  g  eine  Gerade  resp.  einen  Kreis  beschreibt  ^'^).  Die  Polkurven 
sind  c^y  die  Bahnkurven  sind  Knrren  c^  mit  zwei  Doppelpunkten, 
deren  Verbindungslinie  durch  6r'  geht^^). 

Ist  eine  Kurve  kinematisch  definierbar,  so  lassen  sich  Konstruk- 
tionen  ihrer  Krflmmungsmittelpunkte  und  derjenigen  ihrer  Evoluten 
&118   der  allgemeinen  Theorie  ableiten.     In  dieser  Hinsicht  sind  ins- 
besondere die  zahlreichen  Arbeiten  von  A.  Mannheim  ^^^  zu  erwähnen. 
T^on  allgemeinerem  Interesse  ist  die  kinematische  Definition  imd  Dis- 
kuBsion   der  Ewl/venten^   der  Fussputücikwrven  und   der   Brennlinien. 
f^ür  die  Evolventen   stellen  die  Örundkurve  und  deren  Tangente  die 
Polkurven   dar.     Die   Diskussion    der   Fusspunktkurven    und   Brenn- 
linien ruht  auf  folgenden  Sätzen  ^^):   Rollt  die  Kurve  c  von  der  ihr 
kongruenten  Kurve  c   in  symmetrischer  Weise  ab,  so  giebt  es  fOr  die 
SHisspunktkurve  f  eines   Punktes   M'   in  Bezug  auf  c    immer  eine 
Sahnkurve,  die  mit  f  im  Verhältnis  2 : 1  ähnlich  imd  ähnlich  liegend 
ist,  und  die  Evolute  dieser  Kurve  ist  die  durch  Reflexion  entstehende 
Brennlinie  von  M'  für  c'. 

Einen  wichtigen  Sonderfall  stellen  die  cyMischen  Kurven  dar^  die 
durch  das  Abrollen  von  Kreisen  definiert  sind^**).  Die  Formel  (1) 
von  Nr.  9  zeigt,  dass  die  momentane  SB,  sich  nicht  ändert,  falls  man 
die  Polkurven  momentan  durch  andere  mit  denselben  Krümmungs- 
radien ersetzt;  insbesondere  also  auch  durch  Kreise.  Wie  also  die 
Bew^^ung  von  (T  in  <;'  in  erster  Annäherung  eine  BotaMon  um  0  ist, 
so  ist  sie  in  zweiter  Annäherung  eine  cyklische  Bewegung.  Diese  That- 
sache  hat  sich  auch  historisch  geltend  gemacht;  die  allgemeine  Theorie 
ist  ans  der  Übertragung  der  für  cyklische  Bewegung  gewonnenen 
Resultate  erwachsen  ^^). 

Da  bei  der  cyklischen  Bewegung  der  Durchmesser  d  von  tü^ 
eine  konstante  Länge  hat  (Nr.  9),  so  fällt  der  Ball'sche  Punkt  U  in 
den  Wendepol  und  die  Enveloppe  der  Wendekreise  spaltet  sich  in  die 
Polkurve  und   einen  zu  ihr  konzentrischen  Kreis.     Dieser  Kreisring 

136)  Im  ersten  Fall  entstehen  gewöhnliche^  im  zweiten  Xrmconchoiden. 
186)  Vgl.  S.  Roberts,  Lond.  Math.  Soc.  Proc.  7  (1876),  p.  216. 

137)  Sie  sind  sämtlich  in  der  G^om^trie  cindmatique  enthalten. 

138)  Die  Sätze  stammen  von  L.  A.  J.  Quetelet,  Brux.  Nouv.  m^m.  3  (1826) 
und  6  (1829).  Für  die  kinematische  Behandlimg  vgl.  A.  Mcmnheim,  G^om^trie 
dn^matique,  p.  36  u.  66,  sowie  0.  Kessler,  Zeitschr.  f.  Math.  23  (1878),  p.  1. 

139)  Die  Geraden  umhüllen  Parallelkurven  zu  cyklischen  Kurven.  Vgl. 
auch  Fussnote  313. 

140)  A.  Transon,  J.  de  math.  10  (1845),  p.  164;  B.  Henning,  J.  f.  Math. 
66  (1866),  p.  58.  Auch  bei  A.  Mannheim  bildet  dieser  Gredanke  die  Grundlage. 
Vgl.  auch  RescU,  Ginämatique,  p.  178. 

Boeyklop.  d.  math.  Wittenioh.    IV  1.  15 
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bildet  die  Region  der  Punkte^  deren  Bahnen  Wendepunkte  besitzen. 
Von  allgemeinen  Eigenschaften  erwähne  ich  noch  die  doppelte  Er- 
zeugung dieser  Kurven^  deren  Nachweis  sich  am  einfacherten  in  Nr.  28 
ergeben  wird. 

S.  Boberts  ^^^)  hat  allgemein  Ordnung,  Klasse  und  SingularUätem 
der  Bahnkurven;  Polkurven  und  Enveloppen  bestimmt^  falls  diese 
Zahlen  für  die  Bahnkurven  von  Ä  und  B  gegeben  sind^^^;  auch  wird, 
falls  die  Bahnkurven  von  Ä  und  B  durch  die  Ereispunkte  gehen, 
deren  Yielfachheit  fUr  beliebige  Bahnkurven  ermittelt.  Sind  m^n,  (it,v 
ihre  Ordnung  resp.  Klasse,  so  ist  z.  B.  die  Bahnkurve  eines  beliebigen 
Punktes  von  der  Ordnung  2mn  und  der  Klasse  2(mn~\-mv'\'nii). 
Die  Methode  beruht  auf  dem  Chasles'schen  Karrespandenapringip. 
Chasles^^)  hat  spater  Ordnung  und  Klasse  auch  für  solche  Falle 
bestimmt,  in  denen  die  Enveloppen  zweier  Geraden,  oder  eine 
Enveloppe  und  eine  Bahnkurve  die  Bewegung  bestimmen.  Dieselbe 
Aufgabe  hat  auch  S.  Boberts  ^^^)  bald  darauf  behandelt 

12.  Das  Kurbelgetriebe.  Die  Bewegung  des  Kurbelgetriebes  ist 
dadurch  bestimmt,  dass  zwei  Punkte  Ä  und  B  auf  zwei  Kreisen  um 
Ä'  resp.  B^  laufen.  Die  Gerade  AB  heisst  Koppel,  Die  Bewegung 
ist  in  sich  dualistisch  (Nr.  3);  noch  allgemeiner  &st  sich  jede  der 
vier  Seiten  des  Vierecks  AA'SB  als  festes  System  betrachten^**). 

Technisch  interessiert  zunächst  die  Frage,  ob  die  Pimkte  A  und 
B  den  ganzen  Kxeis  durchlaufen  können  oder  nicht;  das  Kurbel- 
getriebe ist  dementsprechend  durchschlagend  oder  schwingend.  Hier- 
über besteht  folgender  Satz:  Ist  eine  Ecke  durchschlagend,  so  existiert 
inmier  noch  eine  zweite  der  gleichen  Art;  beide  Ecken  gehören  der 
kleinsten  Seite  an.  Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  hier- 
für lautet)  dass  die  Summe  der  kleinsten  und  grössten  Seite  höchstens 
gleich  der  Summe  der  beiden  andern  Seiten  ist^^).  Sind  beide  Summen 
einander  gleich,  so  ergeben  sich  Vierecke  mit  drei  und  vier  durch- 


141)  Lond.  Math.  Soc.  Proc.  3  (1871),  p.  268  und  7  (1876),  p.  216.  Spezielle 
Fälle  behandelt  F,  Dingeldey,  Dias.  Leipzig  1885. 

142)  Ä.  Cayley  untersucht,  wann  für  A  und  B  Umkehrpunkte  oder  isolierte 
Lagen  auftreten,  Cambr.  Phil.  Soc.  Trans.  16  (1894),  p.  391,  und  macht  hiervon 
Anwendung  auf  das  Kurbelgetriebe  (Nr.  12). 

143)  Paris  C.  R.  80  (1876),  p.  346  und  82  (1876),  p.  431.  Er  bestimmt  be- 
sonders die  Vielfachheit  von  g^  als  Tangente. 

144)  Das  Viereck  heisst  auch  Gliedervierseit  oder  Oelenkviereck  (Nr.  24). 
Für  Modelle  vgl.  z.  B.  W.  Dyck,  Katalog,  p.  348. 

146)  F,  Grashof,  Maschinenlehre  2,  p.  117;  die  Darstellung  bei  F,  BeUleomx, 
Kinematik  1,  p.  282  ist  nicht  exakt. 
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schlagenden  Ecken  ^^).  Das  erste  hat  zwei  Paare  gleicher  anstossen- 
der  Seiten,  das  zweite  hat  gleiche  Gegenseiten;  ist  also  entweder  ein 
Parallelogramm  oder  ein  Antiparallelogramm. 

Dem  Kurbelgetriebe  konmit  in  derselben  Weise  eine  theoretische 
Bedeutung  zu,  wie  den  cyklischen  Kurven.  Die  momentane  Sßj  ^^^^^^ 
hdubigen  Bewegung  ändert  sich  nämlich  nicht,  wenn  man  die  Bahn- 
kurven zweier  Punkte  A  imd  B  momentan  durch  Kreise  um  Ä  und 
S  ersetzt.  Jede  Bewegung  kann  also  in  zweiter  Annäherung  durch 
eine  Kurbelbewegung  ersetzt  werden^*'').  Dies  geht  aber  noch  weiter. 
Sie  lässt  sich  sogar  in  dritter  und  vierter  Annäherung  als  Kurbel- 
beweg^ung  auffassen;  man  hat  dazu  statt  der  beliebigen  Punkte  A 
und  B  irgend  zwei  Punkte  der  Kurve  h^  oder  aber  zwei  der  vier 
Burmester'schen  Punkte  zu  wählen. 

A,  Cayley  ^*®)  zeigte,  dass  die  Bahnkurve  (Koppelkurve,  Dreistab- 
kurve) eine  c^  ist,  die  die  imaginären  Kreispunkte  als  dreifache  Punkte 
und  sonst  im  allgemeinen  noch  drei  ein- 
£Ekche  Doppelpunkte  besitzt.  Für  ein  durch- 
schlagendes Kurbelgetriebe  kann  sogar 
noch  ein  weiterer  Doppelpunkt  auftreten 
(Nr.  28).  S.  Boberts^^^)  bewies,  dass  sie 
drei  Brennpunkte^^)  besitzt,  von  denen 
zwei  in  A'  und  B'  fallen,  während  ein 
dritter  P'  so  liegt,  dass  (Fig.  3)  die  Drei- 
ecke ABP  und  A'BP'  ähnlich  sind.  Der 
um  A'B^P'  umschriebene  Kreis  enthält 
zugleich  die  im  allgemeinen  vorhandenen  Fig.  3. 

drei  Doppelpunkte  der  Kurve.    S.Boberts 

hat  auch  die  Polkurven  bestimmt.  Das  wichtigste  von  ihm  ge- 
fundene  Resultat  ist   die  dreifache  Erzeugung  der  Eoppdkurve.    Es 

146)  O.  Darboux  hat  diese  Fragen  mit  der  Theorie  der  c,  in  Verbindung 
gebracht  (Bull.  Bciences  math.  (2)  8  (1879),  p.  100).  Er  bildet  alle  Vierecke  mit 
denflelben  Seiten  a,  5,  c,  d,  die  also  einen  variablen  Winkel  enthalten,  auf  die 
Punkte  einer  c,  ab  und  untersucht^  ob  sie  einteilig  ist  oder  nicht.  O.  Königs 
benutzt  dazu  eine  C4,  Cin^matique,  p.  253. 

147)  Bei  8.  Arcnhcld,  Kinematische  Geometrie,  p.  188  und  bei  /.  Schadwill, 
Gliederrierseit,  p.  378  bildet  das  Eurbelviereck  unter  dem  Namen  Polviereck  die 
Qnmdlage  der  Theorie.  Es  wird  so  definiert,  dass  um  die  vier  Ecken  (Pole) 
Drehungen  stattfinden  können,  deren  Summe  Null  ist.  Vgl.  auch  L.  Burmester, 
Kinematik,  p.  49. 

148)  Lond.  Math.  Soc.  Proc.  4  (1878),  p.  105;  ygl.  auch  W.  Johnson,  Mess. 
of  math.  5  (1876),  p.  50. 

149)  Lond.  Math.  Soc.  Proc.  7  (1875),  p.  14. 

150)  d.  h.  Schnittpunkte  von  Tangenten  in  den  Ereispunkten. 

15* 
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ist  nämlich  die  Bahnkurve  von  P  auf  drei  Arten  mittelst  eines  Oe- 
lenkyierecks  erzeugbar ^  und  zwar  so,  dass  irgend  eine  Seite  des 
Dreiecks  Ä'B'P'  an  die  Stelle  von  A'Jff  sAs  feste  Seite  eines  Oe- 
lenkvierecks;  nämlich  Ä^Ä^B^P'  resp.  SB^A^P'  tritt;  das  die  Bahn 
von  P  liefert  ^^^).  Dieser  Satz  hat  inzwischen  eine  grosse  Reihe  von 
Beweisen  erfahren.  Einfache  Ableitungen  stammen  von  A  Cayley  ^ 
und  TT.  Clifford^^^,  Sie  beruhen  darauf^  dass  wenn  man  durch  einen 
Punkt  innerhalb  eines  Dreiecks  Parallelen  zu  den  Seiten  zieht,  bei 
allen  gelenkigen  Umformungen  (Nr.  24)  der  Figur  das  Dreieck  der 
Eckpimkte  sich  ähnlich  bleibt,  also  fest,  wenn  zwei  Punkte  fest 
bleiben^^).  Ein  zweiter  Satz,  der  hierher  gehört,  ist  der  folgende. 
Wird  die  Koppel  AB  gegen  einen  der  Arme  AA'  oder  BB'  ver- 
tauscht, so  sind  die  Bahnkurven  des  so  entstehenden  Kurbelgetriebes 
denen  des  ursprünglichen  ähnlich. 

Für  das  Kurbelgetriebe  lassen  sich  auch  die  Punkte  B^  (Nr.  8) 
konstruieren.  Da  nämlich  A  und  B  zu  ihnen  gehören,  so  reduziert 
sich  die  biquadratische  Gleichung  (Nr.  9)  auf  eine  quadratische^^). 
Man  kennt  auch  die  Singularitäten  der  von  den  Punkten  der  Pol- 
kurve beschriebenen  Bahnen  imd  die  Singularii&ten,  die  einer  mög- 
lichen Yerzweigungslage  (Nr.  23)  des  Öelenkvierecks  entsprechen. 
R.  Müller  ^^^)  hat  bewiesen,  dass  der  Ort  aUer  Doppelpunkte  für  jede 
Lage  von  6  eine  Fokalkurve  c^  ist. 

Spezialfall  des  Kurbelgetriebes  ist  ausser  den  drei  oben  er- 
wähnten auch  der,  dass  die  Diagonalen  auf  einander  senkrecht  stehen. 
Kommt  diese  Eigenschaft  einem  Viereck  zu,  so  kommt  sie  nämlich 
allen  Vierecken  zu,  die  durch  gelenkige  Änderung  aus  ihm  hervor- 
gehen''^.  Besonders  erwähnenswert  ist  der  Fall  des  AntiparaJklO' 
gramms  (Fig.  8,  p.  253).  Die  Polkurven,  die  zu  seinen  Seiten  ge- 
hören,  sind  symmetrisch  gelegene  und  kongruente  EUipsen  för  die 
kleineren  Seiten  AB  und  CD  und  analoge  Hyperbeln  für  die  grösseren 
AD  und  BC.  Die  Bahnkurven  sind  daher  (Nr.  11)  Fusspunktkurven 
von  Kegelschnitten^^).     Dies  letzte   trifft  auch  für  das  Viereck  mit 


151)  Die  drei  Gelenkvierecke  und  ihre  Verbindungen  mit  P  sind  in  der 
Figur  durch  verschiedene  Zeichnung  unterschieden. 

162)  Lond.  Math.  Soc.  Proc.  7  (1876),  p.  142, 166  u.  9  (1878),  p.  27.  Andere 
Beweise  gaben  H.  Hart^  Mess.  of  math.  (2)  12  (1883),  p.  32  und  G.  Pastore, 
Torino  Atti  26  (1890),  p.  84. 

163)  So  bei  /.  Kleiber,  Zeitschr.  f  Math.  36  (1891),  p.  296.    Vgl.  Fussn.  848. 

164)  E.  Mittler,  Zeitschr.  f.  Math.  37  (1892),  p.  213;  Ällievi,  Biella  piana,  p.  61. 
156)  Zeitschr.  f.  Math.  36  (1891),  p.  11  u.  65;   es  giebt  für  jede  Lage  im 

allgemeinen  zwölf  Punkte  mit  Schnabelspitzen. 
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zwei  Paaren  gleicher  anstossender  Seiten  zu;  die  Polkurven  sind  in 
diesem  Falle  Pascal'Bche  Kurven  ^^. 

Noch  andere  Spezialfölle  ergeben  sich^  wenn  man  einen  der 
Kreise  oder  beide  als  gerade  Linien  wählt.  Der  erste  liefert  den 
technisch  wichtigen  der  Schvbhwrhd,  der  zweite  den  EUipsographen. 
Die  umgekehrte  Bewegung  des  ersten  Falles  ^  bei  der  ein  Punkt  auf 
einem  Kreise  lauft,  während  eine  Gerade  durch  einen  Punkt  geht, 
liefert  Kreisconchoiden^^^. 

Für  praktische  Zwecke  ist  die  Kenntnis  der  Werte  von  t;  und  tp 
{Qr  die  Punkte  des  Kurbelgetriebes  wesentlich,  da  von  ihnen  die  In- 
anspruchnahme des  Materials  u.  s.  w.  abhängt ^^''*).  Ihre  Konstruktion 
mittelst  der  Sätze  über  <J,  6^  und  6^  (Nr.  10)  gab  K  Mohr  ^^). 
Diese  Konstruktion  lässt  jedoch  im  Stich,  falls  die  Pole  0  und  G 
(Nr.  10)  zeichnerisch  nicht  erreichbar  sind.  Eine  Konstruktion,  die  von 
diesem  Mangel  frei  ist,  lieferte  T.  Rittershaus  ^^^).  Die  erste  graphische 
Bestimmung  im  Fall  der  Schubkurbel  gab  bereits  «7.  Schadmü  ^^). 

13.  Angenäherte  Eurvenführongen  mittelst  des  KurbelgetriebeB. 
Ein  wichtiges  Problem  der  Technik  verlangt,  unter  den  Kurven  des 
Kurbelgetriebes  solche  zu  finden,  die  einer  vorgegebenen  Kurve  auf 
möglichst  langer  Strecke  nahekommen.  Für  die  Praxis  handelt  es 
sich  in  erster  Linie  um  angenäherte  Geradführungen.  Eine  solche 
hat  bereits  James  WaU^^^)  angegeben.  Wird  das  Parallelogramm 
AB  CD  in  der  Reihenfolge  AG  BD  als  Gelenkviereck  benutzt  imd 
wird  die  Dii^onale  AC  festgehalten,  so  zeichnet  die  Mitte  M  von 
BD  die  bezügliche  Kurve.  Eine  andere  angenäherte  GeradfÜirung 
mittelst  des  Kurbelgetriebes  gab  0.  Evans  ^^^. 

156)  Der  Satz  stammt  von  /.  /.  Sylvester;  einen  Beweis  giebt  A,  Mannheim 
in  Lond.  Math.  Soc.  Proc.  6  (1874),  p.  85.  Die  Bahnkurven  entstehen  aus  den 
allgemeinen  durch  Abspaltung  eines  Kreises. 

157)  Eine  Zusammenstellung  der  durch  das  Kurbelgetriebe  erzeugbaren 
Bahnkurven  giebt  X.  Btmnester,  Kinematik,  p.  300  ff.  Vgl.  auch  E.  M.  Blake, 
Amer.  Math.  Soc.  Trans.  1  (1900),  p.  421. 

157*)  Kritische  Erörterungen  giebt  Ä.  Ciappi,  Annali  della  Soc.  degli 
ingegn.  ed  archit.  italiani  15  (1900),  p.  25. 

158)  Civiling.  (2)  25  (1879),  p.  618.  Vgl.  auch  W.  End,  Techn.  Blatter  22 
(1890),  p.  83  und  W.  J.  Vaes,  Delft  J.  fic.  polyt  8  (1897),  p.  115. 

159)  Civiling.  (2)  25  (1897),  p.  461. 

160)  Gliedervierseit,  p.  446.  Vgl.  auch  J.  Taubeles,  Civiling.  (2)  82  (1886), 
p.  685;    Kirsch,  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  34  (1890),  p.  1320. 

161)  Specification  Nr.  1482  vom  28.  April  1784.  Vgl.  auch  /.  P.  Muirhead, 
Mechanical  inventions  of  James  Watt,  Bd.  8,  London  1854,  p.  88. 

162)  Abhandl.  d.  kgl.  techn.  Deputat,  f.  Gewerbe  1  (1826),  p.  225.  Die  Ge- 
radftlhrung  beruht  darauf,  die  Koppelbewegung  angenähert  als  die  des  Ellipso- 
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Das  allgemeinere  Problem  wurde  zuerst  von  P.  L.  Tsehebysckeff 
behandelt.  Er  ging  von  der  analytischen  Frage  aus,  in  einer  Funk- 
tion f(x)  resp.  in  einer  Beihenentwickelung  die  Parameter  so  zu 
bestimmen,  dass  innerhalb  eines  gewissen  Intervalls  ihre  Abweichung 
von  einer  gegebenen  Funktion  möglichst  gering  ist^^.  Diese  Methode 
hat  Tschebyscheff  zunächst  auf  das  Watt'sche  Parallelogramm,  später 
auf  ein  beliebiges  Eurhelgetriebe  angewandt.  Es  bieten  sich  von 
vornherein  zwei  verschiedene  Wege  dar.  Man  kann  die  Bedingung 
steUeU;  dass  die  Bahnkurve  eine  von  möglichst  hoher  Ordnung  be- 
rührende Tangente  besitzt;  als  Resultat  ergiebt  sich,  dass  diese  Be- 
rührung höchstens  sechspunkHg  sein  kann.  Man  gelangt  zu  brauch- 
baren Annäherungen  auch  dann,  wenn  die  Bahnkurve  md^rere  neben 
einander  liegende  einfache  Wendepunkte  besitzt.  Diesem  Fall  ent- 
spricht die  Watf  sehe  Kurve,  die  drei  benachbarte  Wendepunkte  besitzt. 
Tschebyscheff  erkannte  auch  bereits,  dass  diese  Annäherung  wesentlich 
besser  ist,  als  die  durch  eine  sechspunktig  berührende  Tangente  i«*). 

JB.  Müller  ^^^)  und  L,  AUievi  ^^)  haben  die  Theorie  der  angenäherten 
Geradführung  in   der  Weise   behandelt,   dass  sie  von   der  Kurve  k^ 

resp.  den  Punkten  U  imd  B^  (Nr.  8)  ausgegangen 
sind.  Man  kann  an  die  quadratische  Gleichung 
für  die  Punkte  jB^  anknüpfen  und  die  in  sie 
eingehenden  Parameter  so  bestimmen,  dass 
einer  dieser  Punkte  in  U  fällt.  Man  gelangt 
so  zu  Bedingungen  für  eine  /un/punktige 
Geradführung;  sie  geht  in  eine  sechspwnkUge 
über,  wenn  man  die  Kurve  eine  zur  Kurven- 
^^  ''  nomiale  symmetoische  Form  annehmen  lässt   SoU 

der  beschreibende  Punkt  U  insbesondere  auf  AB  liegen,  so  bestimmen 
in  dieser  Lage  (Fig.  4)  die  drei  beweglichen  Seiten  a,  &,  c  des  Vierecks 

graphen  zu  betrachten;  die  Bahn  der  Mitte  von  AB  ist  angenähert  ein  Ejreis, 
was  für  besondere  Vierecke  eine  brauchbare  Gerade  liefert.  Vgl.  auch  6r.  Pastore, 
Torino  Atti  27  (1890),  p.  47. 

163)  Petersburg,  Mäm.  sav.  Strang.  7  (1853),  p.  537  und  Petersb.  Bull.  4(1861), 
p.  433.  Eine  einfache  Ableitung  giebt  A.  de  St.  Germain,  J.  de  math.  (3)  6  (1880),  p.'19. 

164)  Einen  zweiten  Mechanismus  dieser  Art,  bei  dem  jedoch  der  beschrei- 
bende Punkt  M  nicht  auf  AB  liegt,  hat  Tschebyscheff  in  der  Beilage  zu  Petersb. 
M^m.  de  TAcad.  60  (1888)  angegeben.  Vgl.  auch  A.  Wassüief  und  N.  De- 
laimay,  P.  L.  Tschebyscheff,  Leipzig  1900,  p.  60.  Diese  Geradführung  ist  tech- 
nisch der  andern  vorzuziehen. 

165)  Zeitschr.  f.  Math.  37  (1892),  p.  213  u.  88  (1893),  p.  130;  Gelenkviereck, 
p.  60  ff.  und  Zeitschr.  f.  Math.  46  (1901),  p.  330.  In  dieser  Arbeit  werden  die 
gestaltlichen  Verhältnisse  der  bezüglichen  Koppelkurven  näher  erörtert. 

166)  Biella  plana,  p.  133  ff. 


IS.  Angenäherte  Korvenfühnmgen  mittelst  des  Eurbelgetriebes.  225 

ein  gleichseitiges  Dreieck  ^^^.  Für  diese  Seiten  und  die  feste  Seite 
Ä'B^'^d  bestehen  zwei  in  a,  b,  c  symmetrische  Gleichungen  ^^^), 
sodass  es  noch  oo^  Vierecke  dieser  Art  giebt;  und  wenn  AB  und 
darauf  U  gegeben  ist^  so  giebt  es  immer  noch  zwei  Vierecke,  die  eine 
sechspunktige  Geradführung  von  U  bewirken  ^ß^).  Dagegen  bedeutet 
es  keine  Besonderheit  des  Vierecks,  wenn  der  ^aW'sche  Punkt  ü  eine 
f&n^unktig  berührende  Tangente  hat. 

Um  von  den  Punkten  mit  vier-,  fünf-  und  sechspunktiger  Gerad- 
fühnmg  zu  solchen  Bahnkurven  überzugehen,  die  mehrere  konsekutive 
Wendepunkte  enthalten,  hat  man  an  die  Kurve  b  anzuknüpfen,  deren 
Punkte  eine  vierpunktig  berührende  Tangente  besitzen.  Sie  scheidet 
die  Ebene  in  zwei  Gebiete,  sodass  in  dem  einen  die  Punkte  in  der 
Nähe  von  b  Bahnen  mit  ewei  benachbarten  Wendepunkten  besitzen  ^^^). 
Hat  b  eine  Spitze,  so  giebt  es  in  deren  Nähe  Punkte  mit  drei  benach- 
barten Wendepunkten,  und  wenn  ein  Punkt  mit  sechspunktig  be- 
rührender Tangente  existiert,  so  liegen  in  seiner  Nähe  sogar  Punkte 
mit  vier  benachbarten  Wendepunkten.  Es  resultieren  hieraus  die  Fragen, 
wie  die  Ebene  6  durch  die  Kurve  b  in  Gebiete  zerlegt  wird, 
welche  Singularitäten  den  Bahnkurven  dieser  Gebiete  zugehören,  und 
wie  die  Kurve  b  und  die  andern  ausgezeichneten  Kurven  von  den 
Konstanten  des  Vierecks  abhängen.  Auch  dies  haben  Ällievi^'^^)  und 
MüUer^'^^)  untersucht.  AUievi  betrachtet  besonders  die  Fälle,  in  denen 
k^  zerfallt,  und  konstruiert  die  bezüglichen  Vierecke  methodisch  in 
der  Weise,  dass  er  die  Punkte  Ä  und  B  auf  alle  möglichen  Arten 
auf  die  Bestandteile  der  Kurve  k^  verteilt,  und  für  jedes  Viereck  die 
Singularitäten  der  Bahnkurven  untersucht  ^'^^).  Er  hat  in  dieser  Weise 
auch  solche  Punkte  bestimmt^  deren  Bahn  mit  mögUchst  guter  An- 
näherung einen  Kreis  darstellt;  eine  Aufgabe,  die  auch  Tschebyschejf^^^) 
in  seinen  früheren  Untersuchungen  in  Angriff  genommen  hatte.    Auch 


167)  Vgl.  auch  Gott.  Nachr.  1897,  p.  3. 

168)  Die  Eigenschaft  der  sechspunktigen  GeradfOhrang  bleibt  also  be- 
stehen, wenn  man  a,  5,  c  beliebig  vertauscht,  in  Übereinstimmung  mit  der  drei- 
fachen Erzeugbarkeit  jeder  Koppelkurve.  Für  die  bezüglichen  Relationen  vgl. 
auch  Tschebyscheff,  Bull,  sciences  math.  (2)  6  (1881),  p.  216  u.  Bull.  Soo.  math. 
de  France  12  (1884),  p.  179. 

169)  Die  oben  en^ähnte  TschebyschefTsche  Geradführung  entspricht  dem 
Fall,  dass  £7  in  die  Mitte  von  AB  fällt;  es  ist  AA  =  ^AB  und  AB^^^AB, 

170)  Für  die  cyklische  Bewegung  ist  dies  der  oben  genannte  Ereisring. 

171)  Biella  piana,  p.  66  ff.  u.  Zeitschr.  f.  Math.  43  (1898),  p.  36. 

172)  Für  die  der  fünfpunktigen  und  sechspunktigen  Geradfährung  ent- 
sprechenden Relationen  vgl.  Biella  piana,  p.  73  u.  188. 

173)  Bull.  Soc.  math.  de  France  12  (1884),  p.  179. 
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'.  LeatUe^'^^)  hat  solche  Punkte  auf  der  Oeraden  AB  besidmmtb 
H.  Lecmte^'^^)  hat  die  Tschehyscheff^sclien  Methoden  auch  auf  das  all- 
gemeinere Problem  ausgedehnt,  beliebig  gegebene  Kurven  durch  Bahn- 
kurven des  Kurbelgetriebes  zu  approximieren*^*). 

14.  Die  stetige  Bewegung  um  einen  festen  Punkt.  Die  geo- 
metrischen Eigenschaften  der  stetigen  Bewegung  eines  Körpers  um 
einen  festen  Punkt  0  ergeben  sich  aus  den  analogen  in  Nr.  4  auf- 
gestellten Sätzen  durch  Gh^nzübergang.  Auch  hier  war  die  Existenz  einer 
Axe  0,  um  die  bei  stetiger  Bewegung  der  Korper  S  eine  momentane 
Rotation  ausführt;  von  J.  cCAlembert  ^"^^  über  25  Jahre  firüher  gefunden 
worden,  als  von  L.  Euler  ^)  der  entsprechende  Satz  fOr  diskrete  Lagen. 
Aber  erst  fast  100  Jahre  nach  d'Alembert  reifte  die  Erkenntnis, 
dasB  jede  stetige  Bewegung  um  einen  festen  Punkt  durch  das  Jb- 
rollen  ßweier  Kegel  charakterisiert  ist^^^,  analog  wie  die  ebene  Be- 
wegung  durch  das  Abrollen  zweier  Kurven.  Es  ist  L.  Poinsot^''% 
der  sie  vermittelt  hat 

Die  allgemeine  Übertragung  der  Sätze  und  Formeln,  die  auf  der 
Existenz  der  quadratischen  Verwandtschaft  S3g  beruhen,  verdankt  man 
S,  Aronhold  ^^),  Wenn  man  im  Durchdringungspunkt  0'  der  Axe  o 
mit  einer  um  0  gelegten  Kugel  eine  Tangentialebene  e  \e^  und 
diejenige  Momentanbewegung  innerhalb  dieser  Ebene  ins  Auge  fasst, 
deren  Polkurven  die  Schnittlinien  mit  den  Polkegeln  sind,  so  paart 
die  zugehörige  ebene  Verwandtschaft  SJ,  der  Punkte  Ay  A'  von  6  die 
Strahlen  a,  a'  des  Bündels  und  ihre  Durchdringungspunkte  Aj^^  A^ 
mit  der  Kugel  in  der  Weise,  dass  a'  Krümmwngsaoce  der  sphärischen 
Bahn  von  A^  ist,  ebenso  a  Krümmungsaxe  der  Bahn  von  A^  für  die 
umgekehrte  Bewegung  ^^^).  Um  also  von  den  metrischen  R>elationen 
der  ebenen  Bewegung  zu  denen  der  Kugel  zu  gelaugen,  hat  man  nur 
die  vom  Pol  (7  aus  gerechneten  Strecken  von  e  durch  die  trigonome- 


174)  J.  öc.  polyt.  63  (1883),  p.  69. 

176)  J.  ^c.  polyt.  46  (1879),  p.  206  u.  Paris  C.  B.  96  (1883),  p.  639  u.  1366. 

176)  Er  behandelt  a.  a.  0.   auch   die  Aufgabe,   eine   Eurre  c  irgendwie 
durch  Kreise  und  Ellipsen  zu  approximieren. 

177)  Recherches  sur  la  präcession  des  dquinoxes,  Paris  1749,  p.  3. 

178)  Wie   in   Nr.  8   wird    von    nicht    differenzierbaren   Bewegungen   ab- 
gesehen. 

179)  Rotation,  §  8. 

180)  Vgl.  die  Dissertationen  in  Fussn.  186, 186, 187.   Die  weiteren  im  folgen- 
den aufgeführten  Sätze  gab  Schoenfiies,  Geometrie  der  Bewegung,  p.  47  ff. 

181)  Dies  gilt  ebenso  ftir  jedes  Paar  zusammengehöriger  sphärischer  Hüll- 
kuryen;  vgl.  Nr.  8. 
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trischen  Tangenten  der  bezüglichen  Bogen  auf  der  Eugelfläche  zu 
ersetzen^®'). 

Die  Wendekreise  von  6  liefern  beim  Übergang  zum  Bündel 
orthogonale^)  Kegd  K^,  auf  die  sich  jedoch  nicht  alle  Eigenschaften 
übertragen,  die  den  Wendekreisen  zukommen  (Nr.  4)  ^^).  Insbesondere 
bilden  die  Strahlen  von  S,  die  momentan  Wendestrahlen  ihrer  Bahn- 
kegel sind,  eine  Eegelfläche  ^3  und  die  auf  den  Strahlen  von  H^ 
senkrechten  Ebenen  sind  die  momentanen  Riickkehrebenen  der  von 
ihnen  umhüllten  Flächen.  Endlich  existieren  zwei  den  Kurven  k^ 
und  k^'  analoge  Kegel  £3  und  K^  solcher  Strahlen,  deren  Bahn- 
kegel eine  stationäre  Krümmungsaxe  besitzen;  sie  durchdringen  die 
Kugel  in  sphärischen  Kurven  gleicher  Eigenschaft.  Die  Beziehungen 
zwischen  k^  und  k^'  übertragen  sich  auf  diese  Kegel  voUstöndig^^). 

Von  speziellen  Bewegungen  ist  wesentlich  nur  diejenige  des 
sphärischen  Kwrbdgetriä)€S  kinematisch  untersucht  worden  ^^).  Sie  ist 
so  definiert,  dass  zwei  Punkte  eines  grössten  Kreises  sich  auf  Kreisen 
bewegen.  Eingehender  betrachtet  sind  freilich  nur  die  Falle  des 
sphärischen  AntiparaUelogramms^^^)  und  des  sphärischen  Ellipso- 
graphen^^"^)]  för  sie  sind  die  Polkegel,  Wendekegel  u.  s.  w.  rechnerisch 
bestimmt  worden.  Der  sphärische  Eilipsograph  stellt  übrigens  die- 
jenige Bewegung  dar,  die  das  Ca/rdanische  Gelenk  (Nr.  27)  kinematisch 
charakterisiert;  ein  auf  der  Kugel  liegender  Quadrant  läuft  mit  seinen 
Endpunkten  auf  zwei  grössten  Kreisen.  Das  Abrollen  einer  um  einen 
Punkt  0  ihrer  Axe  drehbaren  Rotationsfläche  O  von  einer  Geraden 
behandelt  F.  Ncbäe  ^^),  Ist  O  eine  F^ ,  so  ist  der  Axenkegel  von 
S'  ein  K^, 

15.  G^BOhwindigkeit  und  Besohleunigongen  bei  der  Bewegung 
um  einen  Punkt.  Da  die  momentane  Winkelgeschwindigkeit  o  (Nr.  10) 
um  die  Momentanaxe  0  ein  Vektor  ist  (IV  2,  12  und  IV  14,  3),  so 
kann   man   sie   nach   beliebigen   durch    0   gehenden   Axen   zerlegen. 


188)  Das  Analogon  der  Euler-Savary^schen  Gleichung  gab  schon  L.  Poinsot, 
Rotation,  §  9. 

183)  Die  Knünmongsaxen  ihrer  Punkte  fallen  in  eine  zu  0  senkrechte  Ebene. 

184)  Für  die  Strahlen,  die  (Nr.  8)  dem  Ball*schen  Punkt  und  den  Bur- 
mester'schen  Punkten  entsprechen,  vgl.  Schoenfliea,  Geometrie  der  Bewegung, 
p.  67  ff. 

185)  F.  Maai,  Bologna  Mem.  (4)  1  (1882),  p.  349 ;  F.  Buka,  Diss.  Göttingen 
1876. 

186)  R.  SeOentin,  Diss.  Jena  1881. 

187)  0.  Marbach,  Diss.  Jena  1880. 

188)  Nonv.  ann.  (3)  18  (1899),  p.  218. 


( 
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Sind  p,q,r  ihre  Komponenten  nach  den  in  S  festen  Axen  x,  y^  m, 
und  setzt  man 

'^^  ~  dt '       '^y  ~  (1* '       '^^       d^t  > 

so  wird  dadurch  wiederum  ein  Vektor  l  definiert,  den  man  die 
momentane  Winkdbeschleunigfmg  nennt.  In  derselben  Weise  stellen 
die  n^  Differentialquotienten  von  p,  q,  r  die  Komponenten  der  n*^ 
Winkelbeschleunigung  A^**)  dar.  Die  durch  diese  Vektoren  definierten 
(Geraden  l,  P^  werden  als  Axen  der  bezüglichen  Winkelbeschleunigung 
bezeichnet.  Wird  in  jedem  Augenblick  o  als  Vektor  0  U  konstruiert, 
so  stellt  analog  zu  Nr.  11  die  Geschwindigkeit  des  Endpunktes  U  den 
Vektor  X  dar^  und  wenn  X  als  Vektor  OL  gezeichnet  wird,  so  ist 
A<^)  die   Geschwindigkeit  von  L]  d.  h,  es  ist  (Nr.  10) 

X  =  Do,    AW  =  DA,  .  .  .,  A^+i)  =  DAW. 

Da  die  Bewegung  von  S  bestimmt  ist^  falls  die  drei  Enler'schen 
Winkel  g>,  if,  d'  als  Funktionen  der  Zeit  bekannt  sind,  so  existieren 
zunächst  Gleichimgen,  diejp,  q,  r  sowie  alle  X^*^  durch  diese  Winkel 
und  ihre  Ableitungen  ausdrückend^).  Wichtiger  sind  die  Formeln, 
die  von  p,  q,r  als  gegebenen  Funktionen  der  Zeit  ausgehen.  Für 
jeden  Punkt  Ä  (x,  y,  e)  bestehen  die  für  dieses  Gebiet  grundlegenden 
Gleichungen 

v^  =  qz  —  ry,    v^  =  rx  —  pz,    v,=py  —  qx] 

femer  führt  die  Aufgabe,  aus  p,  9,  r  die  neun  Cosinus  a,.,  h^,  c^  als 
Funktionen  der  Zeit  zu  bestimmen,  auf  die  Gleichungen 

da  y  db  de  r 

—  ^rh-qc,     -=pc-ra,      -  =  qa-pb, 

die  selbst  wieder  auf  eine  BicccUi'sche  Differentialgleichung  reduzier- 
bar sind***). 

Die  Winkelbeschleunigung  X  wird  am  einfachsten  so  in  zwei 
Komponenten  zerlegt,  dass  die  eine  Xa  in  die  Axe  0  fallt,  wahrend 
die  andere  X^  in  die  Gerade  n  fällt,  die  zu  0  normal  ist  und  in  der 
Ebene  ol  liegt;  es  ist 

wo  X  ^^^  konische  Winkel  ist,  den  die  Momentanaxe  auf  dem  Axen- 
kegel  beschreibt,  also  u  die  Wechselgeschwindigkeit  der  Momentan- 


189)  Vgl.  z.  B.  Reaal,  Cindmatique,  p.  118  u.  116. 

190)  G.  Darhoux,  Le9on8   sur  la  th^orie  g^ärale   des   sorfaces  1,   Paris 
1887,  p.  19. 
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axe  (Nr.  26)  darstellt.  Die  von  Xo)  resp.  Xy  herrührenden  Beschlen- 
nigangen eines  Punktes  Ä  sind  senkrecht  zu  Ebenen,  die  durch  Ä 
und  0  resp.  l  gehen.  Hat  Ä  von  den  Axen  Oy  l  und  n  die  Abstände 
r,  r,  und  r„,  so  ist 

•    '^  •    '^         '^ 

y  =  oV  +  Xri  =  oV  +  Aa,r  +  A^r«, 

woraus  die  Zerlegungen  von  9  ersichtlich  sind^^^).  Die  Geraden  0,  n 
und  eine  dritte  zu  ihnen  senkrechte  Gerade  y  stellen  das  natürlichste 
Axensystem  z,  x,  y  für  die  Analyse  der  Beschleunigungen  dar.  Ein 
ebenfalls  zu  einfachen  Formeln  führendes  Axensystem  bilden  die  drei 
senkrechten  BichtungeD,  die  durch  x,  0  und  r  gegeben  sind^^^. 

Analytische  Formeln,  die  9  durch  p,  q,  r  und  X  ausdrücken,  hat 
zuerst  H.  Besal^^^)  gegeben;  es  ist 

9x  =  ^^f  —  vK  —  isL^  +  O^  +  jpfey  +  r^y 

Ph.  Gilbert  *^)  hat  bemerkt,  dass  der  Wert  von  9,  am  einfachsten 
durch  formale  Differentiation  von  v^  entsteht,  in  der  Form 

9x  =  ^^y  —  VK  +  Q^*  —  ^^^y 

xmd  dies  gilt  in  analoger  Weise  für  jedes  9^").  Die  vorstehenden 
Formeln  vereinfachen  sich,  falls  man  mit  v,  9,  o,  X  direkt  operiert. 
Einen  ersten  Satz  dieser  Art  verdankt  man  JRe^oZ^^^);  er  findet  seinen 
kürzesten  Ausdruck  durch  die  Gleichung 

cD^p  +  At;  =  0, 

wo  09  etc.  das  innere  Produkt^')  zweier  Vektoren  ist.  PÄ.  Crübert, 
der  dem  Satz  diese  Form  gegeben  hat)  hat  auch  bemerkt,  dass  er  un- 

mittelbar  durch  Differentiation  (Nr.  10)  der  Gleichung  (ov  =  0  ent- 
stehi  Hiermit  ist  alsdann  auch  seine  Verallgemeinerung  gegeben; 
es  ist^^) 


191)  Die  Zerlegung  in  oo'r  und  Xr^  gab  G.  BivcUs,  J.  ^c.  polyt.  35  (1858), 
p.  113. 

198)  Vgl.  ScheU,  Theorie  d.  Bewegung,  p.  474 ff.;  Gilbert,  Acc^^rations  18, 
p.  277  sowie  Paris  C.  B.  107  (1888),  p.  776,  946;  108  (1888),  p.  92.  Vgl.  auch 
G.  R,  Dahlander,  Stockh.  OfV.  1870,  p.  49. 

198)  Vgl.  Cin^matique,  p.  198. 

194)  Paris  C.  R.  104  (1882),  p.  162,    sowie  Accäl^rations  13,  p.  268.    Die 

jReia2*tche  Belation  erscheint  bei  Gübert  einfacher  in  der  Form 

/\ 
Vx  =•  ^^y  —  VK  +  '^^P  —  *»**' 
was  wieder  unmittelbar  zu  einer  Zerlegung  Yon  q>  führt,  und  zwar  ist  9  >■  OÄ. 

195)  Cinämatique,  p.  220. 

196)  Acc^ärations  18,  p.  282  ff.     Dort  werden   noch   andere   vektorielle 
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Die  Eenntnis  der  hier  auftretenden  geometrischen  Orter  verdankt 
man  wesentlich  W,  Schell  ^^^)  und  PA.  Gilbert  ^^^).  Das  wichtigste 
Resultat  besagt^  dass  die  Punkte  q>  =  const.  eine  Schar  ähnlicher 
und  ähnlich  liegender  Ellipsoide  bilden^  deren  Mittelpunkt  in  0  fällt; 
für  sie  bilden  o  imd  l  mit  derjenigen  Geraden  g  drei  konjugierte 
Durchmesser^  die  Ort  der  Punkte  G  (Nr.  10)  in  den  zu  o  senkrechten 
Ebenen  ist^  und  zwar  mit  Rücksicht  auf  die  in  diese  Ebenen  fallende 
Komponente  von  9.  Werden  n,  y,  0  als  x,  y,  j9-Axen  gewählt,  so  sind 
die  Geraden  Oy  l,  g  Ort  der  Punkte  ^  für  die  resp.  9  zu  den  drei 
Axen  parallel  ist;  analog  sind  diese  Axen  Ort  der  Punkte,  für  die  tp 
zu  den  drei  Ebenen  (0^),  Qg),  (ol)  normal  ist^*®).  Werden  0,  i,  g 
als  oj',  y',  jef'-Axe  gewählt  und  sind  a',  6',  c  die  zugehörigen  Halb- 
messer, so  ist,  wie  Gilbert  ^^  fand, 

x'  y  z 

9x  =  —  a^,      %  =  —  V^      9^.=  — 7'- 

16.  Polhodie  und  Herpolhodie.  Den  wichtigsten  Sonderfall 
der  Bewegungen  um  einen  Punkt  0  stellt  dasjenige  Abrollen  eines  EHUp- 
soids  E^^^^)  von  einer  festen  Ebene  n  dar,  bei  welchem  die  momen- 
tane Winkelgeschwindigkeit  dem  Radiusvector  OA  nach  dem  Be- 
rührungspunkt proportional  ist.  Durch  diese  Bewegung  ist  nach 
L.  Poinsot^  bekanntlich  die  Drehung  eines  Körpers  um  einen  festen 
Punkt  ^^)  in  dem  Falle  charakterisiert,  dass  auf  ihn  keine  Kräfte  wirken. 
Dieses  ursprünglich  auf  dynamischem  Boden  erwachsene  Resultat  hat 
zu  einer  Fülle  kinematischer  Betrachtungen  Veranlassung  gegeben. 
Von  den  beiden  Axenkegeln  ist,  wie  die  dynamischen  Gleichungen 
ergeben,  der  in  S  vorhandene  Kegel  ein  K^,  während  der  Axenkegel 
von  S'  im  allgemeinen  transcendent  ist.  Die  beiden  Kurven,  in  denen 
die  Axenkegel  das  Ellipsoid  E^  und  die  Ebene  n'  durchdringen,  und 


Produkte  analog  behandelt,    leinen  Irrtum,  der  den  Formeln  für  qp(s)  bei  W.  Sdieü 
anhaftet,  berichtigt  E.  Navarese,  Torino  Atti  26  (1890),  p.  302. 

197)  Theorie  d.  Bewegung,  p.  482 ff.;  Paris  C.  R.  107  (1888),  p.  776  u.  880; 
Accölörations  13,  p.  274  ff.  Vgl.  auch  R.  Marcolongo,  Giom.  di  mat.  27  (1889), 
p.  90;    G.  Castellano,  Riv.  di  mat.  2  (1892),  p.  19  u.  3  (1893),  p.  26. 

198)  Einen  noch  allgemeineren  Satz  dieser  Art  giebt  L.  J.  Chruey,  Paris 
C.  R.  86  (1878),  p.  1241. 

199)  Im  folgenden  wird  ein  Ellipsoid  durch  E^ ,  ein  Hyperboloid  durch  ^3, 
ein  Paraboloid  durch  P,  bezeichnet. 

200)  Rotation,  chap.  2. 

201)  Für  die  nähere  Erörterung  dieses  Problems  selbst  Tgl.  IV  13  (Stäekel), 
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Ton  dmen  die  erste  bei  der  Bewegung  Ton  der  zweiten  abrollt ,  hat 
L.  Poinsoi  als  Polhodie  und  Herpolhodie  bezeichnet 

In  den  yon  Poinsot  seiner  Arbeit  beigegebenen  Figuren  enthalt 
die  Herpolhodie  Wendepunkte^  dies  ist  jedoch,  worauf  zuerst  W.Hess^^) 
hinwies,  ein  Irrtum.  Hieran  haben  sich  weitere  fruchtbare  Unter- 
suchungen über  die'  Gestalt  und  die  Natur  von  Polhodie  und  Her- 
polhodie angeschlossen^').  Hess  fand  bereits,  dass,  wenn  auch  Wende- 
punkte beün  Poinsot'schen  Centralellipsoid  ausgeschlossen  sind,  sie 
doch  auftreten  können  und  müssen,  wenn  es  durch  eine  andere  cen- 
trische  Flache  F^  ersetzt  wird.  Ist  sie  ein  J?,,  so  treten  Wendepunkte 
immer  und  nur  dann  auf,  wenn  der  Abstand  ON  des  Punktes  0  von 
z  grosser  ist  als  die  mittlere  Halbaxe;  analoge  Sätze  bestehen  für 
ein  einschaliges  resp.  zweischaliges  H^-^  Auch  Spitzen  kann  die 
Herpolhodie  bei  einem  E^  nicht  besitzen;  wohl  aber  bei  einem  gerad- 
linigen H^,  wie  (t.  Darboux  bemerkt  hat.  Die  Tangente  der  Herpol- 
hodie und  ihr  yon  N  aus  gerechneter  Radiusvektor  sind  nämlich  kon- 
jugierte Tangenten  der  I\]  sie  können  daher  nur  bei  geradlinigen  H^ 
zusammen£Edlen,  und  falls  eine  gewisse  Relation  erfüllt  ist,  tritt  dies 
auch  wirklich  ein. 

Man  kann  frtigen,  ob  noch  andere  Flächen  vorhanden  sind,  die 
bei  diesem  Bewegungsvorgang  von  einander  abrollen.  F.  Siacci^^) 
£And  zuerst  ein  J9^,  das  von  einem  Rotationscylinder  abrollt,  sodann 
fimd  M.  GMna^f  dass  jede  JP,,  die  dieselben  unendlich  fernen  Kreis- 
punkte enthält,  wie  das  Poinsot'sche  E^y  von  einer  Rotationsfläche 
zweiten  Ghrades  abrolle.     Kennt   man   ein  Paar   von  RoUflächen,   so 


80S)  Dias.  München  1880  u.  Math.  Ann.  27  (1886),  p.  466  o.  668.  Das  gleiche 
fand  M.  de  Sparrt,  Paris  C.  B.  99  (1884),  p.  906.  Vgl.  auch  A,  Mannheim, 
A.  de  8t.  Oermain,  J.  N.  Franke,  G.  Darboux,  H.  Besal  ib.  100  u.  101  (1886). 
Eine  rein  kinematische  Behandlung  des  Problems  gab  F.  W.  Baehr  im  Delfb  J.  £c. 
polyt.6  (1890),  p.  27.    Ausführlicher  J.  N.  Franke  in  Erak.  Denkschr.  12  (1886). 

208)  Eine  Zusammenstellung  giebt  G.  Darboux  im  Anhang  zu  M.  Despey- 
nms,  Coors  de  m^canique  2,  Paris  1886,  p.  488  ff.  Vgl.  auch  E.  J.  BoiUh,  A 
treatise  on  the  dynamics  of  a  System  of  rigid  bodies,  2  vols.,  6.  ed.,  London 
1897;  deutsch  von  A.  Schepp,  Leipzig  1898,  Bd.  2,  p.  106  ff. 

204)  Genügen  die  Azenquadrate  a',  &',  c'  der  F^  der  Gleichung 

so  ist  nach  G.  Darboux  das  Auftreten  von  Wendepunkten  an 

c'>^>6'>*,>a'        oder       c' >  ^.>  6«  >  ^  >  a« 

gebunden,  wo  /i :  }/T  =  ON  ist. 

206)  Collectanea  mathematica  in  memoriam  di  D.  Chelini,  Milano  1881. 
206)  Born.  Acc.  dei  Line.  Mem.  (4)  1  (1886),  p.  326. 
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kann  man  durch  gewisse  Berührungstransformationen  unendlich  yiele 
solcher  Paare  ableiten  *^^). 

Über  die  Polhodie  gab  J.  J.  Sylvester^  folgenden  Satz:  Werden 
in  den  Punkten  der  Polhodie  auf  den  Normalen  des  E^  konstante 
Längen  aufgetragen,  so  bilden  ihre  Endpunkte  eine  Polhodie  auf 
einem  andern  E^,  und  die  Normalen  des  ersten  E^  sind  es  zu- 
gleich fär  das  zweite  ^^.  Ein  anderer  Satz  stammt  yon  J.  de  la  Gowr- 
nerte^^^).  Er  besagt,  dass  jede  Schnittkurve  c  zweier  koaxialen  F^ 
als  Polhodie  zweier  gewissen  E^  und  zugleich  als  Schnittkurve  zweier 
konfokaler  F^  angesehen  werden  kann.  J)mh(mx^^^^  ftlgte  hinzu,  dass 
diese  F^  nur  dann  reeU  sind,  wenn  die  dritte  FlSchenschar  aus  ein- 
schaligen H^  besteht.  In  jedem  Punkt  der  Polhodie  sind  die  beiden 
durch  ihn  gehenden  Erzeugenden  dieses  ^  Normalen  der  beiden  E^, 
far  die  c  eine  Polhodie  ist.  Diese  Sätze  bringen  die  Polhodie  in  Zu- 
sammenhang  mit  dem  gelenkigen  J9^  (Nr.  31).  Aus  einem  SatE  Ton 
i7.  Th/rranäe  folgt  nämlich  nunmehr,  dass  bei  der  FormverSndening 
des  H^  jeder  seiner  Punkte  eine  Polhodie  beschreibt.  Man  hat  damit 
die  Möglichkeit,  mittelst  eines  räumlichen  Gelenkvierecks  eine  Polhodie 
zu  erzeugen;  analog  lässt  sich  auch  eine  Herpolhodie  durch  einen 
räumlichen  Mechanismus  beschreiben'^^). 

17.  Die  Azenfl&ohen  der  allgemeinsten  Bewegung.  Der  Satz, 
dass  die  momentane  Bewegung  eines  Körpers  27  im  aUgemeinsien 
Fall  eine  Schraubung  ist,  wurde  zuerst  von  G.  Moeei^^^)  ausgesprochen. 
Die  Gesamtheit  der  Schraubenaxen  a  bildet  in  2^  und  2^'  je  eine 
geradlinige  Fläche;  diese  Axenflächen  haben  in  jedem  Augenblick  eine 
Erzeugende  gemein  und  wickeln  sich  gleitend  und  rollend  so  von 
einander  ab,  dass  die  Gleitung  längs  der  Erzeugenden  erfolgt'^);  das 
Verhältnis   von  Rotation   zu  Translation   ist  durch   die  Axenflächen 


207)  F.  Siacci,  Torino  Atti  21  (1886),  p.  261 ;  vgl.  auch  D.  PaddetH,  Napoli 
Bend.  25  (1886),  p.  242. 

208)  Lond.  Phil.  Trans.  166  (1866),  p.  767. 

209)  Die  inyariablen  Ebenen   sind   also   parallel. 

210)  Becherches  sur  las  surfaces  r^gl^es  tätra^drales  symätriques,  p.  168  ff. 

211)  Paris  C.  E.  101  (1886),  p.  200  und  102  (1886),  p.  601.  Die  Kurve  c 
darf  nicht  sphärisch  sein. 

212)  Vgl.  auch  Ph.  Gilbert,  Brux.  Ann.  Soc.  scient.  14B  (1890),  p.  26; 
dort  findet  sich  auch  eine  historische  Darstellung  der  neueren  Resultate. 

213)  Vgl.  IV  2  {Timerdvng),  Fussn.  29.  A,  Cauchy  hat  an  der  dort  er- 
wähnten Stelle  (Ezerc.  de  math.  2,  Paris  1827,  p.  87  »«  Oeuvres  (2)  7,  Paris 
1889,  p.  94  ff.)  auch  zuerst  die  Axenflächen  bemerkt. 

214)  Die  allgemeinere  Abwickelung  geht  so  vor  sich,  dass  die  Gleitung  mit 
den  Erzeugenden  Winkel  bildet;  vgl.  Nr.  27. 
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bestimmt  Man  nemit  diesen  Vorgang  nach  Beuieaux  Schrotung.  Die 
flachen  müssen  entweder  beide  windschief,  oder  beide  abwickelbar  oder 
beide  Gylinderflachen  sein^^^). 

Zwei  Azenflächen  H,  H'  einer  möglichen  Bewegung  unterliegen 
aber  noch  weiteren  Bedingungen.  Sind  sie  zunächst  windschief,  so 
müssen  sie  längs  zweier  gemeinsamen  Erzeugenden  den  Gentralpunkt 
und  die  Centralebene  gemein  haben  und  denselben  Parameter  h  be- 
sitzen; die  Striktionslinien  gelangen  bei  der  Bewegung  Punkt  fiir  Punkt 
zur  Deckung,  ohne  in  entsprechenden  Punkten  gleiche  Tangenten  zu  be- 
sitzen. Sind  t;  und  v  die  relativen  Geschwindigkeiten  (Nr.  26)  des 
Centralpunktes  auf  den  Striktionslinien  von  H  und  n\  v  resp.  v 
deren  Winkel  mit  den  Erzeugenden,  und  ^  resp.  ^'  die  Bögen  der 
BUdkunren,  die  die  Bichtungskegel  yon  H  und  H'  auf  der  Einheits- 
kngel  beschreiben,  so  bestehen  die  Gleichungen  ^^^) 

v  sin  V  =  v'  sin  v',       r  =  t?'  cos  v  —  v  cos  v,       di;  =  dif' , 

deren  letzte  besagt,  dass  die  Richtungskegel  auf  einander  abrollen. 
Eine  weitere  Relation  ergiebt  sich,  wenn  man  die  Krümmungsradien 
Q  und  q'  der  Normalschnitte  ins  Auge  fasst;  sie  erscheint  zuerst  bei 
E.  Basal  und  ist  von  G.  Gautero^^^)  berichtigt  worden;  sie  lautet 

(v  +  *)  (^8^  —  ctg  v)  =  7  —  7; 

wo  CD  und  t  die  Komponenten  der  momentanen  Schraubengeschwindig- 
keit sind  (Nr.  19). 

Sind  die  Azenflächen  abwickelbar,  so  berühren  sich  ihre  Wende- 
kanten   im    gemeinsamen    Punkt    und    es    bestehen    die    Relationen 

ds' :  Q  =  ds' :  q'j       t  =  v'  —  v , 

wenn  s  und  s'  den  Bogen  der  Wendekanten  darstellen  ^^^).  Ist  eine 
Fläche  ein  Kegel,  die  andere  nicht,  so  ist  ds' :  q'  =  ds  und  r  =  v', 
wo  s  der  Bogen  der  Kurve  ist,  in  der  der  Kegel  die  Einheitskugel 
durchdringt.  Sind  beide  Flächen  cyUndrisch,  so  bestehen  derartige  Rela- 
tionen nicht  mehr. 

Besonderheiten  treten  auf,  £eJ1s  jede  Momentanaxe  eine  Drehungsaxe 
ist,  so  dass  beide  Flächen  von  einander  abroUen\   es  rollt  dann  auch 


216)  GFewöhnlich  so  ausgesprochen,  dass,  wenn  die  Momentaxe  in  S  eine 
feste  fiichtong  hat,  so  auch  in  £',  und  umgekehrt. 

216)  Vgl.  C.  Bour,  J.  ^c.  polyt.  39  (1862),  p.  36. 

217)  Vgl.  besonders  Besal,  Cindmatique,  p.  142  ff.,  wo  sich  noch  viele  andere 
Relationen  dieser  Art  befinden. 

218)  Giom.  di  mat  20  (1882),  p.  168. 

219)  H.  JDuport,  Nouy.  ann.  (8)  18  (1899),  p.  5. 
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jede  Kurve  der  einen  Flache  auf  einer  Kurve  der  andern,  insbesondere 
jede  geodätische  auf  einer  geodätischen  '^).  Die  Aufgabe,  alle  Flachen 
H  zu  finden,  die  von  einer  Fläche  H'  abrollen  können,  führt  auf 
Quadraturen^'^).  Sind  beide  Flachen  abwickelbar,  so  rollen  auch  die 
Wendekanten  von  einander  ab^  und  besitzen  in  entsprechenden 
Punkten  gleiche  erste  Krümmung,  gehen  also  bei  Abwickelung  in 
kongruente  Kurven  über''').  Eine  omaliftische  Behandlung  des  Ab- 
rollens der  Axenflächen  gab  N.  Nicolaides^^), 

In  neuester  Zeit  hat  X  Antomari^^)  für  die  Betrachtung  der  Axen- 
flächen die  folgenden  geometrischen  Parameter  eingeführt:  den  Para- 
meter ky  die  längs  der  Erzeugenden  fallende  Geschwindigkeitskompo- 
nente des  Gentralpunktes  h^=^v  cos  i/,  und  die  ihr  entsprechende  geo- 
dätische Krümmung  %^  des  Bichtungskegels;  beim  Abrollen  ist  ausser 
h  =  k'  auch  h  =  K,  Diese  Parameter  definieren  die  Regelflächen. 
Sind  die  fünf  Grössen  k,  h,  h\  <&,  <&'  als  Funktionen  von  t  gegeben,  so 
ist  damit  eine  zwangläufige  Bewegung  bestimmt;  es  können  also  die 
erzeugten  Bahnkurven,  Enveloppen  und  Regelflächen,  sowie  auch  deren 
Parameter  analytisch  durch  sie  ausgedrückt  werden. 

18.  Gteometrische  Bigenschaften  der  allgemeinsten  Bewegung. 
Durch  Grenzübergang  verwandehi  sich  die  Sätze  von  Nr.  5  in  solche 
über  Tcmgenten^  Normaiebenen,  Schmiegungsebenen  u.  s.  w.  der  stetigen 
Bewegung"^).  Wir  betrachten  zimächst  ^wei  konsekutive  Lagen. 
Alsdann  geht  U^  in  das  System  der  Normalebenen  a*"  aller  Bahn- 
kurven über;  das  System  Z*^  wird  mit  £  identisch,  während  aus  dem 
Sehnenkomplex  der  Komplex  @^  der  Bahntangenten  wird.    Als  Haupt^ 


220)  AusfOhrlich,  doch  nicht  immer  fehlerfrei  bei  Besaly  Cinämatique,  p.  166  ff., 
behandelt.    Vgl.  auch  Paris  C.  B.  100  (1886),  p.  261. 

221)  Königs,  Cin^matique,  p.  204;  E.  Cesaro,  Nouv.  ann.  (3)  8  (1884),  p.  484. 

222)  Das  umgekehrte  Problem  behandelt  E,  Weyr,  Wien.  Ber.  104  (1896), 
p.  292. 

228)  Für  die  allgemeinere  Frage  des  Rollens  von  Flächen  aufeinander 
vgl.  Besal^  Cin^matique,  p.  165 ff.;  E.  BeUrami^  Giom.  di  mat.  10  (1872),  p.  108; 
H.  Zimmermann,  Zeitschr.  f.  Math.  19  (1874),  p.  242;  W.  Thomson  u.  P.  G.  Tait, 
Treatise  on  natural  philosopby,  1890,  p.  90  ff.  Die  Kurven,  längs  deren  die  Be- 
rührung stattfindet,  haben  gleiche  geodätische  Krümmung. 

224)  Th^se  Paris  1864,  p.  47  ff. 

226)  Th^se  Paris  1894,  p.  2  u.  67  ff.  Antomari  behandelt  auch  einige  Klassen 
spezieller  Probleme. 

226)  Diese  Sätze  wurden  von  Chasles  früher  aufgestellt,  als  die  von  Nr.  5 
(Deplacement  fini).  Beweise  gab  zuerst  E.  de  Jonqui^es^  Mälanges  de  g^omätrie 
pure,  Paris  1856.  Eine  analytische  Ableitung  geben  G.  Battctgliniy  Napoli 
Rend.  9  (1870),  p.  79,  und  J.  Tawnery,  Ann.  ^c.  norm.  (8)  8  (1886),  p.  43. 


18.  (leometrische  Eigenschaften  der  xUumlichen  Bewegung.  235 

ihearem  ergiebt  sich,  dass  in  jedem  Augenblick  die  Punkte  von  Z  mit 
den  Normalebenen  ihrer  Bahnen  ein  Nullsystem  SB  bilden,  dessen  Haupt- 
aze  die  momentane  Schraubenaxe  ist.  Da  nun  ein  Nullsystem  und  ein 
linearer  Kofnplex  6^  sich  gegenseitig  definieren,  so  ist  jede  Momentan- 
bewegung durch  einen  linearen  Komplex  bestimmt  imd  ebenso  um- 
gekehrt. Der  betreffende  Komplex  besteht  aus  den  Geraden,  die  sich 
in  993  selbst  konjugiert  sind,  und  deren  Bahntangenten  zu  ihnen 
senkrecht  sind**^. 

Das  Haupttheorem  enthält  insbesondere  folgende  Sätze:  1)  Die 
Normalebenen  der  Bahnen  aller  Punkte  von  g  laufen  durch  die  zu  g  kon- 
jugierte Gerade  g*.  Falls  g  nicht  dem  Komplex  @^  angehört,  kann 
daher  die  momentane  Bewegung  von  g  als  Rotation  um  g^  angesehen 
werden"®).  Für  die  von  g  beschriebene  Fläche  (ff)  bilden  die  Nor- 
malen längs  g  ein  Paraboloid*^^),  die  Centralebene  von  (g)  ist  zur 
Axe  a  parallel  und  ihr  Gentralpunkt  liegt  auf  derjenigen  Normalen, 
die  a  trifft.  2)  In  einer  Ebene  €  giebt  es  einen  Punkt  (NuUpunkt\ 
dessen  Bahntangente  zu  s  senkrecht  steht,  und  eine  Gerade  e  (die 
CharcAteristik),  die  sich  in  s  bewegt  und  Bahntangente  eines  ihrer 
Punkte  ist;  aUe  diese  Geraden  bilden  den  tetraedralen  Komplex  6;.««>) 

3)  Die  Momentanbewegung  ist  durch  5  Strahlen  des  S^  bestimmt, 
insbesondere  auch  so,  dass  5  Punkte  auf  gegebenen  Flächen  bleiben; 
ihre  Normalen  liefern  die  5  Komplexstrahlen.  Die  Auffindung  der 
Normalebenen  beliebiger  Punkte  von  2J  ist  aus  ihnen  konstruktiv 
losbar,   ebenso  die  Konstruktion   der   momentanen   Schraubenaxe^'^). 

4)  Sind  g  und  h  konjugierte  Geraden^  sodass  die  Momentanbewegung 

durch  Rotationen  um  sie  ersetzbar  ist,  so  trifft  ihr  gemeinsames  Lot 

GH  die  momentane  Schraubenaxe  a  senkrecht  und  wird  durch  sie 

so  geteilt,  dass 

GÄ  :  HA  =  tg{ga)  :  tg(Aa)  =  h 

ist,  wo  *  der  Parameter   der  momentanen  Schraubung   ist.     Femer 


227)  Zu  den  Bemerkungen  des  Textes  vgl.  die  ausführlichere  Darstellung 
bei  H.E.  Timerding  {IV  2,  10  ff.). 

228)  Eine   Regelfläche   ist  also   durch  Abrollen   von   Flächen   erzeugbar. 

229)  Jede  Erzeugende  der  zweiten  Art  des  Paraboloids  ist  eine  Gerade  g^ 
för  eine  mögliche  Bewegung  von  g^  bei  der  g  die  Fläche  (g)  beschreibt. 

280)  Den  besonderen  Charakter  dieses  Komplexes  (vgl.  Nr.  5)  erörtert 
Ä.  Schoenflies,  Zeitschr.  f.  Math.  28  (1883),  p.  229  und  Geometrie  der  Bewegung, 
p.  109.  Einen  allgemeineren  Komplex  (S^  betrachtet  D.  Padelettiy  Napoli  Bend.  19 
(1880),  p.  41. 

281)  Den  Fall,  dass  die  5  Normalen  einer  Kongruenz  angehören,  behandelt 
G.  HcUphen,  Bull.  Soc.  math.  de  France  8  (1880),  p.  18. 

Eneyklop.  d   math.  WiiBenioh.    lY  1.  16 
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besteht  für  die  zugehörigen  Winkelgeschwindigkeiten  (o^,  m^  und  die 
Komponente  o  der  Schraubung  die  Relation 

o^  :  o^  :  ©  =  sin  (ha) :  sin  (ag)  :  sin  (ffh). 

Der  durch  drei  Lagen  bedingte  Komplex  S^  (^^-  ^)  verwandelt 
sich  bei  stetiger  Bewegung  in  den  Komplex  6,  der  Krümmimgsaxen 
der  Bahnen ''^;  seine  Hauptpunkte  und  Hauptebenen  sind  im  all- 
gemeinen imaginär,  so  dass  Punkte  mit  staMonärer  Normald>ene  im 
allgemeinen  nicht  existieren.  Die  SB,  geht  in  eine  Verwandtschaft 
zwischen  den  Punkten  Ä  Ton  2J  imd  den  Centren  der  Schmiegungs- 
hugdn  ihrer  Bahnen  über,  je  zwei  entsprechende  Punkte  Ä,  A  Yon 
9^3  sind  so  gepaart,  dass  zugleich  A  Mittelpunkt  der  Schmiegungs- 
kugel  von  Ä  für  die  umgekehrte  Bewegung  ist  (Nr.  8).  Die  Funda- 
mentalkurve  i^  von  SSj  enthält  diejenigen  Punkte,  deren  Bahnen  eine 
stationäre  Krümmungsaxe  haben,  die  Kurve  ^  ist  Ort  der  Punkte  mit 
stationärer  Tangente^^),  die  Fläche  F^  enthält  die  Punkte  mit  stati(h 
närer  Schmiegungsebene,  die  Fläche  F^  endlich  die  Punkte  mit  statio- 
närer  Schmiegungskugel  Die  Mittelpunkte  dieser  Kugeln  bilden  die 
Fläche  Fi  der  umgekehrten  Bewegung.  Auf  F^  giebt  es  eine  Kurve 
von  Punkten,  deren  Schmiegungsebene  fünfpwnktig  berOhrt,  auf  F^ 
eine  Kurve  mit  sechspunktig  berührender  Schmiegungskugel  u.  s.  w.*^). 
Mit  geometrischen  örtem  anderer  Art  hat  sich  insbesondere  noch 
Ä.  Mannheim^^)  beschäftigt.  So  bilden  für  alle  Punkte  einer  Geraden 
g  die  Tangenten  ein  Paraboloid,  die  Krümmungsaxen  ein  Hyper- 
boloid*'*), die  Schmiegungsebenen  eine  abwickelbare  F^,  die  Gentra 
der  Schmiegungskugeln  eine  c^,  die  Hauptnormalen  eine  B«gelflächeÜ4, 
die  Gentra  der  Krümmungskreise  eine  c^  u.  s.  w.  u.  s.  w.**^. 

Sind  die  Axenäächen  Cylinderfiächen,  so  degenerieren  die  obigen 
Sätze  teilweise.  Die  allgemeinen  Gesetze  dieser  Bewegung  giebt 
A,  Schoenflies^.  Wesentlich  ist,  dass  die  i^  stets  in  eine  zur 
Schraubenaxe  parallele  Gerade  degeneriert. 

232)  Für  die  geometrischen  Eigenschaften  der  Bahnen  fär  drei  and  mehr 
konsekutive  Lagen  Tgl.  A.  Mannheim,  Bull.  Soc.  math.  de  France  1  (1872),  p.  112; 
A.  Schoenflies ,  Geometrie  der  Bewegung,  p.  136,  imd  Th^venet,  Thöse  Paris  1886, 
p.  23  ff.,  dessen  Resultate  jedoch  teilweise  inkorrekt  sind. 

233)  Diese  Kurve,  die  ursprünglich  mehrfach  fehlerhaft  bestimmt  war,  er- 
scheint richtig  zuerst  bei  J.  D.  Everett,  Quart.  J.  of  math.  13  (1874),  p.  39. 

234)  Vgl.  A.  Schoenfldes,  Bull,  sciences  math.  (2)  12  (1888),  p.  18. 

236)  Bull.  Soc.  math.  de  France  1  (1878),  p.  112. 
286)  M.  Haag,  Bull.  Soc.  philom.  1870,  p.  160. 

237)  Mannheim  giebt  Konstruktionen  der.  Ej*ümmungsradien  in  Paris  C.  B. 
70  (1870),  p.  1216  u.  1269,  und  110  (1890),  p.  391. 

288)  Math.  Ann.  40  (1892),  p.  317. 
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19.  G^esohwindigkeit  und  Besohleiinigiingen  der  rätunllohen 
Bewegong.  Für  die  analytische  Behandlung  ersetzt  man  die  momen- 
tane Schraubung  durch  die  Bew^ung  des  Anfangspunktes  0  und  die 
Drehung  um  eine  durch  ihn  gehende  Axe,  sodass 

ist^  wo  £,  17,  S  die  Komponenten  der  Geschwindigkeit  von  0  sind 
(IV  2j  11,  Timerding),  Von  hier  aus  ergeben  sich  die  weiteren  Formeln 
für  y,,  ^y,  y,  u.  s.  w.  durch  Anwendung  der  Resultate  von  Nr.  10  und 
Nr.  16,  was  wieder  zu  Zerlegungen  yon  9  in  einfach  definierte  Be- 
standteile fahrt ''*).  Die  Formeln  fär  den  momentanen  Beschleimigungs- 
zustand  werden  am  einfachsten,  falls  man  mit  Gilbert^  den  Punkt  0 
in  den  Gentralpunkt  C  der  Momentanaxe  legt,  diese  Axe  als  j?-Axe 
und  die  Nor&ale  der  Axenfläche  als  a:-Axe  wählt;  es  beruht  darauf, 
dass  die  Beschleunigung  von  C  und  die  Axe  der  Winkelbeschleunigung 
in  die  a:^-Ebene  faUen.  Auch  einige  weitere  Formeln  von  Nr.  15  hat 
Gilbert^  auf  die  allgemeinste  Bewegung  übertn^en.  So  besteht 
z.  B.  hier  die  Gleichung 

09  -^  Iv  =  const.  =    \     ' 

Die  Sätze  über  die  bezüglichen  geometrischen  Örter  erhält  man 
unmittelbar,  wenn  man  von  folgenden  Formeln  ausgeht.  Sind  x,  y,  js 
resp.  x\  y\  /  die  Koordinaten  desselben  Punktes  für  ein  in  H  resp. 
im  Baum  H'  festes  rechtwinkliges  Eoordinatenkreuz  T  resp.  T\  so  ist 

«'  =  <  +  «la;  +  \y  +  c^z, 

y'  =  yo'  +  «1^  +  \y  +  ^^y 

^'  =  V  ^r^^-V  hy  +  Cjxr, 

wo  Xq,  y^,  0Q   die  Koordinaten  des  beweglichen  Anfangspimktes  von  * 
T  sind,  und  die  a^,  b^,  c^  die  9  Cosinus  darstellen.    Aus  ihnen  folgt 

de      dir  ^    df  ^^  de  ^    df'     ' 

es  sind  also  alle  Differentialquotienten  wieder  lineare  Funktionen  von 
X,  y,  z.  Man  kann  auf  diese  Weise  die  geometrischen  Örter,  deren 
t7,  9, . . .,  qp^")  irgend  welchen  Bedingungen  genügen,   unmittelbar  be- 


289)  Für  diese  Zerlegungen  vgl.  Bescd,  Cin^matiqae,  p.  199,  und  J.  ^.  polyt. 
87  (1868),  p.  227;  Scheü,  Theorie  d.  Bewegung  1,  p.  600;  Gilbert,  Acc^ärations 
18,  p.  299.    Vgl.  auch  G.  R.  Dahlander,  Stockh.  öfv.  27  (1870),  p.  49. 

240)  Acc^^rationB  18,  p.  808  resp.  802.  Dort  finden  sich  auch  Formeln 
und  Konstruktionen  för  die  Krümmung  der  von  den  Axenpnnkten  beschriebenen 
Bahnen;  vgl.  auch  Paris  C.  R.  107  (1888),  p.  880. 

16' 
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stimmen  ^^).  Geometrisch  besagen  die  obigen  Gleichungen,  dass  die 
^v7  ^q,} '  -  •  A^c^  ^  ^^  allgemeinste  Bewegung  Systeme  darstellen^ 
die  unter  sich  und  mit  £  affin  sind^').  Man  kann  auch  noch  die 
Ton  Z  imd  2J^,  £  xmd  £  , , . .  bestimmten  Komplexe  ins  Auge  ÜELSsen, 
und  SO  zu  den  in  Nr.  18  abgeleiteten  Sätzen  gelangen^.  In  dieser 
Weise  verfuhr  L,  Bu/rmester^,  der  auf  die  affine  Beziehung  zuerst 
hinwies;  die  Kurven  und  Flächen  ^^  ä;^  . . .  erhalten  so  eine  Bedeutung 
für  die  Theorie  des  Beschleunigungszustandes. 

Auch  für  die  allgemeinste  Bewegung  von  Z  giebt  es  im  aU- 
gemeinen  einen  Punkt  9^")  =  0,  imd  es  bilden  die  Punkte  y^"^  =  const. 
eine  JPj,  die  ihn  zum  Mittelpunkt  hat**^).  Er  ist  der  Doppelpunkt  6f^"^ 
von  £  und  £M]  übrigens  kann  sich  statt  seiner  auch  eine  Gerade 
einstellen***).  Es  greifen  daher  für  die  ^^"^  in  Bezug  auf  CM  und  die 
bezüglichen  durch  ihn  gehenden  Geraden  die  gleichen  Resultate  Platzi, 
die  in  Nr.  15  abgeleitet  wurden.  X.  Äntamari^'')  hat  die  Werte  der 
Vy  %  9^")  aus  den  von  ihm  eingeführten  Parametern  k,hfd'  dargestellt 
(Nr.  17).  Dabei  stellt  sich  heraus,  dass  der  Parameter  d'  erst  in  9^^ 
auftritt,  so  dass  für  zwei  nicht  identische  Bewegungen  die  Werte  von 
t;  und  9  für  aUe  Punkte  übereinstimmen  können. 

Den  einfachsten  Fall  der  Bewegung  von  ^  stellt  die  Bewegung 
einer  Geraden  dar^.  Für  alle  ihre  Punkte  ist  die  Projektion  v^  von 
V  auf  g  konstant;  auf  ihr  giebt  es  femer  einen  Punkt,  dessen  qfi^^  in 
g  fällt,  und  einen,  dessen  ^^**^  zu  g  normal  ist  und  beide  bilden  mit 
G^**)  einen  rechten  Winkel**'). 


241)  Vgl.  C.  Jordan,  Bull.  Soc.  math.  de  France  1  (1873),  p.  144;  J.  L.  Gruey, 
Paris  C.  R.  86  (1878),  p.  1141;  G.  Schauten,  Amst.  Verh.  I,  2,  Nr.  6  (1894),  p.  8. 
Vgl.  für  die  hier  auftretenden  örter  auch  Schell ^  Theorie  d.  Bewegung,  p.  608; 

*  Besaly  Cinämatique,  p.  206 ff.;  dessen  Resultate  sind  aber  nicht  fehlerfrei.  Eine 
Darstellung  in  Tetraederkoordinaten  giebt  C.  Formenti,  Ist.  Lomb.  Rend.  (2)  17 
(1884),  p.  787  u.  18  (1885),  p.  196,  238,  418. 

242)  J.  Petersen,  Kinematik,  p.  46  und  R.  Mehmke,  Festschrift  z.  Feier  d. 
60jährigen  Bestehens  d.  techn.  Hochschule  Darmstadt,  1886,  p.  77  lösen  die  Auf- 
gabe, aus   den  q>  von  drei  Punkten  die  der  andern  zu  bestimmen. 

243)  In  gleicher  Weise  liefert  das  Nullsystem  die  Richtungen  der  v. 

244)  Zeitschr.  f.  Math.  23  (1878),  p.  110.  Den  von  £  und  £  tn)  bestimmten 
Komplex  betrachtet  F.  Castellano,  Torino  Atti  29  (1893),  p.  300. 

245)  Der  Punkt  (p=^0  tritt  zuerst  bei  Eesal  auf,  Cinämatique ,  p.  206  und 
J.  ^c.  polyt.  87  (1858),  p.  227. 

246)  Allemal,  wenn  die  Axenfiächen  Cylinder  sind.  Die  Flächen  tpi**)  =  const. 
sind  dann  Kreiscylinder.    Vgl.  Ligin,  Bull.  Soc.  math.  de  France  1  (1873). 

247)  Th^se  Paris  1894,  p.  67. 

248)  Vgl.  E.  Novarese,  Torino  Atti  24  (1889),  p.  400. 

249)  Vgl.  jB.  Mehmke,  Civiling.  (2)  29  (1893),  p.  487. 
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20.  Bewegung  bei  Freiheit  zweiter  und  höherer  Stufe.  Hat 
ein  System  2  Freiheit  zweiter  Stufe,  so  giebt  es  für  einen  Punkt  Ä 
▼on  2  als  Ort  seiner  möglichen  Lagen  im  allgemeinen  eine  Bahn- 
flikAe,  und  fär  eine  Ebene  s  eine  HüUfläche,  Diese  Bewegung  hat 
zuerst  Th.  Schönemann^^)  untersucht ^  Ton  dem  besonderen  Fall  aus- 
gehend^  dass  vier  Punkte  auf  je  einer  Fläche  bleiben  *^^).  Als  ihre  wich- 
tigste Eigenschaft  fand  er  den  SatZ;  dass  die  Normalen  aller  Bahn- 
flächen in  jedem  Augenblick  zwei  feste  Geraden  u  und  v  schneiden, 
nämlich  die  gemeinsamen  Transversalen  der  vier  gegebenen  Flächen- 
normalen^*).  Jede  der  beiden  Geraden  rotiert  momentan  um  die 
andere,  sodass  jeder  ihrer  Punkte  momentan  nicht  ein  Flächenelement, 
sondern  nur  ein  Kurvenelement  beschreibt***). 

Die  mit  dieser  Bewegung  yerbimdenen  geometrischen  Örter  sind 
besonders  von  Ä,  Mannheim^  und  Theoenet^^)  diskutiert  worden. 
Die  Normalen  der  Bahnflächen  aller  Punkte  einer  g  bilden  ein  H^,^^^) 
die  Normalen  der  Ebenen  eines  Büschels  ein  P,,  die  Tangentialebenen 
aller  Punkte  einer  g  eine  abwickelbare  F^,  die  Berührungspunkte  der 
Ebenen  eines  Büschels  eine  c,  u.  s.  w.  Da  jeder  Geraden  cx>*  Lagen 
einer  Kongruenz  entsprechen,  so  kann  man  nach  dem  Ort  der  Ge- 
raden fragen,  für  die  diese  Kongruenz  aus  Normalen  einer  Flächen- 
familie hesteht.  Sie  bilden  nach  A.  Ribeaucour^^^)  einen  linearen  Kom- 
plex, dessen  Axe  das  gemeinsame  Lot  von  u  und  v  ist. 

Schönemarm^  hat  sich  auch  bereits  damit  beschäftigt,  dass 
£  Freiheit  dritter  Stufe  besitzt,  insbesondere  mit  dem  Fall,  dass  drei 
Punkte  auf  drei  Flächen  bleiben;  es  existiert  dann  in  jeder  Lage  von  2 
ein  Hf  von  Strahlen,  sodass  jeder  Punkt  dieses  H^  momentan  nur 
Freiheit  zweiter  Stufe  hat  und  also  nur  ein  Flächenelement  beschreiben 
kann«««). 


260)  Berl.  Ber.  1866,  p.  266,  und  J.  f.  Math.  90  (1880),  p.  43.  Dort  (p.  39) 
findet  sich  auch  ein  Beweis  von  C.  F.  Geiser.  Vgl.  auch  Ä.  Mannheim,  Sur- 
faces  trajectoires. 

261)  Den  Fall,  dass  diese  vier  Nonnalen  einem  H^  angehören,  behandelt 
G.  Hdlfhen^  Bull.  Soc.  math.  de  France  8  (1880),  p.  18. 

262)  Die  Geraden  u  und  «  treffen  auch  die  Normalen  aller  Enveloppen; 
▼gl.  A.  Bibaucow,  Paris  C.  B.  76  (1873),  p.  1847. 

263)  Näheres  hierüber,  sowie  über  das  zugehörige  Cylindraid  und  die  all- 
gemeine Theorie  der  linearen  Scharen  von  Schrauben  resp.  Komplexen  und 
deren  kinematische  Bedeutung  vgl.  in  lY  2,  15  ff.  (Timerding), 

254)  Th^e  Paris  1886,  p.  81  ff.  Vgl.  auch  Schoenflies,  Geometrie  d.  Be- 
wegung, p.  160  ff. 

266)  Für  zwei  Punkte  von  g  ist  daher  g  Tangente  ihrer  Bahnflächen. 
266)  Das  Nähere  hierüber  in  IV  2,  17  (Timerding). 
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Die  analytische  Behandlung  der  Bewegungen  bei  Freiheit  zweiter 
Stufe '^^)  geht  davon  aus,  in  Nr.  19  die  i,  ri,^  und  die  neun  Cosinus 
resp.  die  p,  q,  r  als  Funktionen  zweier  unabhängiger  Variablen  u 
und  V  anzusehen.  Man  nimmt  zweckmässig  zuerst  an,  dass  ein  Punkt 
0  fest  bleibt.  Wird  dann  durch  p,  q^  r  ein  Funktionssystem  bezeichnet, 
das  nur  von  u  abhängt,  und  ist  Pi,qi,ri  eines,  das  nur  von  v  ab- 
hängt, so  bestehen  die  hier  grundlegenden  Gleichungen^^ 

dp  dpi 
dq  dqi 
dr        dfi 

ä^  -  ä^  ==  ^«>  -  «Pi  5 

&lls  man  umgekehrt  Grössen  PyqyfyPiyqiyfi  kennt,  die  diesen  Glei- 
chungen genügen,  so  liefern  sie  (Nr.  15)  stets  Werte  der  neun  Co- 
sinus, und  zwar  hängt  die  Lösung  auch  hier  nur  yon  einer  RiccaU' 
sehen  Gleichung  ab.  Sind  sie  gefunden,  so  sind  fQr  die  allgemeinste 
Bewegung   von  £  bei  Freiheit  zweiter  Stufe  noch   die  Gleichungen 

4  ~  H  =  «5i  —  «1^  ~  ^^i  +  ^1^'  ^^' 

zu  integrieren,  in  denen  analog  |,  rj,  g  nur  von  u,  und  |^,  17^,  (^  nur 
von  V  abhängen***).  Die  wichtigste  Anwendung,  die  diese  Glei- 
chungen gefunden  haben,  betrifft  die  Flächentheorie,  insbesondere 
deren  Krümmung  (Nr.  21)*«®). 

Ein  wichtiger  Sonderfall  tritt  ein,  falls  die  Axen  u  und  v  sidi 
schneiden]  jede  mögliche  Bewegung  besteht  dann  in  einer  Rotation 
um  diesen  Schnittpunkt  S.  Findet  dies  Schneiden  dauernd  statt,  so 
giebt  es  in  2J  und  £'  je  eine  Fläche  0  resp.  0'  der  Punkte  8,  so  dass 
sie  sich  dauernd  berühren  und  auf  einander  abwickelbar  sind**^). 


257)  Vgl.  Genaueres  bei  G.  Darhoux,  Le9on8  sur  la  th^orie  g^närale  des 
sorfaces,  1,  Paris  1886,  p.  47  ff.,  sowie  Königs,  Cin^matique,  p.  282  und  Thevenet, 
Thhae  Paris  1886,  p.  82  u.  142,  der  auch  die  Freiheit  dritter  Stufe  analytisch 
behandelt;  p.  132  ff. 

258)  Vgl.  E.  Comhesctin,  Ann.  ^c.  norm.  (1)  4  (1867),  p.  108.  Einen  spe- 
ziellen Fall  Ton  Triederdrehung  auf  Grund  dieser  Gleichungen  behandelt  M,  Fouch^, 
Paris  C.  R.  121  (1896),  p.  768. 

269)  G.  Darhaux  a.  a.  0.  p.  66  ff. 

260)  Man  kann  dazu  u  und  v  als  Drehungen  um  die  Krüm  mnngscentra  der 
Hauptschnitte  einführen. 

261)  Ä.  Bibaucaur,  Paris  C.  R.  70  (1870),  p.  880;  UUvenet,  Thäse  Paris, 
p.  182. 
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21.  Spesielle  räumliohe  Bewegungen.  Wenn  die  Bewegung 
von  £  in  cylindrischer  BoUung  besteht,  so  sind  die  Bahnkurven  eben, 
^rahrend  eine  g  im  allgemeinen  eine  Regelfläche  erzeugt.  Für  spezielle 
Falle  dieser  Art  hat  L.  Burmester^^^)  die  Regelflächen  betrachtet. 
Die  dem  Eilipsographen  entsprechende  Bewegung  ist  durch  E,  M.  Blake 
untersucht  worden,  ebenso  der  Fall,  dass  die  Polkurven  diejenigen  des 
Antiparallelogramms  sind^').  Hierher  gehört  auch  die  von  Besal  und 
Ä,  Mannheim  untersuchte  Bewegung  eines  geraden  Doppelkegels  '^). 

Von  anderen  räumlichen  Bewegungen  sind  besonders  solche  be- 
handelt worden,  bei  denen  die  Bahnkurven  und  Bahnflächen  eben^ 
sphärischj  oder  allgemeiner  algebraisch  sind. 

Da  es  auf  einer  Geraden  im  allgemeinen  nur  drei  Punkte  statio- 
närer Schmiegungsebenen  giebt,  nämlich  ihre  Schnittpimkte  mit  der 
F^  von  Nr.  18,  so  sind  alle  Bahnkurven  eben,  falls  es  vier  sind.  Wenn 
also  vier  Punkte  von  g  in  je  einer  Ebene  «/  bleiben,  so  thut  es  jeder 
Punkt,  und  zwar  beschreibt,  wie  Mannheim^^^)  bemerkt  hat,  jeder 
Punkt  eine  Ellipse]  ihre  Centra  liegen  auf  der  Geraden  A,  auf  der 
die  Ebenen  {/  die  kleinsten  Segmente  bestimmen;  mit  ihr  bildet  g 
einen  konstanten  Winkel***). 

Wie  G.  Darboux^'^  erkannte,  kann  sich  ^  so  bewegen,  dass 
jeder  Punkt  in  einer  Ebene  bleibt,  sodass  bei  der  umgekehrten  Be- 
wegung jede  Ebene  einen  Kegel  umhüllt.  Abgesehen  von  trivialen 
FäUen  giebt  es  nur  eine  solche  Bewegung.  Die  Bahnkurven  sind 
Ellipsen,  die  Axenflächen  sind  Ereiscylinder,  sodass  der  eine  von 
innen  von  einem  Gylinder  mit  doppeltem  Radius  gleitend  abrollt**^. 
Die  Kegel  der  umgekehrten  Bewegung  sind  Rotationskegel,  deren 
Axen  den  Erzeugenden  der  Gylinder  parallel  laufen.  Die  Punkte 
einer  Geraden  i  haben  Geraden  als  Bahnkurven  ^^). 


262)  Zeitschr.  f.  Math.  38  (1888),  p.  337;  vgl.  auch  Mannheim,  Paris  C.  B. 
106  (1888),  p.  820;  J,  S,  u.  N,  Vanegdc,  Bull.  Soc.  math.  de  France  11  (1883), 
p.  76  und  G,  Tesari,  Rom.  Acc.  dei  Line.  Rend.  (6)  2*  (1893),  p.  407. 

263)  Amer.  J.  of  math.  21  (1899),  p.*257  u.  22  (1900),  p.  146. 

264)  Paris  C.  R.  101  (1898)  p.  634  u.  817. 

266)  Palermo  Rend.  3  (1889),  p.  181.  Vgl.  auch  Q,  Halphen,  Bull.  Soc. 
math.  de  France  1  (1876),   p.  117   u.   R.  Menzel,  Dias.  Münster  1891. 

266)  Sind  die  vier  Normalen  Geraden  eines  H^^  so  ist  die  Bewegung 
unmöglich;   vgl.  HaJphen,  Bull.  Soc.  math.  de  France  8  (1880),  p.  18. 

267)  Paris  C.  R.  92  (1881),  p.  118.  Vgl.  auch  Mannheim,  J.  6c.  polyt.  60 
(1890),  p.  76;  A.  Schoenflies,  Math.  Ann.  40  (1892),  p.  317. 

268)  Die  Projektion  der  Bewegung  auf  eine  zu  den  Cylindem  normale 
Ebene  ist  die  EUipsographenbewegung. 

%  stellt  die  momentane  Wendekurve  f,  dar  (Nr.  18). 
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Falls  vier  Punkte  einer  g  auf  Ktigdn  laufen  ^  deren  Cenira  in 
einer  Ebene  jt  liegen,  so  bleibt,  wie  Mannheim  ^®)  bemerkt  bat,  jeder 
Punkt  von  g  auf  einer  analogen  Engel  und  die  Gentra  dieser  Kugeln 
erfüllen  in  x'  eine  c^. 

Den  Fall,  dass  alle  Punkte  einer  g  spbariscbe  Kurven  beschreiben, 
bat  E.  Duporcq^^)  untersucht.  Die  Bahnkurven  sind  c^  und  liegen 
auf  einem  Rotationsellipsoid;  je  zwei  Punkte  von  g  beschreiben  ahn- 
liche Kurven;  man  kann  sogar  bewirken,  dass  diese  Kurven  gleich  sind. 

U.  Bricard^''^)  stellt  die  Frage,  ob  jeder  Punkt  Ä  einer  Ebene  x 
eine  sphärische  Bahnkurve  so  beschreiben  kann,  dass  die  Centra  Ä' 
dieser  Kugeln  auf  einer  Ebene  %  liegen.  Abgesehen  von  trivialen 
Fällen  sind  zwei  solche  Bewegungen  möglich.  In  beiden  Fällen  ent- 
sprechen sich  Ay  Ä  m  einer  quadratischen  Verwandtschaft  S^;  in 
dem  einen  Fall  entspricht  einer  Geraden  ein  Ej-eis,  in  dem  andern 
eine  gleichseitige  Hyperbel.  Die  umgekehrte  Bewegung  von  7^  gegen 
Tt  ist  der  direkten  gleichartig.  Dieses  Problem  hat  Beziehungen  zu 
dem  von  Bricard  gefimdenen  deformierbaren  Oktaeder  ^^), 

Theoretisch  wichtig  ist  noch  die  Bewegung  eines  Trieders,  dessen 
Scheitel  eine  Kurve  c  so  durchläuft,  dass  seine  Kanten  TangenUy 
Hauptnormale  und  Binormale  der  Kurve  sind*^*);  sie  bildet  die  Grund- 
lage der  Z>ar&oua;'schen  Theorie  der  Kurven  und  Flächen  (Nr.  1). 
A,  Mannheim  hat  die  Resultate  der  Sanematik  zur  Auffindung  von 
Sätzen  und  Konstruktionen  der  allgemeinen  Flächentheorie  mit  grossem 
Erfolg  benutzt.  Dies  gilt  z.  B.  besonders  fär  die  Theorie  der  Begd- 
flächen"^).  Auch  für  die  Probleme  der  darstellenden  Geometrie  sind 
die  Sätze  der  Kinematik  vielfach  benutzt  worden  *'•). 

Einer  der  bekanntesten  Sätze  über  fiächenläufige  Bewegungen  ist 


270)  Bleibt  Ä  auf  einer  Kugel  K^  so  berührt  eine  um  Ä  gelegte  Kugel  K^ 
zwei  feste  Kugeln.  Hierauf  beruhende  Verallgemeinerungen  für  die  Bewegung 
einer  Kugel,  bei  denen  Sätze  über  Normalebenen  in  solche  über  Charakteristiken- 
ebenen übergehen,  gab  Mannheim,  Paris  C.  B.  110  (1890),  p.  220  u.  270. 

271)  Paris  C.  R.  126  (1897),  p.  762';    J.  de  math.  (4)  5  (1897),  p.  121. 

272)  J.  de  math.  (5)  4  (1898),  p.  409. 

273)  Sind  A  und  a,  a  und  A'  entsprechende  Hauptelemenie  der  IB,,  und 
P,  Q  resp.  P\  Qf  Punkte  auf  a,  a\  so  wird  das  Oktaeder  von  den  Dreiecken 
APQ,  ÄPQ,  Arq,  ÄPq  gebUdet. 

274)  E.  Beltrami,  Giorn.  di  mat.  6  (1867),  p.  21  und  W.  Schell,  Theorie  der 
Kurven  doppelter  Krümmung,  2.  Aufl.  Leipzig  1898,  Kap.  9. 

276)  Deren  Erzeugung  durch  ein  bewegliches  Trieder  behandelt  auch 
X.  AnUmari,  Th^se  Paris  1894,  p.  81. 

276)  Vgl.  besonders  Mannheim,  Cours  de  gdomätrie  descriptive,  Paris  1882, 
L,  Burmester,  Zeitschr.  f.  Math.  13  (1873),  p.  186. 
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der,  dass  jeder  Punkt  einer  Geraden  g,  von  der  drei  Punkte  Ay  B,  C 
auf  drei  rechtwinkligen  Ebenen  a,  j3,  y  bleiben,  ein  E^^^)  beschreibt. 
Man  verdankt  G,  Darboux  die  Erkenntnis,  dass  die  Gerade  in  allen 
ihren  Lagen  Normale  einer  Flache  ist^^).  Die  bezügliche  Kongruenz 
ist  am  ausf&hrlichsten  von  R.  Men^d^^^)  untersucht  worden. 

Wenn  drei  Punkte  Aj  By  C  von  g  Kugeln  zu  Bahnflächen  haben, 
deren  Gentra  Ä^  B,  C  selbst  auf  einer  g'  liegen,  so  ist  die  Bahn- 
fläche jedes  Punktes  von  g  eine  Kugel.  Auch  diese  Bewegung  ist  in 
sich  dualistisch.  Die  Punkte  von  g  und  g'  sind  projektiv  zu  einander, 
sodass  es  einen  Punkt  einer  jeden  Geraden  giebt,  der  eine  Ebene  be- 
schreibt. Es  folgt  hieraus,  dass  man  durch  ein  räumliches  Gelenk- 
viereck einen  Punkt  in  einer  Ebene  n'  laufen  lassen  kann.  Ein  Modell 
dieser  Art  ist  von  Darboux  konstruiert  worden«'»). 

Um  algebraische  Bewegungen  zu  finden,  kann  man  von  den 
Formeln  von  Rodrigues  ausgehen  (Nr.  6)  und  deren  Parameter  Xq^  y^,  jSq, 
Ä,  B,  C,  D  als  algebraische  Funktionen  einer  oder  mehrerer  Variabein 
wählen.  Man  erhält  so  algebraische  Bewegungen  für  Freiheit  erster 
und  zweiter  Stufe.  Auf  die  Fruchtbarkeit  dieses  Weges  hat  G.  Dar- 
loux"^)  hingewiesen  und  folgende  Resultate  abgeleitet:  Sind  die 
Parameter  lineare  Funktionen  einer  Variablen,  so  sind  die  Bahn- 
kurven räumliche  c^.  Nimmt  man  sie  als  lineare  Funktionen  zweier 
Variablen,  so  sind  die  Bahnflächen  Steiner' sehe  Flächen]  es  giebt  im 
allgemeinen  10  Punkte,  die  Ebenen  beschreiben.  Im  Anschluss  hieran 
hat  Darboux  auch  die  Frage  erörtert,  ob,  wenn  drei  oder  vier  Punkte 
Ebenen  als  Bahnflächen  besitzen,  dadurch  notwendig  noch  andere 
Punkte  auf  Ebenen  bleiben.  Dies  kann  eintreten;  man  kann  sogar 
erreichen,  dass  die  Punkte  von  einer  oder  zwei  Geraden  je  ein  jEJ,^^^ 
beschreiben.  Eine  Bewegung,  bei  der  jeder  Punkt  eine  F^  beschreibt, 
ist  nicht  möglich. 

Als  spezielle  Bewegung  bei  Freiheit  dritter  Stufe  ist  längst  der 
Fall  bekannt,  dass  eine  rechtwinklige  Ecke  ein  E^^^^  umhüllt  und  ihr 
Scheitel  eine  Kugel  beschreibt^.  Dieser  Scheitel  liegt  nämlich  stets 
auf  dem  oben  (Nr.  20)  genannten  H^,  und  beschreibt  daher  eine 
Bsimfläche^^),    Ein  anderes  Beispiel  bietet   eine   Gerade  g,   die  mit 


277)  Man  .erhält  die  Fläche,  indem  man  auf  g  die  Segmente  zwischen 
Ä^  B,  C  und  der  Projektion  des  Scheitels  der  Ecke  halbiert.  Vgl.  auch  Mann- 
heim, Bull,  sciences  math.  (2)  9  (1886),  p.  137. 

278)  Es  befindet  sich  im  Conserratoire  des  arts  et  mätiers  za  Paris. 

279)  Paris  C.  B.  92  (1889),  p.  118;  vgl.  noch  Königs,  Cin^matique,  p.  363  ff. 

280)  Gergonne's  Ann,  de  math.  6  (1816),  p.  172,  351. 

281)  Diesen  Beweis  gab  Ä.  Schoenfliea,  Geometrie  der  Bewegung,  p.  186. 
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zwei  Punkten  in  zwei  Ebenen  bleibt.  Diese  Bewegung  und  der 
durch  g  erzeugte  Komplex  64  ist  von  B,  Menzel  *•*)  untersucht  worden. 
Analog  zu  dem  Trieder^  das  sich  längs  einer  Kurve  bewegt,  kann 
man  ein  Trieder  betrachten,  dessen  Ebenen  dauernd  mit  der  Tangen- 
tialebene und  den  Hauptschnitten  einer  Fläche  zusammenfallen.  Ebuipt- 
zweck  dieser  besonders  von  Mannfieim  untersuchten  Bewegung  ist 
wiederum  Ableitung  al^emeiner  Sätze  der  Flächentheorie,  insbesondere 
der  Krümmungseigenschaften  ^^ *).  Mannheim  hat  auch  die  Eigenschaften 
unendlich  dünner  Strahlenbündel  kinematisch  diskutiert  und  f&r  die 
Flächentheorie  verwertet.  Er  hat  besonders  die  ParaUel flächen,  die 
Fusspunkt flächen  ^^^)  und  die  Wellen  fläche  behandelt^. 

22.  Fläoheninhaltsatze  ^).  Bewegt  sich  6  in  ö',  so  soll  das 
Flächenstück,  das  vom  Bogen  Ä^A^,  von  0^0^  und  von  den  Nor- 
malen Ä^Oi  und  Ä^O^  begrenzt  wird,  als  die  ;ere^  ^  gehörige  Fläche 
^A  bezeichnet  werden.  Diese  Flächen  hat  zuerst  J,  Steiner  ^  in  Be- 
tracht gezogen  und  über  sie  folgende  Sätze  abgeleitet. 

Rollt  eine  geschlossene  Kurve  p  von  einer  Geraden  g'  genau 
einmal  ab,  so  giebt  es  in  6  einen  Punkt  5,  dessen  zugehörige  Fläche 
einen  kleinsten  Inhalt  besitzt.  Dieser  Punkt  8  ist  Schwerpunkt  von  p 
für  diejenige  Massenverteilung,  die  in  jedem  Punkt  der  Kurve  ihrer 
Krümmung  proportional  ist  (Krümmungsschwerpunkt).  Für  jeden  andern 
Punkt  Ä  von  6  ist  die  Fläche  5^  durch  die  Gleichung 

g^  =  g^  +  ^äS' 

bestimmt,  sodass  sie  auf  Kreisen  um  S  konstant  ist.  Ist  die  Pol- 
kurve von  tf'  eine  konvexe  geschlossene  Kurve  p,  so  besteht,  wenn  p 
von  p   genau  einmal  abrollt,  die  Gleichung 

5^  =  5^  +  %  (2«  +  9)  ^s,», 

wo  Si  den  Krümmungsschwerpunkt  derjenigen  Massenverteilung  be- 
deutet, die  der  Summe  der  entsprechenden  Krümmungen  beider  Pol- 
kurven proportional  ist,  und  tp  den  Winkel,  den  die  beiden  Normalen 


281»)  Vgl.  auch  B.  v.  Lilienthal,  Deutsche  Math.-Ver.  11  (1902),  p.  37. 

282)  Fusspunktflächen  entstehen  durch  Abrollen  kongruenter  Fl&chexi, 
analog  wie  die  Fusspunktkurven,  Bull,  sciences  math.  (2)  11  (1887),  p.  356. 

283)  G^om^trie  cinömatique,  p.  320  ff.  Dort  finden  sich  noch  weitere  Bei- 
spiele flächenläufiger  Bewegung. 

284)  Für  eine  zusammenfassende  Darstellung  vgl.  M.  Despeyrotts,  Cours  de 
m^canique  1,  p.  402  u.  Ä.  Ämskr,  Über  den  Flächeninhalt  und  das  Volumen 
durch  Bewegung  erzeugter  Kurven,  Schaffhausen  1881. 

285)  J.  f.  Math.  21  (1840),  p.  33  u.  101. 
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von  Ä  in  Ol  und  Oj  bilden;  2ä  +  9  ist  also  der  Winkel  der  ge- 
samten Drehung*^).  Ein  analoger  Satz  gilt  auch  für  das  Abrollen 
eines  beliebigen  Stückes  von  p  von  dem  entsprechenden  von  p\ 

Die  Steiner'schen  Sätze  sind  von  verschiedenen  Seiten  neu  be- 
wiesen und  ergänzt  worden*^'').  Ihre  analytische  Quelle  besitzen  sie 
in  einer  von  6?.  Darboux^  gegebenen  Formel,  die  den  Inluüt  des 
Sektors  @j  betrifft,  den  irgend  ein  Punkt  M'  von  6'  mit  dem  Bogen 
Ä^Ä^  der  Bahnkurve  von  A{x,  y)  bestimmt.  Sind  x^  y  Koordinaten 
für  ein  in  6  festes  System  und  ist  @  der  Drebungswinkel,  der  dem 
Übei^^ang  von  6^  in  6^  entspricht,  so  besteht  die  Formel 

®A  -  %  e{x'  +  y'-  2ax  -  2hy  +  c)  =  %®ft, 

wo  (a  die  Potenz  auf  einen  gewissen  Kreis  bedeutet,  dessen  Kon- 
stanten a,  h,  c  nur  von  M'  abhängen.  Wird  statt  M'  das  Drehungs- 
centrum 0  gewählt,  so  fallt  der  Mittelpunkt  des  Kreises  in  den 
Krümmungsschwerpunkt. 

Die  obige  Gleichung  liefert  eine  Reihe  von  Sätzen,  die  geschlossene 
Bewegung  betreffen,  d.  h.  eine  solche,  bei  der  6  nach  einem  vollen 
Abrollen  von  der  Kurve  p  wieder  in  die  Anfangslage  zurückkehrt*®*). 
Da  nämlich  die  Gleichung  drei  Konstanten  enthält,  so  muss  zwischen 
den  Flächen  von  vier  Punkten  eine  lineare  Bdation  bestehen;  eine 
Thatsache,  der  zuerst  G,  H,  Zeu{hen  *^)  ^  ohne  Beweis  Ausdruck  ge- 
geben hat.  Die  bezüglichen  Formeln  und  Sätze  sind  später  von 
KHolditch^'),  B,  Wüliamsm^^),  C.  Leudesdorf  ^^)  und  A  B,  Kempe 
aufgestellt  worden.     Sie  lauten: 

1)  Bewegen  sich  zwei  Punkte  Ä  und  B  auf  derselben  Kurve  c, 
so  ist  die  Differenz  zwischen  der  Fläche  von  c  und  der  zu  einem 
Punkt  C  der  Strecke  AB  gehörigen  Fläche  von  der  Gestalt  der  Kurve 
c  unabhängig,  und  es  ist  ihr  Wert  nAC-  CB. 


286)  Sind  p  und  p*  kongruente  und  symmetrisch  gelegene  Kurven,  so  ist 
Umfang  und  Inhalt  der  von  zwei  symmetrischen  Punkten  beschriebenen  Doppel- 
kurve von  der  Natur  von  p  unabhängig.  Vgl.  B.  Henning,  J.  f.  Math.  65  (1866), 
p.  64  und  Gigan,  Nouv.  ann.  (2)  7  (1868),  p.  462. 

287)  Vgl.  z.  B.  Ph.  Gilbert,  Brux.  Möm.  cour.  80  (1861),  p.  8. 

288)  Bull.  Sciences  math.  (2)  11  (1878),  p.  337.  Vgl.  auch  Th.  Orloff,  Mosk. 
math.  Samml.  11  (1888),  p.  467. 

289)  Die  bezüglichen  Flächeninhalte  unterscheiden  sich  von  denen  der 
Steiner'schen  Sätze  um  den  Inhalt  der  Polkurve. 

290)  Nouv.  ann.  (2)  10  (1871),  p.  90. 

291)  Lady's  and  gentlemen's  diary  for  the  year  1868. 

292)  An  elementary  treatise  in  the  integral  calculus,  London  1877,  p.  120. 
298)  Mess.  of  math.  (2)  7  (1878),  p.  125  u.  8  (1879),  p.  11. 
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2)  Sind  A,  B,  C  drei  Punkte  einer  Geraden^  so  ist  fär  jede  ge- 
schlossene Bewegung 

BC'%A  +  CÄ'^B  +  ÄB'%c  +  nBC'CA'AB  =  0.^) 

3)  Für  vier  beliebige  Punkte  Aj  B^  C,  P  besteht  die  Gleichung 
ABC .  Sp  =  BPC '  %A  +  CPA  '%B  +  APB'%c  +  ^t\, 

wo  tp  die  Potenz   von  P  filr   den  durch  ABC  gehenden  S[reis  ist. 

Wie  Kempe^^)   bemerkte,   besteht  eine  solche   Gleichung   auch 

dann,   wenn   es  n  voller  Umdrehungen  bedarf,   bis   die  Bahnkurven 

sich  schliessen.     Statt  des  Gliedes  nt\  tritt  das  Glied  f^xt\  auf;  dies 

gilt  auch,  wenn  die  Drehung  von  6  bald  positiv,  bald  negativ  ist. 
Auch  dürfen  sich  die  Bahnkurven  kreuzen;  alsdann  sind  die  einzelnen 
Flächenteile  mehrfach,  und  zwar  positiv  resp.  negativ  zu  zahlen.  Ist 
insbesondere  die  Gesamtdrehung  NuU,  so  ist 

3a)  ABC'^p  +  BCP'^A+CPA'^B  +  PAB'^c-^Q' 

Die  Steiner'schen  Sätze  können  auf  die  allgemeinste  Bewegung  von  6 
in  d'  übertragen  werden.  Kempe  ^  fand,  dass  es  einen  Kreis  k^  giebt, 
dessen  Punkten  Flächen  vom  Inhalt  NuU  entsprechen,  und  dass  die 
Flächen,  die  zu  den  Punkten  eines  mit  ihm  konzentrischen  Kreises 
gehören,  gleich  dem  n- fachen  des  zugehörigen  Kreisringes  sind,  fEdls  6 
n  volle  Umdrehungen  gemacht  hat^^.  Der  Kreis  k^  existiert  jedoch, 
wie  Ligin  bemerkte,  nicht  immer  reell  ^®);  es  giebt  aber  stets  einen 
Punkt  K  kleinster  Fläche  und  es  ist 

%P  =  %K  +  nxPK'. 

Hat  nun  die  Fläche  %k  einen  negativen  Wert,  so  ist  k^  reell. 

Sätze  wie  die  vorstehendeii  bestehen  auch  für  die  Bögen  der 
Bahnkurven  und  fOr  die  Envdoppen  der  Geraden.  Ein  Satz  Steiner*8  ^ 
lautet,  dass  wenn  p  von  einer  Geraden  g'  abrollt,  für  jeden  Punkt  A 
von  6  die  Bogenlänge  ^i^^    g^^i^^^   ^^^  entsprechenden  Bogenlänge 


294)  Eine  Verallgemeinerung  für  nicht  feste  Ä^  B^  C  giebt  E.  B.  EUiot, 
Mess.  of  math.  (2)  7  (1878),  p.  150. 

295)  Mess.  of  math.  (2)  7  (1878),  p.  166. 

296)  Mess.  of  math.  (2)  8  (1879),  p.  42.  Für  die  Übertragung  bei  nicht 
geschlossener  Bewegung  vgl.   V.  Ligin,  Bull,  sciences  math.  (2)  11  (1878),  p.  810. 

297)  Für  n  =  0  treten  statt  der  Kreise  Geraden  auf;  J.  Kleiber,  Arch.  d. 
Math.  Phys.  (2)  14  (1896),  p.  426. 

298)  So  z.  B.  niemals  im  Fall  einfacher  konvexer  Polkurven. 

299)  J.  f.  Math.  21  (1840),  p.  35.  Vgl.  auch  E.  Catalan,  Bull.  Soc.  philom. 
1868;  P.  Serret,  Nouv.  ann.  18  (1869),  p.  341.  Eine  Erweiterung  giebt  C.  La- 
fnarle,  Brux.  Bull.  (2)  4  (1868),  p.  239. 
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der  Fosspunktkurre  von  A  in  Bezug  auf  p  ist.  Mannheim  ^  hat 
ihn  auf  die  Bogenlängen  der  Enveloppen  ausgedehnt^  die  zu  be- 
liebigen Kurven  von  6  gehören.  Er  ist  auch  auf  den  Fall  ausdehn- 
bar,  dass  eine  abwickelbare  Flache  von  einer  Ebene  abrollt. 

Der  Satz,  der  die  Bogenlänge  der  von  einer  Geraden  g  umhüllten 
Enveloppe  betrifft,  stammt  von  Ribaucour^^)]  es  existiert  ein  Punkt  T, 
sodass  der  Bogen,  der  zwei  Lagen  g^  und  g^  entspricht,  gleich  dem 
Produkt  aus  (^2^1)  ^^  ^®^  Abstand  von  g  und  T  ist.  Ist  die  Be- 
wegung geschlossen,  so  fällt  nach  Darhoux  T  wieder  in  den  Erüm- 
mungsschwerpunkt  von  p', 

Da/rhoux  hat  auch  die  zu  den  Enveloppen  mehrerer  Geraden  ge- 
hörigen Bogenlängen  und  Flächeninhalte  mit  einander  verglichen,  falls 
die  Bewegung  geschlossen  ist.  Sind  S^,  5^,  S^  die  Bogenlängen,  die 
zu  den  Geraden  a,  h,  c  gehören,  so  besteht  die  Gleichung 

S^  sin  (bc)  -\-  Sf,  sin  (ca)  -\-  S^  sin  (ah)  =  0, 

während  fCU-  die  Flächen,  die  einen  Punkt  M'  mit  dem  Berührungs- 
punkt auf  g^  und  g^  verbinden,  der  Satz  gilt,  dass  die  Geraden,  ftir 
die  die  bezüglichen  Flächen  gleichen  Inhalt  haben,  je  einen  c^  einer 
konfokalen  Schar  umhüllen,  dessen  Gentrum  bei  geschlossener  Be- 
wegung in  den  Sjümmungschwerpunkt  fällt.  Für  die  Flächen,  die  zu 
vier  Geraden  gehören,  hat  Ä,  Schumann^^  bei  geschlossener  Be- 
wegung die  bezügliche  Gleichung  aufgestellt. 

E.  Duporcq  *^')  hat  Flächen  in  Betracht  gezogen,  die  von  Strecken 
ÄBj  resp.  Bögen  AB  überstrichen  werden.  Die  Seiten  eines  ge- 
schlossenen Polygons  liefern  Flächen,  deren  Summe  Null  ist,  sodass 
jede  geschlossene  Kurve  eine  Fläche  vom  Inhalt  Null  überstreicht; 
zwischen  den  Flächen,  die  zu  drei  Strecken  gehören,  besteht  wieder 
eine  lineare  Relation. 

Ein  grosser  Teil  der  vorstehenden  Sätze  gestattet  die  Ausdehnung 
auf  die  Bewegung  um  einen  Punkt,  und  auf  die  allgemeinste  räum- 
liche Bewegung  bei  einem,  wie  bei  zwei  Freiheitsgraden.  Da  die  Be- 
wegung von  sechs  Parametern  abhängt,  so  besteht  bei  zwei  Freiheits- 
graden zwischen  den  Körperstücken,  die  von  sieben  begrenzten  Ober- 
flächenteilen beschrieben  werden,  eine  lineare  Relation*^).   Da/rhoux^^) 

800}  Q4om6trie  cinämatique,  p.  524,  628,  u.  J.  äc.  poljt.  40  (1863),  p.  206. 
801}  Bull.  See.  philom.  1869,  p.  12. 
802)  Zeitschr.  f.  Math.  26  (1880),  p.  87. 
808)  J.  de  math.  (6)  1  (1896),  p.  443. 

804)  G.  Königs,  J.  de  math.  (4)  6  (1889),  p.  337.    B.  Eüiot  überträgt  Sätze 
von  Leudesdorf  und  Kempe  auf  die  Kugel,  Lond.  Math.  See.  Proc.  12  (1881),  p.  47. 
806)  Bull.  Sciences  math.  (2)  2  (1878),  p.  888. 
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hat  den  Ort  der  Punkte  bestimmt,  deren  Bahnflächen  mit  einem  Punkt 
M'  Eegelflächen  konstanten  Inhalts  bilden^. 

€•   Die  Meehanismen. 

23.  Mehrere  in  einander  bewegliolie  Ebenen.  Die  Gesetze  der 
gegenseitigen  (relativen)  Bewegung  mehrerer  Ebenen  in  einander 
bilden  die  kinematisch-geometrische  Grundlage  fQr  die  allgemeine 
Theorie  der  ebenen  Ketten  und  derjenigen  Mechanismen^  deren  Punkt- 
bahnen einer  festen  Ebene  parallel  sind  (Nr.  28). 

Sind  6,,  6^,  6^  drei  ebene  Systeme,  die  sich  irgendwie  in  einander 
bewegen,  so  liegen  die  drei  Pole  0^,  0^^,  0^  auf  einer  Gereuten^''). 
Bewegen  sich  beliebig  viele  Systeme  6^,  6^,  6^,...,  6^  in  einander, 
so  gilt  das  gleiche  ftlr  die  Pole  je  dreier  Systeme  tf,.,  6^,  6^.  Die 
Gesamtheit  aller  dieser  Pole  bildet  die  PolkonfigurcMon  ^^\  deren 
allgemeine  Gesetze  zuerst  L,  Burmester^^)  methodisch  untersucht 
hat.  Für  einzelne  Fälle  war  dies  schon  vorher  geschehen  *•).  Die 
vier  Seiten  eines  Gelenkvierecks  bilden  vier  gegen  einander  beweg- 
liche Systeme,  und  wenn  sich  das  Viereck  in  einer  ftinften  Ebene  d' 
bewegt,  so  erhält  man  einen  Fall,  der  von  E.  Philipps  ^^^)  betrachtet 
worden  ist.  Die  10  Pole  0.^  der  fünf  Ebenen  bilden  die  bekannte 
Desargties'sche  Konfiguration  10,  •^^),  was  gewöhnlich  so  ausgesprochen 
wird,  dass  das  Gelenkviereck  dem  Polviereck  eingeschrieben  ist,  das 
aus  den  Polen  der  Ebenen  6^  in  Bezug  auf  ö'  gebildet  ist'^*).  Die 
Pole  von  n  Systemen  6^  bilden  in  derselben  Weise  die  bekannte 
Konfiguration,  die  ein  ebener  Schnitt  der  Verbindungslinien  und  Ver- 
bindungsebenen von  n  Raumpunkten  ist. 

Ist  a)^^  die  zur  Bewegung  von  6^  in  6^  gehörige  momentane 
Winkelgeschwindigkeit,  so  besteht  die  Gleichung 


306)  Vgl.  auch  F.  Ä.  Hirst,  J.  f.  Math.  62  (1868),  p.  246,  wo  sich  ein  hier- 
hergehöriger Satz  über  Fusspunktfiächen  findet. 

307)  Gemäss  den  Sätzen  über  Zusammensetzung  der  Drehungen,  vgl.  Nr.  8. 

308)  Civiling.  (2)  26  (1880),  p.  248,  sowie  Kinematik,  p.  430  ff. 

309)  Vgl.  ausser  Fussn.  310  auch  T.  BiUershaua,  Civiling.  (2)  21  (1875),  p.  47 
u.  (2)  26  (1880),  p.  27  u.  283. 

310)  Ann.  des  mines  (6)  3  (1853),  p.  1.    Mannheim,  Gäomätrie  cinämatique, 
p.  77. 

311)  d.  h.  es  liegen  je  drei  Pole  auf  einer  Geraden  und  durch  jeden  Punkt 
gehen  drei  dieser  Geraden. 

312)  Ein  ähnlicher  Satz  besteht  für  jedes  Polpolygon;  vgl.  G,  Jung,  Ist. 
Lomb.  Rend.  (2)  18  (1885),  p.  337. 
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wie  aus  den  Sätzen  über  Zusammensetzung  unendlich  kleiner  Drehungen 
folgt  (IV  2,  12,  Timerding),  Eine  Relation,  die  Pole  und  Winkel- 
geschwindigkeiten aller  Systeme  mit  einander  verbindet,  hat  G.  Jung^^^) 
gegeben. 

Das  vorstehende  bildet  die  einfachste 
Quelle  für  die  doppelte  Erzeugung  der  cyTäi- 
sehen  Kurven.  Man  lasst  sie  dazu  (Fig.  5) 
durch  den  Punkt  P  eines  Parallelogramms 
SÄPB  entstehen,  dessen  Seiten  SÄ  und  SB 
sich  um  S  mit  verschiedener  Geschwindigkeit 
drehen.  Von  den  vier  sich  in  tf'  bewegenden 
Seiten  6^,  6^^  tf,,  6^  kann  man  einerseits  die 
Seiten  SÄ  und  ÄP  ins   Auge  fstösen;   dann  Fig.  6. 

liegt  der  bezügliche  Pol  0^  als  Punkt  von  tf' 

stets  auf  SÄy  andrerseits  aber  auch  die  Seiten  SB  und  JSP,  so- 
dass der  Pol  0^  stets  auf  SB  liegt.  Dies  liefert  die  beiden  ver- 
schiedenen Erzeugungen^^'). 

Die  Frage,  wie  die  Konfiguration  ^("^  durch  gewisse  Pole  ein- 
deuUg  und  konstruktiv  bestimmt  ist,  hat  L,  Burmester^^^)  erörtert.  Seine 
Methoden  sind  jedoch  unmittelbar  nur  zu  benutzen,  falls  alle  Pole 
im  Endlichen  liegen;  überdies  entspricht  sein  Ausgangspunkt  nicht 
der  allgemeinsten  Art  und  Weise,  wie  die  gegenseitige  Bewegung 
von  n  Ebenen  bestimmt  sein  kann.  Ihre  allgemeinste  Bestimmung  ge- 
schieht durch  Paare  zu  einander  gehöriger  Hüllkurven,  und  zwar  sind 
hierzu  3n  —  4  Paare  in  der  Weise  notwendig  und  hinreichend,  dass 
jeder  Ebene  6^  wenigstens  drei  Kurven  angehören.  Demgemäss  hat 
0.  Bodenberg  '^^)  als  allgemeinste  Bestimmungsstücke  der  Bewegung  die 
Nomudstrahlen  (Nr.  9)  ins  Auge  gefasst.  Durch  3n  —  4  unabhängige, 
d.  h.  solche,  von  denen  keine  drei  durch  einen  Punkt  gehen,  ist  die 
Polkonfiguration  ^("^  im  allgemeinen  eindeutig  bestimmt '^^).    Sind  nur 

318}  Diese  AuffasBong  findet  sich  der  Sache  nach  zuerst  bei  G.  Beüer- 
mann,  Epicykloiden  und  Hypocykloiden,  Berlin  1867.  Für  die  Folgerungen,  die 
hieraus  fOr  die  Klassifizienmg  fliessen,  und  för  weitere  Litteratur  vgl.  F.  Schilling, 
Zeitschr.  f.  Math.  44  (1899),  p.  37;  L.  Burmester,  Kinematik,  p.  186.  F.  Schilling 
hat  auch  eine  Sammlung  bezüglicher  Modelle  herausgegeben,  die  bei  M.  Schilling^ 
Halle  a.  S.  erschienen  sind.  Für  Modelle  der  cyklischen  Kurven  vgl.  z.  B.  auch 
TT.  Dyck,  Katalog,  p.  836  ff. 

814}  Die  Grundlage  bildet  das  Qelenkviereck  und  das  Viereck  der  Pole 
^it«  ^tt»  ^t4f  ^41*  ^^  Einzelresultat  erwähne  ich,  dass  wenn  0|„  Oj„  0^^ 
eine  Gerade  bilden,  sie  mit  0„,  0,^,  0,«  eine  Involution  bilden;  Kinematik,  p.  436. 

816)  Zeitschr.  f.  Math.  87  (1892),  p.  218. 

816)  Für  n  ^  6  braucht  also  kein  Pol  gegeben  zu  sein. 
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3n  —  5  Normalstrahlen  gegeben*^'),  so  ist  jeder  Pol  an  eine  be- 
stimmte Gerade  gebunden ;  dem  System  F^")  dieser  n  Geraden  kommen 
wichtige  Eigenschaften  zu'^^).  Mit  ihrer  Hülfe  hat  C  Bodenberg  die 
allgemeinsten  Bedingungen  aufgestellt,  die  von  der  Zahl  der  Normal- 
strahlen und  Pole  erfüllt  sein  müssen,  damit  ^"^  eindeutig  bestimmt 
ist,  und  im  Anschluss  hieran  auch  die  Bestimmung  der  ^">  kon- 
struktiv erledigt;  seine  Konstruktionen  sind  auch  dann  ausfährbar, 
wenn  gewisse  Pole  ins  Unendliche  fallen. 

Für  je  zwei  Systeme  6^,  6^  giebt  es  eine  quadratische  VenoatuU- 
Schaft  93^^^;  bei  drei  Systemen  ist  durch  zwei  Yerwandtschafben  die 
dritte  bestimmt.  Ist  Ay  Ä  ein  Punktepaar  der  einen,  A^  A!'  ein 
Punktepaar  der , andern,  so  werden  im  allgemeinen  Äj  A"  keine  ent- 
sprechenden Punkte  der  dritten  sein.  Es  kann  dies  aber  eintreten; 
derartige  Punkte  A,  A\  Ä\  die  ein  Tripel  heissen,  haben  eine  grund- 
legende Bedeutung.  Ihre  Theorie  verdankt  man  wesentlich  C.  Bodens 
berg^^^).  Ihre  kinematische  Bedeutung  ist  die,  dass  die  drei  Punkte 
A,  A\  Ä'  auch  in  zweiter  Annäherung  gegenseitigen  festen  Abstand 
besitzen.  Solcher  Tripel  giebt  es  im  allgemeinen  fünf.  Für  sie  be- 
stehen folgende  Sätze: 

1)  Auf  der  Polgeraden  existiert  ein  (uneigentliches)  Tripel;  seine 
drei  Punkte  bilden  mit  den  drei  Polen  eine  Involution;  es  ist  im  all- 
gemeinen nicht  in  zweiter  Annäherung  fest;  ist  dies  aber  der  Fall, 
so  gehen  die  drei  Polbahnentangenten  durch  einen  Punkt.  2)  Ein 
Dreieckstripel  ist  immer  reell;  giebt  es  deren  zwei,  so  gehen  die  drei 
zugehörigen  EoUineationsaxen  durch  einen  Punkt.  3)  Durch  3n — 4 
Paare  A,  A  sind  sämtliche  93^;^  im  allgemeinen  zu  bestimmen;  ebenso 
wenn  aUe  Polgeraden  und  auf  ihnen  die  bezügUchen  Tripel  gegeben  sind. 

Man  kann  auch  die  Wendepole  V^j^  in  Betracht  ziehen  und 
ihre  gegenseitige  Abhängigkeit  bestimmen.  Auf  diese  Weise  hat 
M,  Grübler  ^^)  die  Krümmungsverhaltnisse  behandelt. 

Die  vorstehende  Theorie  führt  zu  folgenden  Definitionen*^^).  Ist  die 
^N  in  jeder  Lage  eindeutig  bestimmt,  so  heisst  die  Bewegung  ewang- 
läufig.  Für  singulare  Lagen  der  ^^^^  können  sich  mehrere  Ebenen 
momentan  wie  ein  einziges  starres  System  verhalten,  sodass  sie  ein- 


S17)  Die  Kette  besitzt  dann  noch  Freiheit  zweiter  Stafe. 

318)  Über  ihre  Beziehungen  zur  Fachwerktheorie  vgl.  IV  5  a  (Henneberg). 

319)  Zeitschr.  d.  Arch.-  u.  Ing.-Vereins  36  (1890),  p.  192  u.  Civiling.  (2)  42 
(1890),  p.  665,  sowie  Zeitschr.  f.  Math.  37  (1892),  p.  239,  336  ff.  Vgl.  auch  L.  Bur- 
mester,  Techn.  Blatt.  22  (1890).  Ein  von  Bodenberg  konstruiertes  Modell  findet 
sich  bei  W.  Dyck,  Katalog,  p.  328  beschrieben. 

320)  Riga,  Industrie-Zeitung  17  (1891),  p.  61. 
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ander  nicht  zu  bewegen  yermögen.  Sie  befinden  sich  alsdann  in  einer 
Todlage  ^^).  Dies  tritt  immer  und  nur  dann  ein^  wenn  von  den 
3n  —  4  Bedingungen^  die  die  ^("^  festlegen  ^  auf  gewisse  m  Systeme 
mehr  als  3  m  —  4  fEillen,  sodass  sie  die  Starrheit  dieser  Systeme  be- 
wirken. Es  kann  aber  auch  die  ^("^  nicht  eindeutig  bestimmt  sein; 
eine  solche  Lage  heisst  nach  Bodenberg  Verzweigungslage^^),  Der 
einfachste  Fall  dieser  Art  wurde  bereits  von  Aronhold^^)  erörtert; 
er  tritt  fär  zwei  Systeme  6,  6'  ein,  wenn  die  Paare  Äy  A  und  JB,  JB^ 
in  dieselbe  Gerade  fallen.  Jeder  Doppelpunkt  ff  und  0"  der  durch 
AB^j  BA  bestimmten  Involution  kann  alsdann  Pol  sein;  ein  Fall,  der 
beim  Kurbelgetriebe  eintritt,  falls  a  +  rf  =  6  +  c  ist.  Er  bewirkt, 
daas  die  Bahnkurve  einen  „Sonderdoppdpunkif^  erhalt  (Nr.  12),  dessen 
Normalen  resp.  durch  (/  und  0"  laufen'**).  Die  Verzweigungslage 
tritt  immer  ein,  wenn  die  3n  —  4  Paare  Ä,  A,  die  die  85,.^  be- 
stimmen, auf  einer  F^"^  liegen**^).  Alsdann  giebt  es  für  je  zwei 
Systeme  tf^,  6^  im    allgemeinen  mehrere  Pole. 

Bei  drei  Systemen  <r^,  tf,,  6^  bilden  fQr  jeden  Punkt  Ä  die  Ge- 
schwindigkeiten %,  v^^,  v^^,  da  sie  Vektoren  sind,  ein  Dreieck,  die 
sechs  Geschwindigkeiten  v^^  also  ein  Sechseck  mit  parallelen  Seiten; 
wenn  daher  die  Pole  0^^  und  eine  der  Grössen  v^^  bekannt  sind,  so 
sind  die  andern  konstruierbar;  man  benutzt  dazu  entweder  die  lot- 
rechten Geschwindigkeiten'**)  oder  die  von  H.Mohr^^)  eingeführten 
Systeme  6^  (Nr.  10). 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  die  Beschleunigungen  mittelst  der 
Punkte  Ofi,  H^  und  V^^  ermitteln;  hierzu  dienende  Methoden  hat 
jD.  J.  F,  WiUenbauer  **')  gegeben.  Wie  auch  die  Winkelgeschwindig- 
keiten für  die  Bewegung  von  6^  in  6^,  resp.  von  6^  in  <r,  sich  ändern, 
so  ist,  falls  Fi2  und  V^  bekannt  sind,  F^s  an  eine  Gerade  gebunden. 
Dies  bewirkt,  dass  die  Konstruktionen  linear  möglich  sind,  sie  ver- 
einfachen sich  noch  durch  Einführung  der  G,^  und  flj.^."®) 

321)  Die  Todlage  ist  bereits  ein  dynamischer  Begriff.  Die  Bewegung  ist 
möglich,  kann  aber  von  gewissen  Gliedern  nicht  eingeleitet  werden.  Todlagen 
des  Kurbelgetriebes  berücksichtigt  eingehend  L.  AUievi  in  der  Biella  piana. 

322)  Gewöhnlich  ebenfalls  als  Todlage  bezeichnet. 

323)  Kinematische  Geometrie,  p.  140.  Die  konstruktive  Behandlung  giebt 
L.  Burmester,  Kinematik,  p.  114. 

324)  Der  Pol  des  Kurbelgetriebes  kommt  nach  0'  aus  andern  Lagen  wie 
nach  (/';  daher  die  beiden  im  Doppelpunkt  vorhandenen  Kurvenzweige. 

826)  C.  Bodenberg,  Zeitschr.  f.  Math.  37  (1892),  p.  248,  wo  sich  auch  eine 
nähere  Behandlung  für  n  =  3  findet. 

326)  SehaäwiU,  Gliedervierseit,  p.  412. 

827)  Zeitschr.  f.  Math.  32  (1887),  p.  814;  33  (1887),  p.  193;  40  (1895),  p.  91. 

828)  Vgl.  Nr.  10.* 
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24.    Die  durch  Gelenkketten  herstellbaren  Verwandtsohalten. 

Wenn  von  n  Ebenen  je  zwei  6^  nnd  6^  nnr  nm  einen  gemeinsamen 
festen  Punkt  O^j^  (Pol)  drehbar  sind^  so  bilden  sie  eine  GdeiMcette, 
und  jedes  6^  heisst  ein  Glied  ^^),  Jedes  Glied  lasst  sich  als  Strecke 
oder  Polygon  annehmen,  sodass  die  Endpunkte,  resp.  die  Eckpunkte 
die  Drehpwnkte  oder  Gelenke  abgeben.  Den  einfachsten  Typus  dieser 
Ketten   bildet   das  öelenkviereck   des  Kurbelgetriebes. 

Da  die  Bahnkurven  der  verschiedenen  Glieder  einer  Gelenkkette 
in  gewissen  verwandtschafäichen  Beziehungen^^)  stehen ,  so  kann  man**^) 
die  Gelenkketten  benutzen,  um  durch  sie  Verwandtschaften  mecha- 
nisch zu  vermitteln,  resp.  Kurven  zu  beschreiben***). 

Eine  Verwandtschaft,  die  man  schon  lange  gelenkig  zu  erzielen 
vermochte,  ist  die  der  Ähnlichkeitstransforfnation,  Der  einfachste 
Apparat,  der  dies  leistet,  ist  der  von  0.  Scheiner  ^  angegebene  Pankh 

graphy  der  (Fig.  6)  ein  Parallelogramm  AB  CD  be- 
nutzt. Werden  auf  dessen  Seiten  Punkte  P,  Q,  ü,  S 
so  angenommen,  dass  sie  auf  einer  Geraden  liegen, 
so  bleibt  dies  bei  allen  gelenkigen  Veränderungen 
bestehen.  Wird  nun  die  Bewegung  von  ABCD  in  f^ 
so  vorgeschrieben,  dass  P  festbleibt,  während  Q  eine 
Kurve  c  durchläuft,  so  durchlaufen  B  und  S  ähn- 
liche und  mit  c  ähnlich  gelegene  Kurven.  J,  J,  Syl- 
vester ^^^)  hat  erreicht,  dass  die  eine  Kurve  gegen  die  andere  um  einen 
Winkel  gedreht  liegt  (Plagiograph).  Werden  nämlich  die  Dreiecke 
BCE  ~  DFG  hinzugefügt,  so  beschreiben,  wenn  A  festgehalten  wird, 
E  und  F  die  bezüglichen  Kurven***). 

Die  schnelle  Entwickelung,  die  die  Theorie  der  Gelenkketten  er- 
fahren hat,  beruht  darauf,  dass  man  die  Verwandtschaft  der  Inversion^ 


329)  Näheres  hierüber  in  Nr.  28  u.  29. 

330)  Es  handelt  sich  um  Punktverwandtschaften  der  Ebenen  6^  und  0^. 

331)  J.  J.  Sylvester,  Conversion  of  motion,  p.  179. 

332)  /.  Neuberg,  Tiges  articulös,  giebt  eine  zusammenfassende  Darstellung 
und  viele  Litteratur, 

333)  Pantographice,  seu  ars  delineandi  res  quaslibet  per  parallelogrammum 
lineare  seu  cavum,  mechanicum,  mobile,  Eomae  1631. 

334)  Ersetzt  man  in  Fig.  3  die  Buchstaben  Ä'Ä^PÄB^B  durch  ABCBQB, 
so  geht  sie  in  die  Figur  von  Sylvester  über.  In  der  That  kann  auch  aus  dem 
Satz  von  Sylvester  die  dreifache  Erzeugung  der  Koppelkurve  gefolgert  werden; 
S.  Roberts,  Lond.  Math.  Soc.  Proc.  7  (1876),  p.  18;  ebenso  der  Satz  von  der 
Vertauschbarkeit  von  Arm  und  Koppel;  vgl.  Neuher g,  Tiges  articul^s,  p.  11. 

336)  Ist  O  ein  fester  Punkt  und  gilt  für  je  zwei  entsprechende  Punkte 
P,  P'  die  Gleichung  OP   OP'  =  const.,  so  heissen  sie  Invers  gegen  O. 


^ 
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Fig.  7. 


gelenkig  yermitteln  kann.  Diese  folgenreiche 
Entdeckung^  die  übrigens  zunächst  unbeachtet 
blieb,  geht  auf  PeauceUier^  zurück.  Sind 
(Fig.  7)  im  Viereck^  JBCD  die  Seiten^B=^D 
und  CB  =  CD,  und  wird  E  so  angenommen, 
dass  BCDE  ein  Rhombus  ist,  so  ist  ftir  alle 
Lagen  JL(7- -4.jE=  consi;  es  beschreiben  da- 
her, wenn  A  festgehalten  wird,  C  und  E 
inverse  Kurven.  Dasselbe  findet  statt,  wenn  AB  CD  ein  beliebiges 
Viereck  mit  senkrechten  Diagonalen  ist,  während  E  auf  der  Diagonale 
-4(7  so  gewählt  wird,  dass  BE  =  BC  ist;  es  be- 
ruht darauf,  dass  ein  solches  Viereck  in  allen 
Lagen  senkrechte  Diagonalen  behält  ^'^.  In  dieser 
Weise  wurde  der  Inversor  von  L,IApkin^^  ange- 
geben. Eine  einfache  Form  des  Inversors  gab 
auch  Ä  Hart  ^^,  Wird  (Fig.  8)  das  Antiparallelo- 
gramm  ABCD,  in  dem  AC  und  BD  die  parallelen  Diagonalen  sind, 
durch  eine  ihnen  parallele  Gerade  in  P,  Q,  iJ,  S  getrofiFen,  so  be- 
schreiben, wenn  P  festgehalten  wird,  Q  und 
R  inverse  Kurven.  Sylvester  hat  die  vor- 
stehenden Liversoren  ebenfalls  so  modifiziert, 
wie  den  Scheiner^aGhen  Pantographen  (Fig.  9). 
Mittelst  der  Inversoren  kann  man  eine 
genaue  Geradführung  gelenkig  erzeugen.  Wird 
an  den  Inversor  PeauceUier'a  ein  GUed  ME 
80  angefügt,  dass  ME  =  MA  ist,  und  neben  A  auch  M  festgehalten, 
so  ist  die  Kette  zwangläufig  und  während  E  auf  dem  durch  A  gehen- 
den Kreis  läuft,  beschreibt  C  ein  Stück  einer  Geraden.  Analog  kann 
man  jeden  andern  Inversor  zur  Geradführung  benutzen^. 


Fig.  8. 


Fig.  9. 


386)  Nouv.  ann.  (2)  3  (1864),  p.  344  u.  (2)  12  (1878),  p.  71. 
337)  Diese  Vierecke  spielen  hier  eine  hervorragende  Rolle.    Ihre  Bedeutung 
dürfte  zuerst  W.  Johnson  erkannt  haben,  Mess.  of  math.  (2)  6  (1874),  p.  190. 

388)  Petersburg  Bull.  16  (1871),  p.  67. 

389)  Mess.  of  math.  (2)  4  (1874),  p.  82,  116.  Vgl.  auch  Ä,  Mannheim,  ib.  (2) 
14  (1884),  p.  20. 

840)  Eine  zweite  auf  mehr  elenientarer  Grundlage  ruhende  QeradfÜhrung 
gab  HaH  in  Mess.  of  math.  (2)  5  (1874),  p.  85.  Vgl.  auch  G.Darbaux,  Bull,  sciences 
math.  (2)  3  (1879),  p.  161.  Eine  genaue  Geradführung  giebt  auch  P.  L.  Tsche- 
hyseheff,  Petersburg  M^m.  de  TAcad.  1881;  sie  ist  von  C.  Stephanos  zu  einer 
Kreisfährung  verallgemeinert  worden,  Paris  C.  R.  95  (1882),  p.  677;  femer 
Gagarine,  Paris  C.  R.  98  (1881),   ^.  711  u.  R.  Bricard,  Mathesis  (2)  4  (1894), 

p.  111. 
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Die  Möglichkeit  der  gelenkigen  Qeradführung  erzeugte  natnr- 
gemäss  die  Frage,  welche  Kurvengattangen  sich  sonst  noch  durch  G^ 
lenkketten  beschreiben  lassen  ^^).  Es  ist  J,J,  Sylvester  ^^  der  dieser 
Frage  sofort  ein  besonderes  Interesse  zuwandte  und  auf  den  die  An- 
regungen auf  diesem  Gebiet  wesentlich  zurückgehen.  Er  bemerkte, 
dass  man  erstens  die  Art  der  Verwandtschaft  mannigfach  wechseln 
kann,  je  nachdem  man  die  Fixpunkte  und  die  beschreibenden  Punkte 
in  den  durch  die  einzelnen  Glieder  gebildeten  Systemen  6^  wählt**'); 
zweitens  kann  man  durch  Kombination  einfacher  Ketten  zur  gelenkigen 
Erzeugung  immer  weiterer  Kurvenklassen  gelangen.  Wenn  nämlich 
eine  Kette  ®  einen  Punkt  Q^  von  6^  auf  der  Kurve  c  fährt,  während 
6  sich  um  0  dreht,  und  eine  Kette  (S^,  während  der  Punkt  Q^  von 
6^  die  Kurve  c  durchläuft,  einen  Punkt  jR^  von  6^  eine  Kurve  c^  be- 
schreiben lässt,  so  kann  man  &  mit  &i  so  verbinden,  dass  Q^  zwang- 
läufig die  Kurve  c  durchläuft,  während  sich  6  um  0  dreht.  Es  bildet 
daher  die  Kombination  von  @  und  @^  ein  Geäamtgelenk  ©j;  ^^ 
aus  der  Drehbewegung  von  6  resp.  der  Bewegung  eines  Punktes  auf 
einem  S[reis  die  Bewegung  von  B^  auf  q  entstehen  lässt  ^.  Ausser 
Sylvester  haben  in  dieser  Richtung  besonders  Ä,  B,  Kempe  und 
H,  Hart^  methodisch  gearbeitet;  dabei  ist  noch  das  Bestreben 
vorhanden,  mit  einer  möglichst  geringen  Zahl  von  Gliedern  aus- 
zukommen^^). Ein  besonderes  Problem  dieser  Art  behandelt 
K  Müller  '*'').    Wird  ein  Punkt  S  mit  zwei  Seiten  eines  Gelenkvier- 


341)  Mechanische  Beschreibung  der  algebraischen  Enrven  durch  sogenannte 
linecde  Mechanismen  hat  bereits  H.  Grassmatm  gelehrt. 

342)  Gonversion  of  motion,  p.  179. 

343)  Durch  den  Inversor  kann  jede  KremervoandtsdMxß  dargestellt  werden. 
Die  allgemeinste  darstellbare  Verwandtschaft  erörtert  F.  Ligin,  Nouv.  ann.  (2) 
14  (1876),  p.  534;  Tgl.  auch  F.  Bingeldey,  Diss.  Leipzig  1885.  Es  lassen  sich  auch 
anallagmatische  Kurven  erzeugen,  was  schon  Sylvester  bemerkte  und  A.  Mann- 
heim bewies,  Lond.  Math.  Soc.  Proc.  6  (1875),  p.  36.  Einen  speziellen  Fall  dieser 
Verwandtschaft  behandelt  P.  Somoff,  Warschau  Univ.-Nachr.  7  (1894). 

344)  Die  geführte  Kurve  c,  kann  einfacher  werden,  als  die  fährende  Kurve  c. 
Eine  gewisse  Kette  erzeugt  die  zu  c,  inverse  Kurve;  durch  Verbindung  mit 
einem  Inversor  erhält  man  eine  c,. 

345)  Vgl.  Mess.  of  math.  (2)  4  (1874),  p.  82  u.  (2)  7  (1877),  p.  189;  Lond. 
Math.  Soc.  Proc.  6  (1874),  p.  137;  8(1876),  p.  288;  14(1883),  p.  199.  Auch  Jloit's 
Geradfahrungen  beruhen  auf  Kombinationen  von  Peaucellier^schen  Liversoren. 
Vgl.  auch  F.  Schilling^  Zeitschr.  f.  Math.  44  (1899),  p.  214,  der  einige  einfache 
Modelle  angiebt,  die  dies  erkennen  lassen. 

346)  Auch  auf  elementarem  Wege  sind  gelenkige  Kurvenerzeugungen  ver- 
schiedenster  Art   konstruiert   worden. 

347)  Zeitschr.  f.  Math.  40  (1895),  p.  267. 
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ecks  gelenkig  yerbonden^  so  kann  man  verlangen^  dass  sich  von  seiner 
Bahnkuire  c^  ein  Kreis  oder  eine  Gerade  abspaltet.  Als  Lösung  des 
zweiten  Falls  ergiebt  sich  Ha/rfs  zweite  Geradfährung,  die  Lösung 
des  ersten  bilden  übergeschlossene  Mechanismen  (Nr.  25)  ^. 

Eine  Fragestellung  besonderer  Art,  die  auf  J,  Kleiber  ***)  zurück- 
geht, ist  folgende.  Man  kann  den  Pantographen  Scheiner's  so  auf- 
fassen, dass  er  zu  einem  Punkt  Q  den  Punkt  B  konstruiert,  der 
durch  die  Gleichung  PR  =  kPQ  bestimmt  ist.  In  Verallgemeinerung 
hiervon  kann  man  die  Pantographen  auch  so  benutzen  und  mannigfach 
kombinieren,  dass  sie  einen  der  Gleichung  PR  =  2JX^PQ^  genügenden 
Punkt  konstruieren  (für  UX-  =  1).  Man  kann  auch  zu  räumlichen 
Ketten  dieser  Struktur  gelangen,  und  sie  zur  Konstruktion  affiner 
und  kollinearer  Kurven  benutzen*^).  Alle  diese  Apparate  zeigen  die 
Eigenschaft,  dass  bei  den  durch  sie  möglichen  Umformungen  gewisse 
analytische  Relationen  invariant  bleiben,  nämlich  diejenigen,  die  den 
affinen  Charakter  der  bezüglichen  Kurven  ausdrücken.  Dies  fiihrt 
nun  zu  der  Frage,  die  kinematische  Bedeutung  anderer  algebraischer 
Umformungen  anzugeben,  bei  denen  gewisse  Relationen  invariant 
bleiben  und  umgekehrt,  und  zu  sehen,  ob  und  wie  sie  sich  durch 
Kombination  von  Gelenkketten  realisieren  lassen.  Auch  diese  Frage 
hat  Kleiber^^)  in  einzelnen  Fällen  behandelt. 

Gelenkketten  sind  auch  für  analytische  Tkoecke  konstruiert  worden. 
Schon  in  seinen  ersten  Arbeiten  gab  Sylvester  ^^)  eine  solche  zur 
Ausziehung  der  Quadratwurzel  (Extractor)]  St.  Loup^^)  konstruierte 
eine  Kette  zur  Auflösimg  der  Gleichungen  dritten  Grades;  kürzlich 
gab  A.  Emch  '^)  Gelenkketten  zur  Auswertung  elliptischer  Integrale. 

Für  den  praktischen  Wert  dieser  Ketten  kommen  die  Geschwin- 
digkeitsverhältnisse  in  Betracht  (Nr.  10);  diese  haben  F.  Liffin  und 


348)  Einen  Apparat  zur  Beschreibung  eines  sphärischen  c,  giebt  H.  Hart, 
Lond.  Math.  Soc.  Proc,  6  (1874),  p.  186. 

849)  Arch.  d.  Math.  Phys.  (2)  14  (1896),  p.  432.  Modelle,  die  diese  Ketten 
und  ihren  Znsammenhang  mit  den  Pantographen  und  Plagiographen  Sylvester^B 
illostrieren,  sind  bei  W.  Byck,  Katalog,  p.  318  ff.  nähe%  beschrieb'en.  Vgl.  auch 
die  ähnlichen  Zwecken  dienenden  Apparate  von  P.  Somoff,  Fussn.  447. 

350)  Die  ersten  Ketten  für  kollineare  Kurven  gab  ebenfalls  Hart,  Lond. 
Math.  Soc.  Proc.  8  (1877),  p.  286.  Vgl.  auch  H  G.  Zeuthen,  Tidskr.  for  Math. 
(4)  1  (1877),  p.  161. 

361)  Zeitschr.  f.  Math.  41  (1896),  p.  176,  233,  281. 

352)  Eine  Vereinfachung  gab  W.  Johnson,  Mess.  of  math.  (2)  5  (1876),  p.  159. 

353)  Paris  C.  R.  79  (1874),  p.  1823. 

354)  Ann.  of  math.  (2)  1  (1900),  p.  81.  F.  T,  Freeland  giebt  eine  Kette,  die  oi 
fSr  rationales  m  darstellt,  Amer.  J.  of  math.  3  (1881),  p.  316. 
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M.  cFOcagne  behandelt*^);  in  neuester  Zeit  eingehend  auch  Ä.  Ciappi  "^*). 
Eine  graphische  Konstruktion  der  Werte  von  v  und  q>  giebt  Ä  Mohr  ^*). 

25.  Die  Untersuclinngen  von  A.  B.  Kempe^*)  nnd  die  über- 
geBOhloBBenen  Ketten.  A,  B.  Kempe  ging  davon  aus^  dass  zwischen 
den  Cosinus  der  Gegenwinkel  eines  Vierecks  eine  lineare  Relation 
besteht.  Kombiniert  man  zwei  ähnliche  Vierecke  gelenkige  und  nimmt 
auf  zwei  entsprechenden  Seiten  zwei  entsprechende  Punkte  P  und  P^ 
an,  so  gelangt  man  zu  einer  Relation^  die  nur  die  Seiten  und  einen 
(von  P  abhängigen)  Parameter  enthalt.  Wird  nun  dieser  Relation 
z.  B.  noch  die  Bedingung  hinzugefügt^  dass  der  Abstand  eines  Punktes 
der  Kette  von  einer  festen  Geraden  konstant  sein  soll,  so  gdangt 
man  auf  diese  Weise  zu  einer  Reihe  von  GeradfÜhrungeU;  die  die- 
jenigen von  Peaucellier  und  Hariy  sowie  andere  von  Kempe  selbst 
angegebene  als  Spezialfälle  liefern. 

Man  verdankt  Kempe^'^  weiter  den  Satz,  dass  jede  algd^raische 
Kurve  durch  eine  Gelenkkette  beschrieben  werden  kann.  Der  Beweis 
dieses  Satzes  beruht  erstens  darauf,  dass  man  einen  Punkt  gelenkig 
auf  einer  Geraden  führen  kann  und  zweitens  auf  der  Existenz  der 
folgenden,  ebenfalls  von  Kempe  angegebenen  Ketten:  einer,  die  eine 
Schiebung  bewirkt,  sodass  sie  einen  Punkt  Q  eine  zu  P  kongruente 
Kurve  beschreiben  lässt  (Translator),  einer  zweiten,  die  die  Verdoppe- 
lung der  Winkel  bewirkt,  sodass  wenn  P  auf  seiner  Kurve  mit  einer 
festen  Geraden  OX  einen  Winkel  POX==(p  bildet,  Q  auf  einer 
Kurve  so  geführt  wird,  dass  QOX  =  2q)  ist  (Multiplikator),  endlich 
einer  dritten,  die  in  ähnlicher  Weise  die  Addition  oder  Subtraktion 
von  Winkeln  bewirkt  (Additor  und  Soustractor)^,  Kempe  hat  be- 
reits darauf  hingewiesen,  dass  diese  Ideen  auf  den  Baum  übertrag- 
bar sind.  Die  Ausführung  hat  6?.  Königs  ^^^)  gegeben,  und  da  man 
im  Raum  einen  Punkt  gelenkig  auf  einer  Ebene  führen  kann  (Nr.  21), 
so  kann  man  jede  algebraische  Bahnfläche  gelenkig  konstruieren. 

Weitere  Untersuchungen  von  Ketnpe  betreffen  die  Theorie  der 
iibergeschhssenen  Ketten.  Wenn  es  bei  einer  zwangläufigen  Kette 
Punkte  P,  Q  giebt,  deren  Abstand  bei  der  Bewegung  konstant  bleibt, 

365)  Nouv.  ann.  (2)  20  (1881),  p.  466;  (3)  1  (1882),  p.  168;  (3)  3  (1884),  p.  199. 

366)  Sie  finden  sich  zusammengestellt  in  Kempe,  Straight  line.  Modelle 
der  bezüglichen  Apparate  erörtert  auch  W.  Dyck,  Katalog,  p.  316. 

367)  Lond.  Math.  Soc.  Proc.  7  (1876),  p.  213  und  Straight  line,  p.  33  ff. 
358)  Man  kann  auch  bewirken,  dass  ein  Punkt  eine  Kurve  beschreibt,  die 

zu  einer  andern  bezüglich  einer  Oeraden  symmetrisch  liegt  (Eeversar). 

369)  Paris  C.  R.  120  (1896),  p.  861.  Jede  einem  System  27  auferlegte  alge- 
braische Bedingung  ist  sogar  gelenkig  ausführbar,  ib.  120  (1895),  p.  981. 
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80  kann  man  die  Kette  durch  Einfügung  eines  Gliedes  PQ  zu  einer 
übergesddossenen  zwangläufigen  Kette  machen;  ebenso  kann  es  möglich 
sein,  ganze  Gelenkketten  so  einzufügen,  dass  sich  ühergeschlossene 
Ketten  ergeben '•®).  Das  einfachste  Beispiel  liefert  ein  Parallelo- 
gramm, das  Punktepaare  konstanten  Abstandes  in  Menge  darbietet. 
Übergeschlossene  Ketten  hat  Kempe  zunächst  für  ein  öelenkriereck 
AB  CD  bestimmt.  Sind  a,  &,  c,  d  seine  Seiten  und  nimmt  man  je 
einen  Punkt  A\  B,  C\  Tf  resp.  mit  a,  6,  c,  d  fest  verbunden  an, 
so  erhält  man  ein  neues  Viereck,  imd  nun  stellt  sich  Kempe^^) 
die  Aufgabe,  dies  so  zu  thun,  dass  für  beide  Vierecke  die  gleichen 
Relationen  bestehen.  Ist  dies  der  Fall,  so  kann  durch  beide  die 
gleiche  zwangläufige  Bewegung  vermittelt  werden  und  man  erhält 
eine  übergeschlossene  Kette.  Hierher  gehört  z.  B.  der  Pantograph 
Sylvester' B  und  seine  Umformung  des  fiarf  sehen  Inversors***)  (Fig.  9). 

Eine  analytiscJie  Studie  dieser  Ketten  hat  G.  Darboux^^)  ge- 
liefert gemäss  folgender  Überl^ung.  Wenn  von  den  Relationen 
zwischen  den  Parametern  eines  polygonalen  Streckensystems  einige 
in  Identitäten  übergehen^  so  können  die  übrigbleibenden  Gleichungen 
durch  unendlich  viele  Werte  der  Parameter  be&iedigt  werden;  durch 
solche  Werte  wird  eine  bewegliche  übergeschlossene  Kette  geliefert. 
L.  Burmester^  hat  folgende  Sätze  abgeleitet.  Wird  ein  Punkt  P 
mit  je  einem  Punkt  A^,  B^,  C^,  Dj  einer  Seite  deö*  Vierecks  ABCD 
verbunden,  und  sucht  man  die  Bedingung  der  Beweglichkeit,  so 
müssen  A^,  B^,  C^,  B^  auf  einem  Kreise  liegen;  P  ist  Brennpnmkt 
eines  ABCD  eingeschriebenen  c^  und  bleibt  bei  der  Bewegung  immer 
wieder  ein  solcher  Brennpunkt,  sodass  die  Punkte  P  eine  Fokalkurve 
bilden.  Werden  mehrere  Punkte  P  so  bestimmt,  dass  sie  mit  allen 
zugehörigen  Gelenken  eine  übergeschlossene  Kette  bilden,  so  ergeben 
sich  die  Ketten  von  Kempe,  resp.  eine  noch  allgemeinere  Klasse  ^^). 

Eine  einfache  Erklärung  gewisser  übergeschlossener  Ketten  hat 
J.  Kleiber^   gegeben;    sie   beruht   auf  dem   Satz   von    Clifford^^^), 

360)  Vgl.  über  diese  Ketten  auch  Nr.  29. 

861)  Lond.  Math.  Soc.  Proc.  9  (1878),  p.  183. 

362)  Die  Ecken  der  über  AB,  BC,  CD,  DA  konstruierten  Dreiecke  bilden 
hier  stets  ein  Parallelogramm. 

868)  Bull.  Sciences  math.  (2)  3  (1879),  p.  151. 

364)  Zeitschr.  f.  Math.  38  (1893),  p.  198. 

366)  Hieraus  folgt,  dass  die  Eoppelkurve  nicht  nur  auf  drei,  sondern  auf 
oo^  Arten  durch  übergeschlossene  Mechanismen  erzeugbar  ist;  J.  Kleiber,  Zeitschr. 
f.  Math.  86  (1891),  p.  296.  Modelle  zu  diesen  Mechanismen  erörtert  W.Dyck, 
Katalog,  p.  881. 

366)  Zeitschr.  f.  Math.  36  (1891),  p.  296,  328;  41  (1896),  p.  179. 
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dass  wenn  man  durch  das  Innere  eines  Dreiecks  Parallelen  zu  zwei 
Seiten  zieht,  bei  allen  gelenkigen  Umformungen  das  Dreieck  der 
Ecken  sich  ähnlich  bleibt  und  die  Verhältnisse  der  Seiten  konstant. 
Diese  Anordnung  gestattet  auch  jede  durch  Schiebung  erfolgende 
Umordnung.  Mittelst  dieser  Umordnungen  gelangt  man  in  einfacher 
Weise  zu  den  bekannten  und  zu  neuen  übergeschlossenen  Ketten ,  in 
die  Dreiecke  und  Parallelogramme  eingehen. 

26.  Belative  Bewegung^.  Bewegt  sich  ein  Gebilde  27  in  2^y 
wahrend  ein  Punkt  Ä  in  Z  eine  Eigenbewegung  ausf&hrt,  so  heisst 
diese  seine  rdative  Bewegung  bezüglich  £,  Seine  Bewegung  in  Bezug 
auf  £'  heisst  absolute  Bewegung;  diejenige  Bewegung^  die  JL  als  un- 
Teranderlicher  Punkt  von  27  in  27^  haben  würde,  seine  Führungs- 
bewegung.  Diese  Begriffe  finden  besonders  auch  dann  Anwendung, 
wenn  Gebilde  bestimmter  geometrischer  Eigenschaft  in  27  mit  der 
Zeit  wechseln,  wie  z.  B.  der  Pol  auf  der  Polkurve,  die  Momentan- 
axe  auf  dem  Axenkegel  und  der  Axenflache,  der  Schnittpunkt  oder 
Berührungspunkt  zweier  beweglichen  Kurven  auf  ihnen  u.  s.  w.  Die 
nämlichen  Bezeichnungen  gelten  für  Geschwindigkeiten  und  Beschleu- 
nigungen jeder  Art  und  jeder  Ordnung '•^. 

Grundlegend  ist  hier  der  Satz,  dass  sich  die  absolute  Geschwin- 
digkeit V,   die  relative  Vr  und   die  Führongsgeschwindigkeit  ty  wie 

Vektoren  verhalten;   d.  L  es   ist  v  =  v^  -\-  Vy]   fOr  ein  in  27  festes 
Axensystem  x,  y,  z  bestehen  daher  die  Gleichungen 


(1) 


«^,  =  5  +  9^^  — ^y  + jf; 

«^,  =  ^  +  ^a;  — p^-f  j^, 


Für   die  Besddeunigtingen  gilt  ein  solcher  Satz   nur,   wenn   die 
Fühnmgsbewegung   in  einer  Translaiion  besteht,   sei  es  längs  einer 


367)  Innerhalb  der  Kinematik  kommt  die  relative  Bewegung  wesentlich  fOr 
die  Theorie  der  Zahnräder  und  der  allgemeinen  Mechanismen  in  Betracht 
(Nr.  28  u.  27).     Weiteres  über  sie  in  IV  6. 

368)  Ist  a  das  ßogenelement  der  Polkurve,  so  wird  die  relative  Geschwin- 
digkeit da:  dt  ==  u  Wechselgeschwindigktü  des  Pols  genannt.  Bei  der  Drehung 
um  einen  festen  Punkt  heisst  die  relative  Geschwindigkeit  daidt  =^  ^  die 
Wechselgeschwindigkeit  der  3lomentanaxe,  wenn  <r  der  Bogen  ist,  den  der  Azen- 
kegel  auf  der  Einheitskugel  erzeugt.  Für  die  allgemeinste  Bewegung  giebt  es 
zwei  analoge  Komponenten  u^^de-.dt,  tp  =  da:dt,  wo  de  das  Element  des  kür- 
zesten Abstandes  für  zwei  Erzeugende  ist. 
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Geraden  oder  längs  einer  Kurve.  Da  man  nun  die  Bewegung  von  £ 
in  die  Bewegung  eines  Punktes  0  und  eine  Drehung  um  0  zerlegen 
kann,  so  kann  man  die  Untersuchung  der  relativen  Beschleunigung  auf 
den  Fall  der  Drehung  um  einen  Punkt  beschränken. 

Die  Sätze  über  die  relative  Beschleunigung  knüpfen  sich  an  den 
Namen  von  Cr.  Coriolis^^^.  Bei  dem  Problem,  die  dynamischen  Glei- 
chung^ der  relativen  Bewegung  analytisch  aufzustellen;  fand  er  für 
die  Beschleunigungen  die  Formel 

wo  g>  die  von  der  wirkenden  Ejafb  herrührende  Beschleunigung  dar- 
stellt, q>y  derjenigen  Kraft  entspricht,  die  der  Bewegung  von  £  in 
JS'  äquivalent  ist,  und  <p^^=2a)Vy  sin(a,  v^)  normal  zur  Momentanaxe  a 
und  zu  v^  ist  und  als  Coriolis'sche  Beschleunigung  bezeichnet  wird^^®). 
Sie  stellt  die  doppelte  Geschwindigkeit  dar,  mit  der  der  Endpunkt  F^ 
des  Vektors  OV^=^v^  um  a  rotiert '^^).  Das  obige  Resultat  ist  seit- 
dem vielfach  abgeleitet  worden,  wesentlich  durch  drei  verschiedene 
Methoden,  eine  geometrisch  differentielle,  eine  analytische  und  eine 
vektorielle^''^.  Die  letztgenannten  haben  den  Vorzug,  dass  sie  auf 
jedes  9^"^  ausdehnbar  sind.  Wird  v  von  0  aus  als  Vektor  OV  ab- 
getragen, so  ist  (Nr.  10)  9  die  Geschwindigkeit  von  V  und  aus  (1) 
folgt  sofort 

aus  dieser  von  E,  JBcur '''')  gefundenen  Formel  kann  die  Zerlegung  von 
fp  in  9>^,  9>y  und  q)^  durch  Umformung  leicht  abgeleitet  werden.  Die 
Verallgemeinerung  dieser  Formel  auf  y^**^  gab  Ph.  Gilbert  ^'^*)j  nämlich 
die  Gleichung 

869)  J.  6c.  polyt.  21  (1882),  p.  268;  24  (1836),  p.  146.    Näheres  in  IV  6. 

370)  i^.  Crilbert  giebt  auf  Grund  dieses  Satzes  Konstruktionen  für  Erüm- 
mungscentra  der  Bahnkurven  der  relativen  Bewegung,  Brax.  Ann.  Soc.  scientif. 
SB  (1879),  p.  81. 

871)  Die  zugehörige  Kraft,  auf  den  Punkt  V^  bezogen,  stellt  nach  G.  Coriolia 
das  Analogon  der  Centrifagalkraft  f^  die  Rotation  dar. 

872)  In  dieser  Weise  leitete  zuerst  B.  de  St.  Venant  die  Formeln  für  v 
und  9  ab,  und  zwar  mittelst  der  symbolischen  Gleichung  D  «s  D^  -f-  D  an- 
gewandt auf  einen  beliebigen  Vektor,  Paris  C.  R.  21  (1846),  p.  623  (vgl.  Nr.  7). 
J.  POersen,  Kinematik,  p.  11,  87,  setzt  x^f(ti^tj^\  S^==9(t|,  <i),  ^  =  '^(^1^)1 
sodass  t^  OB  const.  resp.  t,  »=  consi  die  relative  und  die  Führongsbewegong  defi- 
nieren, und  erhält  die  Formeln  für  absolute  Bewegung  bei  variablem  t,  und  t^. 

878)  J.  de  math.  (2)  8  (1868),  p.  1.  Die  Leistung  von  Bour  besteht  vor- 
nehmlich in  der  Einführung  vereinfachender  analytischer  Hülfsgrössen. 

874)  J.  de  math.  (4)  4  (1888),  p.  466,  wo  sich  die  obige  Ableitung  findet. 
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er  hat  sie  auch  benutzt,  um  im  Fall  der  Bewegung  eines  einzelnen 
Punktes  die  Komponenten  von  tp^^"^  f&r  solche  Koordinatensysteme 
aufzustellen,  die  von  Punkt  zu  Punkt  wechseln,  insbesondere  zur  Ab- 
leitung der  Gleichungen  von  Nr.  10.  Eine  allgemeine  Formel,  die 
nicht  Rekursionsformel  ist,  gab  J.  Somoff^'^^)  auf  dem  Wege  vekto- 
rieller  Differenziation;  nach  ihm  ist 

Dreht  sich  S  um  den  in  £'  festen  Punkt  0,  während  sich  in  £ 
ein  System  5  um  0  dreht,  so  gilt  auch  für  die  Winkelgeschtoindigkeü 
der  relativen  und  absoluten  resp.  zusammengesetzten  Bewegung  Yon  8 
in  £  und  £'  und  der  Führungsbewegung  ton  2]  in  2J\  dass  sie  sich 
wie  Vektoren  verhalten;  d.  h.  es  ist  o  =  o^  +  cay.  Da  wieder  X  die 
Geschwindigkeit  des  Endpunktes  U  des  Vektors  0  CT  =  o  ist,  so  lassen 
sich  die  Formeln  für  A  und  l^**^  ebenfalls  nach  der  oben  befolgten 
vektoriellen  Methode  ableiten.  Wird  in  5  ein  System  XYZ  an- 
genommen, so  bestehen  für  die  Komponenten  nach  diesen  Axen  die 

Gleichungen 

dp  ^P         ^P/ 

und  es  ist  wiederum 

A  =  A^  -}"  ^/     1     ^c  ; 

wo  l^  eine  analoge  Bedeutung  hat,  wie  oben  (p^.  Diese  Formeln  hat 
bereits  H.  BesaV^^)  gegeben;  ihre  Ausdehnung  auf  A^**)  ist  durch 
PA.  Gilbert^'''')  geleistet  worden.  Ebenso  verdankt  man  ihm  Formeln, 
die  die  Beziehungen  zwischen  y^*»)  und  A^**^  zum  Ausdruck  bringen. 
G.  Königs^'*^)  hat  mittelst  der  vorstehenden  Sätze  Kurven  bestimmt^ 
die  bei  räumlicher  Bewegung  eine  HüMurt;^  besitzen,  indem  er  näm- 

876)  Kinematik,  p.  394  u.  Petersburg  Mäm.  de  TAcad.  9  (1866).  Vgl.  auch 
M.  Levy,  Paris  C.  R.  86  (1878),  p.  1068;  Ph.  GilbeH,  ib.,  p.  1390  u.  Accälära- 
tions  18,  p.  252,  wo  sich  eine  umfassende  Zusammenstellung  ähnlicher  Formeln 
findet;  Ä.Laisant,  Paris  C.  R.  87  (1878),  p.  204;  G.  Castellano,  Riv.  di  mat.  2 
(1889),  p.  19. 

376)  Cinämatique,  p.  266.  Die  obige  Ableitung  gab  Gilbert,  Paris  C.  R. 
103  (1886),  p.  1248. 

377)  Accdl^rations  18,  p.  263  ff. 

378)  Paris  C.  R.  119  (1894),  p.  897.    Vgl.  auch  Cin^matique,  p.  306. 
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lieh  den  Ort  eines  Punktes  sucht^  fOr  den  v^  und  v^  in  dieselbe  Ge- 
rade fallen.  Die  Aufgabe  fährt  auf  Quadraturen;  die  Kurven  sind 
überdies  unabhängig  von  der  Axenfläche  von  2J\ 

27«  Zahnräder  und  verwandte  Meohanismen.  Zahnräder  dienen 
im  allgemeinen  zur  Übeiiragung  gleichmässiger  Drehungen  von  einer 
Axe  oder  WeUe  auf  eine  andere''^).  Die  Übertragung  erfolgt  durch 
die  bei  der  g^enseitigen  Bewegung  ins  Spiel  tretenden  Druck-  und 
Beibungskräfte,  Je  nachdem  die  Axen  parallel  sind^  sich  schneiden 
oder  windschief  liegen^  heissen  die  Räder  cylindrisch,  konisch  oder 
räumlich  resp.  hyperboloidisch.  Eine  Darstellung  ihrer  allgemeinen 
kinematischen  Gesetze  hat  Th,  Olivier^  gegeben.  Sind  o  und  6  die 
Axen^  O^  und  <Z>^  die  Oberflächen  zweier  mit  ihnen  verbundenen  Zähne 
und  U^  resp.  Uf,  die  Systeme,  denen  O^  und  <Z>^  angehören,  so  findet 
die  drehende  Bewegung  um  a  und  b  so  statt,  dass  O^  und  0^  ein- 
ander stets  berühren,  also  HuHflächenpaare  für  die  relative  Bewegung 
von  S^  gegen  2?^  sind^^). 

Ist  Z  das  System,  in  dem  die  Bewegung  von  27^  und  21*^  erfolgt, 
80  erhält  man  Flächenpaare  <X>^  und  <Z>^  erstens  so,  dass  man  sich  Z^ 
fest  denkt.  Alsdann  liefert  jede  Fläche  <2>^  eine  zugehörige  Hüllfläche  O^ 
in  27^;  dabei  bilden  die  auf  <X>^  liegenden  Charakteristiken  von  0^  die 
momentanen  Berührungslinien.  Man  kann  aber  auch  in  2J  eine  Fläche  O 
beliebig  nehmen  und  die  Hüllflächen  bestimmen,  die  zu  ihr  für  die  Be- 
wegung von  2]^m  £  und  von  Z*^  in  27  gehören,  so  bilden  auch  sie  ein 
Paar  <X>^,  <Z>^.  Auf  <Z>  entstehen  dann  im  allgemeinen  zwei  verschiedene 
Scharen  von  Charakteristiken  k^  resp.  kf,.  Diese  Darstellung  liefert 
unmittelbar  die  zwei  Zahnrädertypen,  die  Olivier  unterschieden  hat. 
Falls  jede  Charakteristik  k^  mit  der  entsprechenden  kf,  nur  einen 
Punkt  gemein  hat,  so  berühren  sich  auch  O^  und  0^  nur  in  einem 
Punkt  und  die  Räder  heissen  nach  Olivier  Präjsisionsräder^.  Wenn 
dagegen  k^  und  kf,  ganze  Kurventeile  gemein  haben,  so  berühren  sich 
auch  O^  und  Of,  in  Kurven;  die  Räder  eignen  sich  daher  zur  Kraft- 
übertragung und  heissen  Krafträder^.    Eine  Unterscheidung  anderer 


379)  Die  Übertragung  kann  übrigens  auch  so  erfolgen,  dass  die  Drehungen 
nicht  gleichmässig  sind,  vgl.  Fussnote  390.  Für  Modelle  vgl.  z.  B.  W.  Dyck, 
Katalog,  p.  344. 

380)  Engrenages,  p.  4  ff.  Vgl.  G.  Gautero,  Bologna  Mem.  (4)  1  (1880),  p.  203. 
Die  aUgemeine  Theorie  ist  über  die  Arbeiten  von  Olivier  nicht  hinausgekommen. 
Ich  habe  daher  im  Text  die  von  ihm  herrührende  Einteilung  in  Präziaionaräder 
und  Krafträder  beibehalten,  obwohl  diese  Namen  in  neuerer  Zeit  nicht  mehr 
geläufig  sind.  Man  spricht  statt  dessen  von  PiMiA^^rerzahnung  und  Linien- 
Verzahnung. 
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Art  knüpft  an  die  Art  der  relativen  Bewegung  von  2J^  gegen  ^  an^ 
die  entweder  in  einem  blossen  BoUen  oder  in  einem  BoUen  nAst 
Gleiten  besteht  ^^). 

Sind  die  Räder  cylindrischy  o^  und  (d^  die  zugehörigen  Winkel- 
geschwindigkeiten^ und  konstruiert  man  in  einer  Ebene  <y^  die  zu  a 
und  h  senkrecht  ist^  Kreise^  sodass  (>^ :  ()^  =  o^ :  cd^  ist,  so  stellen 
diese  Kreise  die  Polkurven  fiir  die  Bewegung  von  6^  gegen  <y^  dar 
(BoUkreise),  Sind  auch  die  Zähne  cylindrischy  so  reduziert  sich  die 
Theorie  auf  den  Fall  ebener  Zahnräder*®*). 

Hier  kommt  zunächst  die  Frage  in  Betracht^  wie  man  für  eine 
beliebige  ebene  Bewegung  Hüllkurvenpaare  q)^  und  9^  graphisch  an- 
genähert finden  kann.  J,  V.  Poncdet  ^  hat  zu  diesem  Zweck  die 
einem  beweglichen  System  6^  angehörige  Kurve  y^  als  Enveloppe 
von  Kreisen^  insbesondere  von  Krümmungskreisen  betrachtet,  die 
Lagen  dieser  Kreise  in  der  festen  Ebene  6^  bestimmt  und  dann 
wieder  deren  Enveloppe  gezeichnet.  Grösseren  Nutzen  ge^^Uirt  ein 
von  Ch.  E,  L.  Camus  *^)  eingeführter  Kunstgriff,  der  die  Bestimmung 
der  Hüllbahn  9)^  zu  9)^  auf  die  Bestimmung  einer  Bahnkurve  zurück- 
führt. Ist  nämlich  p  diejenige  Polbahn,  durch  deren  Abrollen  von  p^ 
in  <y^  die  Kurve  (p^  als  Bahnkurve  eines  Punktes  A  entsteht,  so  be- 
schreibt A  beim  Abrollen  der  Kurve  p  von  p^  in  <y^  die  Kurve  y^ 
als  Bahnkurve»»).  Nimmt  man  nnn  p  beUebig,  so  erhält  man 
in  den  Bahnkurven  q>^  und  y^  desselben  Punktes  von  6  in  6^  und  <y^ 
stets  ein  Paar  entsprechender  Hüllkurven. 

In  der  Theorie  der  Zahnräder  sind  die  Kurven  p^  und  Pf,  Kreise, 
man  kann  dann  auch  p  als  Kreis  nehmen  und  findet  (p^  und  9^  als 
cyklische  Kurven'®*);  in  dieser  Weise  gelangt  man  zur  CyMoidefh 
Verzahnung,    Die  Triebstochoerzahnung  beruht  darauf,   dass  wenn  q>^ 


381)  Eine  Übersicht  giebt  F.  lAgin,  Nouv.  ann.  (2)  18  (1874),  p.  497.  Eine 
andere  Unterscheidung  der  Bewegungsart  giebt  F.  Grashof,  Maschinenlehre  2,  p.  235. 

382)  Der  Ort  der  Berührungspunkte  von  9^  und  9^  in  <r  heisst  in  diesem 
Fall  nach  Beuleaux  Eingriffskurve.  Sie  ist  wichtig  für  die  Auswahl  solcher 
Stücke  entsprechender  Kurven  <p^  und  9^,  die  man  zur  Konstruktion  der  mate- 
riellen Räder  benutzen  kann. 

383)  Seit  1827;  vgl.  H.  Besäl,  Cindmatique,  p.  125. 

384)  Paris,  M^m.  de  l'Acad.  1733,  p.  117. 

886)  p  heisst  bei  Beukaux  Nebenpolbahn.  Die  drei  Pole  0^,  0^  und  O^^ 
fallen  dauernd  zusammen.  Das  Kurvenstück  9^  muss  so  gewählt  werden,  dass 
seine  Normalen  p^  treffen.  Geschieht  dies  unter  konstantem  Winkel,  so  ist 
9^  eine  Parallelkurve  zu  p^. 

386)  Bereits  von  de  la  Hire  gekannt,  Paris,  M^m.  de  TAcad.  9  (1694),  p.  841. 
Vgl.  auch  L.  Euler,  Petersburg  Abh.  6  (1754),  p.  299. 


^^ 
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und  9^  entsprechende  Hüllkorven  sind^  dies  auch  für  zwei  Parallel- 
kurren  q>^  und  q>^  von  ihnen  gilt,  die  sich  je  in  einem  Punkt  der 
gemeinsamen  Normale  von  9^  und  9)^  berühren.  Insbesondere  kann 
man  9^  als  Punkt  wählen  und  erhält  q>^  als  Exeis  und  9/  als 
Parallelkurve  einer  cyklischen  Kurve.  Die  EvolventenverzaJmung^'^) 
entsteht^  falls  man  eine  durch  den  Pol  0  gehende  Oerade  p  als  Pol- 
bahn von  6  und  zwei  zu  p^  und  j>^  konzentrische  Kreise,  die  p  be- 
rühren, als  Polkurven  p^  und  p^  von  6^  und  <y^  gegen  6  wählt. 
Nimmt  man  dann  A  auf  p  beliebig,  so  bilden  die  zu  p^  und  p^  ge- 
hörigen Kreisevolventen  ein  Hüllpaar  ^^^  9)^.  Diese  drei  FäUe  stellen  die 
hauptsächlichsten  Typen  der  ebenen  Zahnräderprofile  dar^®®).  Praktisch 
kommt  dabei  noch  der  Gesichtspunkt  in  Betracht,  den  Winkel  der 
gemeinsamen  Normale  von  <p^  und  9^  mit  der  Polkurvennormale 
möglichst  gross  zu  machen,  weil  hiervon  die  Grösse  der  gleitenden 
Reibung  und  des  gegenseitigen  Druckes  und  damit  die  Triebkraft  der 
Bäder  in  erster  Linie  abhängt. 

Allgemeinere  Probleme  über  ebene  Zahnräder  haben  kürzlich 
K  Ddassus  und  M,  Disteli  behandelt.  Delassus^^)  geht  von  der  Be- 
wegung dreier  beUebigen  Ebenen  ö^,  6„  6  gegen  einander  aus  und 
fragt  nach  solchen  Punkten  Ä  von  <y,  deren  in  6^  resp.  6f,  liegende 
Bahnkurven  ein  Hüllkurvenpaar  für  die  Bewegung  von  <y^  gegen  öf, 
darstellen.  Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  ist,  dass  Ä 
auf  der  Polgeraden  0^  Of,  liegen  muss.  Fallen  nun  die  Pole  0^,  0^  und 
0^^  stets  zusammen,  so  hat  jeder  Punkt  von  6  diese  Eigenschaft;;  als 
Zahnräder  ergeben  sich  zwei  Polkurven  p^  und  p^,  die  sich  ohne 
Gleitung  gegen  einander  bewegen.  Sie  liefern  die  sogenannten  utir 
runden  Räder,  bei  denen  die  Drehungen  nicht  mit  gleichmässiger 
Geschwindigkeit  erfolgen  ^^).  Fallen  die  Pole  nicht  zusammen,  und 
soll  noch  jeder  Punkt  der  Polgeraden  die  genannte  Eigenschaft 
haben,  dann  ist  diese  Gerade  zugleich  Polkurve  für  6  gegen  6^ 
und  für  <y  gegen  <y^,  was  dem  Fall  der  Evolventenverzahnung  ent- 
spricht. Es  kann  aber  auch  nur  ein  einzelner  Punkt  dieser  Art 
auf    der    Polgeraden    existieren,    dann    haben    die    Polkurven    all- 


887)  Zuerst  von  L.  Euler  bemerkt,  Petersb.  Abh.  11  (1766),  p.  209. 

388)  Für  die  einzebien  Fälle  und  ihre  zeichnerische  Behandlang  vgl.  man 
die  p.  191  genannten  Lehrbücher.  Eine  analytische  Behandlung  einzelner  Fälle 
giebt  P.  Eichelmy,  Torino  Atti  16  (1880),  p.  29. 

889)  Bull,  sciences  math.  (2)  22  (1898),  p.  251. 

890)  Vgl.  Fussn.  379.  Über  die  unrunden  Bäder  vgl.  z.  B.  Burmester,  Kine- 
matik, p.  370  ff.  Auf  sie  als  ideale  Bollkurven  können  noch  Zähne,  aus  Hüll- 
kurven bestehend,  aufgesetzt  werden. 
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gemeinen  Charakter  und  dies  liefert  Hüllkorvenpaare  allgemeinster 
Art.  Distdi^^^)  giebt  eine  allgemeine  graphische ^  resp.  analytische 
Methode  zur  Konstruktion  solcher  Polkurven  p^  und  p^^,  die  als  un- 
runde RoUräder'^)  dienen  können.  Aus  jeder  als  Tangentengebilde  auf- 
zufassenden Eunre  kann  ein  solches  Eurvenpaar  p^  und  Pf,  konstruiert 
werden;  nimmt  man  sie  insbesondere  als  Punkt,  resp.  Strahlbüschel, 
so  ergeben  sich  die  beim  Antiparallelogramm  auftretenden  kongruenten 
Ellipsen  resp.  Hyperbeln. 

Cylindrische  Räder  sind  auch  so  möglich,  dass  räumliche  Zahn- 
profile auftreten.  Man  erhält  sie  z.  B.  so,  dass  man  (p^  resp.  9^ 
Schraubungen  um  a  resp.  b  ausführen  ^sst^^*).  Man  gelangt  auf 
diese  Weise  auch  zu  Präzisionsradern  dieser  Art;  die  OKricr'sche  Er- 
zeugungsweise liefert  sie,  indem  man  in  £  eine  auf  der  Ebene  (ab) 
senkrechte  Ebene  17  als  Fläche  O  und  in  ihr  eine  Oerade  g  als  Ort 
der  Berührungspunkte  wählt.  Diese  Räder  sind  bereits  von  B.  Hooke^y 
später  von  White  ^^)  angegeben  und  von  Olivier  '^^)  theoretisch  erörtert 
worden;  sie  rollen  ohne  Gleitung  von  einander  ab.  Der  Ort  der  Be- 
rührungspunkte ist  für  2]^  und  2]f,  je  eine  Schraubefdinie  s^  resp.  5^; 
doch  können  O^  und  0^  noch  mannigfach  gewählt  werden.  Die 
"TFAtVschen  Räder  entstehen  so,  dass  man  an  a  resp.  b  je  ein  Dreieck 
befestigt,  sodass  eine  Ecke  des  einen  in  eine  Seite  des  andern  fällt, 
und  diese  um  a  resp.  b  die  gleiche  Schraubung  ausführen  lässt;  dabei 
liefert  die  bezügliche  Ecke  die  Schraubenlinien  s^  und  Sf,.  Olivier 
bemerkt,  dass  der  Ort  der  Berührungspunkte  in  tj  nicht  eine  Gterade 
zu  sein  braucht  und  dass  s^  und  5^  nicht  die  nämliche  Tangente 
haben  müssen.  Man  kann  die  Räder  auch  in  solche  mit  Hüllflächen 
verwandeln,  indem  man  die  Schraubenlinien  durch  ihre  abwickelbaren 
Flächen  ersetzt,  sodass  je  eine  Tangente  die  momentane  Berührungs- 
linie ist. 

Die  allgemeine  Theorie  der  konischen  Räder  ist  von  der  Theorie 
der  ebenen  nicht  wesentlich  verschieden.  Legt  man  um  die  Axen  a 
und  b  Rotationskegel  mit  den  ÖfPnungs winkeln  a  und  ß,  sodass 

391)  Zeitschr.  f.  Math.  43  (1898),  p.  1. 

392)  Eine  weitere  Modifikation  stellen  solche  Räder  um  parallele  Axen 
dar,  bei  denen  die  Cylinder  durch  Kreiskegel  ersetzt  sind.  Sie  benutzte  zuerst 
0.  Römer,  Machines  approuväes  par  l'Acad^mie,  Paris  1735,  p.  89. 

393)  CoUection  of  Lectures  Nr.  2,  London  1674,  p.  70.  Ein  Modell  zeigte 
Hocke  schon  1666  in  London  vor. 

394)  Sie  erschienen  1808  auf  der  Pariser  Ausstellung.  Vgl.  auch  Toinoar^, 
Cin^matique,  p.  158. 

395)  J.  de  math.  4  (1839),  p.  304.  Euler  hatte  solche  Räder  fQr  unmöglich 
gehalten;  vgl.  Olivier,  Engrenages,  p.  100. 


> 
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sin  a  :  sin  /3  =  (D^ :,  o^ 

ist,  so  sind  sie  Polkegel  für  die  relative  Bewegung  von  S^  gegen  5^ 
(RoOkegd),  Schneidet  man  die  Rader  durch  eine  Kugel  um  0,  so 
reduziert  sich  die  Aufgabe  auf  die  Drehung  der  Kugel  in  sich  und 
es  übertragen  sich  alle  für  ebene  Räder  abgeleiteten  Resultate.  Das 
gleiche  gilt  aber  auch  für  diejenigen,  bei  denen  räumlich  gestaltete 
Zahnprofile  in  Betracht  kommen,  also  auch  die  Rädertypen  von  Hodke 
resp.  White  \  und  ebenso  auch  von  den  Ergebnissen  von  Delassus  und 
Distdi, 

Praktisch  kommt  übrigens  für  die  Übertragung  einer  Drehung 
von  einer  Axe  auf  eine  andere  ausser  den  konischen  Rädern  wesent- 
lich noch  das  Cardanische  Gelenk  (Hooke^scher  Schlüssel)  in  Betracht 
(Nr.  14).  Zur  Übertragung  einer  Iconstanten  Winkelgeschwindigkeit 
kann  es  jedoch  nur  bei  kleinen  Bewegungen  annäherungsweise  be- 
nutzt werden'^).  Ist  y  der  Winkel,  den  die  Ebenen  der  beiden 
grössten  Kreise  bilden,  C  einer  ihrer  Schnittpunkte,  und  werden  die 
Bogen  CA  und  CB  durch  d-^  und  d-f,  bezeichnet,  sodass  (o^ :  ©^ 
=  dd"^  :  dd-f,  ist,  so  ist 

(o^:  a}f,=  1  —  sin^ y  sin^-ö-^  :  cos  d-^ ; 

das  Verhältnis  der  Winkelgeschwindigkeiten  ist  daher  nicht  konstant, 
auch  nicht  einmal  angenähert.  Durch  Verbindung  zweier  Cardani- 
schen  Gelenke  kann  man  aber  eine  sphärische  Gelenkkette  erreichen, 
für  die  sich  bei  jedem  Winkel  y  ein  konstantes  Verhältnis  für  o^  :  o^ 
einstellt.  Für  diesen  von  Goubet  angegebenen  Mechanismus  ^^^  hat 
H.  Bescd  '^)  die  bezüglichen  Formeln  eingehend  abgeleitet.  Das  gleiche 
leistet  ein  von  Clemens  angegebener  Apparat,  den  näher  (7.  Boze^^) 
und  ebenfalls  Mesal  erörtert  haben  *^). 

Im  Fall  räumlicher  Räder  hat  man  die  beiden  windschiefen  Axen 
a  und  h  als  konjugierte  Rotationsaxen  der  relativen  Bewegung  von 
^a  g^K^^  ^b  ^^  betrachten*^).  Die  Axe  c  der  bezüglichen  momentanen 
Schraubung  teilt  den  kürzesten  Abstand  von  a  und  h  so,  dass  (Nr.  18) 

AC\ BC  =  tg {ac) :  tg(6c) ,  cd^: o^ : o  =  sin (6c)  :  sin (ca) :sin (oft) 

ist.  Als  Axenitäche  ergiebt  sich  daher  für  S^  und  Sf,  je  ein  Botations- 
hyperboloid,  das  durch  Rotation  von  c  um  a  resp.  b  entsteht.    Sind  a 


896)  Genaue  Erörterung  bei  Th.  Caronnet,  Nouv.  ann.  (3)  16  (1897),  p.  472. 

897)  Er  erschien  1878  auf  der  Pariser  Ausstellung. 

898)  Paris  C.  R.  117  (1893),  p.  599. 

899)  Paris  C.  R.  84  (1877),  p.  1148. 

400)  Vgl.  auch  S.  Cappa,  Torino  Atti  18  (1882),  p.  649. 
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und  b,  sowie  co^  und  o^  gegeben^  so  sind  die  Hyperboloide  be- 
stimmt*«^). 

Bereits  1816  hat  Olivier^^)  räumliche  Prilzisionsräder  angegeben, 
die  zu  denen  Ton  Hooke  resp.  White  analog  sind,  sodass  ihre  relative 
Bewegung  in  einem  blossen  Rollen  besteht,  später  (1831)  auch  solche 
Präzisionsräder,  för  die  die  Relativbewegung  im  Rollen  und  Gleiten 
besteht.  Krafträder  der  ersten  Art  sind  nicht  möglich;  Krafträder 
der  zweiten  Art  kannte  im  Fall  rechtwinkliger  Axen  bereits  Pa^^aus, 
nämlich  die  Schraube  ohne  Ende;  das  ihnen  zugrunde  liegende 
Prinzip  lässt  sich  nach  Olivier  für  beliebige  Axen  benutzen. 

Um  methodisch  zu  diesen  Zahnprofilen  zu  gelangen,  kann  man 
gemäss  Olivier'^  allgemeiner  Methode  als  Fläche  O  eine  Ebene  £ 
wählen  und  sie  so  bewegen,  dass  sie  sich  um  a  resp.  h  dreht,  und 
senkrecht  zu  sich  mit  konstanter  Geschwindigkeit  iy  verschiebt****). 
Die  Flächen  <X>^  und  0^  sind  dann  Tangentenflächen  von  Schrauben- 
linien, und  falls  ihre  Erzeugenden  l^  und  Z^  von  a  resp.  h  den  Ab- 
stand r^  und  r^  haben,  und  Tc^  resp.  k^,  die  Schraubenparameter  sind, 

so  ist 

r^  Ofl  cos  {b  a)  =  r^  ©^  cos  (sb)    und 

Jc^cD^  sin  (ßd)  =  JCf,  ©^  sin  (sb)  =  2xrj . 

Wenn  nun  die  in  s  liegenden  momentanen  Charakteristiken  l^  und  Z^ 
nur  einen  Punkt  gemein  haben,  was  den  allgemeinen  Fall  darstellt, 
so  erhält  man  Präzisionsräder,  und  nur  wenn  l^  und  If,  zusammen- 
fallen, Krafträder.     Beides  ist  möglich*^). 

Ist  e  zu  einer  Axe  a  parallel,  so  geht  <Z>^  in  die  Gylinderfläche 
einer  Kreisevolvente,  und  die  Berührungskurve  in  eine  Kreisevolvente 
selbst  über;  es  kann  sowohl  Präzisionseingriff,  wie  Krafteingriff *®^)  er- 
zielt werden.  Ist  s  zu  beiden  Axen  parallel,  so  sind  O^  und  <X>^ 
Evolventencylinder,  es  ist  aber  nur  Präzisionseingriff  möglich. 

Die  allgemeine  Theorie  räumlicher  Räder  liefert  als  HüUflächen- 


401)  Formeln  giebt  K.  Keller,  Zeitechr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  14  (1870),  p.  738. 

402)  Über  die  Entstehung  seiner  Arbeiten  berichtet  Olivier  in  der  Vorrede 
zu  Engrenages.  Ein  Modell  solcher  Räder  beschreibt  genauer  T,  BiUershaus  bei 
W.  Dyck,  Katalog,  p.  344. 

403)  /.  Pützer,  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  4  (1860),  p.  234,  251.  Vgl. 
auch  F.  Grashof,  Maschinenlehre  2,  p.  83,  wo  diese  Verzahnung  als  allgemeine 
Evolyentenverzahnimg  bezeichnet  wird. 

404)  Krafträder  treten  auf,  falls  r^  ±  r^  dem  kürzesten  Abstand  von  a 
und  b  gleich  ist. 

405)  Ausser  der  Relation  der  vorigen  Fussnote  muss  '^(ab)  «=  y,  x  sein. 
Diese  Räder  fand  Olivier  schon  1815. 
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paare  O^,  Of,  solche  Regelflächeii;  deren  gegenseitige  Bewegung  in 
Drehungen  um  die  Erzeugenden  in  Verbindung  mit  Gleitungen  be- 
liebiger Richtung  besteht****).  Den  einfachsten  Typus  stellen  die  be- 
reits erwähnten  Schraubenflächen  dar.  Zu  allgemeinen  Zahnprofilen^ 
die  den  ebenen  Zahnrädern  analog  sind,  gelangte,  wenn  auch  nur  in 
angenäherter  Form,  zuerst  J,  B.  Belanger  ^'')y  indem  er  von  den  als 
Axenflächen  möglichen  Rotationshyperboloiden  H2,  S^  ^^^g^^gy  ^^^ 
diese  längs  einer  grossen  Zahl  von  Erzeugenden  mit  sehr  dünnen 
Streifen  versah.  Genaue  Zahnräder  dieser  Art  hat  geometrisch  zuerst 
D.  Tessari*^)  angegeben,  indem  er  auf  eine  der  beiden  hyperboloi- 
dischen Axenflächen  ein  paraboloidisch  gestaltetes  Zahnprofil  aufsetzt 
und  die  andere  Zahnfläche  konstruktiv  bestimmt.  Eine  allgemeine 
rechnerische  Behandlung  des  Problems  lieferte  JS.  Besal*^^). 

Zur  Übertragung  von  Drehungen  konstanter  Geschwindigkeit 
dienen  ausser  den  Zahnrädern  auch  die  Beibungsräder,  bei  denen  die 
Übertragung  nicht  durch  Druck,  sondern  nur  durch  Beibung  erfolgt; 
allerdings  können  so  nur  geringe  Krafbwirkungen  erzielt  werden. 
Sind  die  Axen  parallel,  so  müssen  die  Rollkreise  resp.  die  Axen- 
cylinder  selbst  als  Reibungsräder  verwandt  werden,  ebenso  die  Axen- 
kegel,  wenn  die  Axen  sich  schneiden.  Bei  windschiefen  Axen  stellen 
zwei  um  sie  gelegte  Rotationshyperboloide  den  einfachsten  Typus 
von  Reibungsrädem  dar.  Während  aber  die  Axencylinder  und  Axen- 
kegel  zugleich  auch  die  Axenflächen  der  entstehenden  Bewegung  sind, 
trifft  dies  für  die  Hyperboloide  nicht  mehr  zu;  die  Axenflächen  der 
entstehenden  Bewegung  sind  von  ihnen  verschieden.  Diesen  wichtigen 
Punkt  hat  F.  Schilling  ^^^)  klargestellt;  das  Verhältnis  der  Winkel- 
geschwindigkeiten ändert  nämlich  seinen  Wert,  je  nachdem  H^  oder 
H^'  als  das  treibende  Rad  gewählt  wird,  und  je  näher  oder  weiter  von 
den  Eehlkreisen  die  zu  den  Zähnen  benutzten  Segmente  liegen.  Er 
zeigt  auch,  welche  Segmente  hierzu  verwendbar  sind;  es  kann  solche 
Segmente  sogar  auch  in  dem  Fall  geben,  dass  sich  H^  und  H^'  in 
zwei  reeUen  Geraden  durchdringen. 

28.  Allgemeine  Theorie  der  kinematischen  Ketten.  In  engem 
Zusammenhange  mit  den  vorstehenden  Entwickelungen  steht  ein  Zweig 

406)  Vgl.  auch  T.  Eittershaus,  Civiling.  (2)  24  (1878),  p.  171. 

407)  Paris  C.  R.  62  (1861),  p.  126. 

408)  Torino  Annali  del  R.  Moseo  industr.  2  (1871),  p.  567,  698;  auszugs-* 
weise  auch  in  Torino  Atti  6  (1870),  p.  418. 

409)  Paris  C.  R.  117  (1893),  p.  891. 

410)  Zeitschr.  f.  Math.  42  (1897),  p.  87.  Es  wird  die  Annahme  gemacht, 
das«  die  Räder  unendlich  dünn  sind. 

Xneyklop.  d.  m«th.  Wiaientch.  IV  1.  18 
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der  Maschinenwissenschaft,  welcher  von  F.  Beideaux*^^)  begrOndet 
worden  ist  und  von  ihm  den  Namen  ^^Kinematik,  Maschinengetriebe- 
oder  Zwanglauflehref^  erhalten  hat^^.  Angabe  dieses  Zweiges  ist 
die  Systematik^  Analyse  und  Synthese  der  zur  Erzielung  bestimmter 
Bewegungen  in  Maschinen  sich  eignenden  Körperverbindungen.  In 
strengerer  Weise  entwickelt  und  weiter  ausgebaut  wurden  die  Ghrond- 
lagen  dieses  Gebietes  von  F,  Orashof^^^)  und  von  L.  Bwrmester^^*) 
umfassend  mit  der  geometrischen  Bewegungslehre  in  Verbindung  ge- 
bracht*!^). 

Bein  phoronomisch  betrachtet  ist  jeder  Mechanismus  und  jede 
Maschine  eine  bewegliche  Verbindung  von  Körpern^  welche  zufolge 
ihrer  Berührungen  in  ihrer  gegenseitigen  Beweglichkeit  beschrankt 
sind.  Die  Teile  zweier  Körper,  in  denen  sie  sich  berühren  ^  heissen 
Elemente-^  sie  bilden  zusammen  ein  F!lementenpaar^'^^).  Unter  einer 
kinematischen  Kette  versteht  man  eine  durch  Elementenpaare  ver- 
mittelte solche  Verbindung  von  Eörpem^  durch  welche  die  letzteren 
—  die  sogenannten  Glieder  der  Kette  —  in  ihrer  gegenseitigen  Be- 
weglichkeit beschränkt  werden.  Die  Glieder  heissen  Singular^  binär, 
temär  u.  s.  f.,  wenn  die  Anzahl  der  in  ihnen  enthaltenen  Elemente 
1,  2,  3;  u.  s.  f.  ist.  Bezeichnet  n  die  Anzahl  aller  Glieder  einer  Kette, 
n^  die  Zahl  der  singulären,  n^  die  der  binären,  n^  die  der  temären  u.  s.  f . 
Glieder  dieser  Kette,  endlich  e  die  AVizahl  aller  Elemente,  so  ist 

(1)  ».=2(n,);  (2)      e=2(»V 

Die  Kette  heisst  geschlossen^  wenn  jedes  Glied   mit  wenigstens  zwei 


411)  Kinematik,  Bd.  1.  Vgl.  hierzu  2>.  Paddetti,  Qiorn.  di  mai  14  (1876), 
p.  196  und  16  (1877),  p.  64,  101,  178  u.  248,  sowie  die  kritischen  Bemerkungen 
und  abweichenden  systematischen  Gesichtspunkte  von  G.  Königs,  Paris  C.  R.  133 
(1901),  p.  330,  386,  432,  633  u.  621.  Wegen  kinematischer  Modelle  vgl.  den  be- 
züglichen Abschnitt  bei  W.  Dyck,  Katalog,  p.  316—360. 

412)  Die  Bezeichnung  „Kinematik^^  rührt  von  Amph'e  (vgl.  Fussn.  1)  her, 
jedoch  in  einem  weiteren  Sinne;  vgl.  hierzu  T.  Bittershaus,  Zur  heutigen  Schule 
der  Kinematik,  Civiling.  (2)  21  (1876),  p.  423  ff.,  sowie  D.  PaddeiH,  Giom.  di 
mat.  14  (1876),  p.  196. 

413)  Maschinenlehre,  Bd.  2. 

414)  Kinematik. 

416)  Bezüglich  der  geschichtlichen  Entwickelung  der  Kinematik  vgl.  die 
entsprechenden  Abschnitte  der  angeführten  Werke  von  Beuleaux,  Burmester  und 
Weiss,  sowie  Bittershaus,  Artikel  „Kinematik**  der  Allgemeinen  Encyklopädie 
von  Ersch  und  Gruher  (2)  36  (1884),  und  Civiling.  (2)21(1876),  p. 423 ff.;  weiter 
auch  M.  Grubler,  Wandlungen  der  Kinematik  in  der  Gegenwart,  Civiling.  (2) 
36  (1889),  p.  219  ff. 

416)  /.  SchadvDÜl,  Verh.  d.  Ver.  z.  BefÖrder.  d.  Qewerbfl.  66  (1876),  p.  348. 
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anderen  Gliedern  yerbunden  ist;  also  keine  singulären  Glieder  in  ihr 
auftreten,  oifen,  wenn  das  Gegenteil  der  Fall  ist.  Die  Kette  wird 
d)€n  genannt,  wenn  die  Bahnen  der  Relativbewegungen  aller  Glieder- 
punkte in  parallelen  Ebenen  liegen,  im  anderen  Falle  räumlich.  Die 
Kette  heisst  ewangläufig,  wenn  die  Bahnen  der  Punkte  jedes  Gliedes 
gegen  jedes  andere  Glied  ganz  bestimmte  Kurven  sind.  Ein  Mechor 
nismus  ist  eine  zwanglaufige  geschlossene  kinematische  Kette,  yon 
welcher  ein  bestimmtes  Glied  in  Ruhe  gehalten  oder  ruhend  gedacht 
wird.  Aus  einer  n-gliedrigen  Kette  gehen  demnach  im  allgemeinen  n  ver- 
schiedene Mechanismen  hervor.  Getriebe  nennt  man  einen  Mechanismus, 
in  welchem  ein  bestimmtes  Glied  die  Bewegung  der  übrigen  Glieder 
gegen  das  ruhende  hervorruft.  Eine  Maschine  ist  ein  Getriebe  zum 
Zwecke  bestimmter  Arbeitsverrichtung.  Mechanismen,  Getriebe  und 
Maschinen  sind  sonach  Spezialfälle  geschlossener  zwangläufiger  kine- 
matischer Ketten,  wie  Renüeaux  zuerst  nachgewiesen  hat*^'). 

Die  Bedingungen,  unter  welchen  geschlossene  kinematische  Ketten 
zwangläufig  sind,  hängen  ab  von  der  Art  der  Elementenpaare,  welche  die 
Verbindungen  zwischen  den  Kettengliedern  vermitteln.  Nach  Beuleau^x 
unterscheidet  man  niedere  und  höhere  Elementenpaare.  Niedere  Paare 
sind  umkehrbar  ohne  Änderung  der  Relativbewegungen  ihrer  Elemente, 
d.  L  zusammenfallende  Punkte  beider  Elemente  durchlaufen  dieselbe 
Bahnkurve  bei  deren  Relativbewegungen;  höhere  Paare  haben  diese 
Eigenschaft  nicht.  Niedere  Paare  können  sich  in  Flächen  berühren 
und  heissen  daher  auch  JJmschlusspaare'^  höhere  Paare  berühren  sich 
nur  in  Kurven  oder  Punkten.  Die  wichtigsten  niederen  Paare  sind 
das  Schraubenpaar,  und  dessen  Spezialfölle,  das  Drehkörper-  (Dreh-) 
und  das  PWstwew-(UuÄ^)Paar;  diese  bedingen  Schraubungen,  bezw. 
Drehungen,  bezw.  Schiebungen  als  Relativbewegungen  ihrer  Elemente. 

Entsprechend  der  Einteilung  der  Elementenpaare  unterscheidet  man 
niedere  Elementenpaar-  oder  Umsddusspaarketten  und  höhere  Elementen- 
paa/rketten\  erstere  enthalten  nur  niedere,  letztere  auch  höhere  Paare. 

Die  Bedingungen  zu  ermitteln,  unter  denen  ein  Elementenpaar 
innerhalb  seines  relativen  Bewegungsgebietes  geschlossen  bleibt,  ist 
die  Aufgabe  der  Theorie  der  Stützung  ^^^,  Ist  die  Relativbewegung 
der  Elemente  eine  ebene,  bewegt  sich  also  eine  Scheibe  s  gegen  eine 


417)  Bezüglich  der  dynamischen  Probleme  der  Maschinentheorie  vgl.  IV  8 
(flam). 

418)  Der  Begriff  der  zureichenden  Stützung  wurde  von  BeuUafAX  (Kinematik, 
§  17)  eingeführt.  Vgl.  hierzu  die  kritischen  Bemerkungen  und  Ergänzungen  von 
r.  RiUenhaus,  Civiling.  (2)  21  (1876),  p.  423;  Th.  Beck,  Civiling.  (2)  22  (1876),  p.  671 
und  Grashof,  Maschinenlehre  2,  §  7  ff. 

18* 
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andere  s\  so  hängt  die  zureichende  Stützung  Yon  s  gegen  Drehung 
oder  Schiebung  ab  sowohl  von  der  2iahl  der  Stützpunkte^  in  denen 
die  die  Scheiben  begrenzenden  Kurven  sich  berühren^  als  auch  yon 
der  gegenseitigen  Lage  der  Normalen  in  den  Stützpunkten  (ßfüte- 
normalen).  Der  Schluss  eines  zwangläufigen  ebenen  Elementenpaares 
erfordert  mindestens  drei  Stützpunkte^  deren  Normalen  sich  in  einem 
Punkte  (dem  Drehungscentrum)  schneiden,  und  aufeinander  fo^nd 


Fig.  10.  Fig.  11. 

Winkel  einschliessen,  von  denen  zwei  grösser  als  90®  sein  müssen. 
Als  Beispiel  diene  das  Bogenzweieck  im  Dreieck  (s.  Fig.  10).  Ist  die 
letztere  Forderung  nicht  erfüllbar,  so  muss  die  Zahl  der  Stützpunkte 
mindestens  vier  betragen,  wie  z.  B.  in  dem  höheren  Elementenpaar: 
Bogendreieck  im  Rhombus  (s.  Fig.  11). 

Bei  räumlicher  Bewegung  haben  JReuleaux,  Beck  und  Orashof 
(vgl.  Fussn.  418)  die  Bedingungen  zureichender  Stützung  nur  in  den 
einfachsten  Fällen  (Cy linder  und  Prisma)  erörtert;  wesentlich  all- 
gemeiner sind  die  bezüglichen  Untersuchungen  von  P.  Somoff^^^), 
welche  mit  der  allgemeinen  Theorie  der  linearen  Schraubensysteme 
(IV  2,  15 — 18,  Timerding)  in  engstem  Zusammenhange  stehen.  Von 
seinen  Resultaten  kommt  hier  wesentlich  nur  das  eine  in  Betracht 
dass  sich  mit  Hülfe  von  sechs  Stützungen  eine  nach  Axe  imd  Para- 
meter bestimmte  Schraubung  (zwangläufige  Bewegung)  erzielen  lässt; 
dazu  müssen  die  Stütznormalen  einem  und  demselben  Komplexe  ersten 
Grades  angehören  und  ihre  Richtungen  müssen  so  gewählt  werden, 
dass  wenigstens  vier  von  ihnen  eine  Opposition  bilden. 

39.  Ebene  kinematische  Ketten.  Für  die  ebenen  Dre/ikörper" 
paar-  oder  Gdenkketten  ist  die  im  allgemeinen,  d.  h.  bei  willkürlichen 
Dimensionen  der  Kettenglieder,  notwendige  und  hinreichende  Bedingung 
der  Zwangläußgkeit  die  Erfüllung  der  Relation*^) 


419)  Zeit8chr.f.Math.Phys.42(1897),p.l33,161;  Wargchau,  üniv.  Nachr.  1898, 
Nr.  8  u.  9,  und  Zeitschr.  f.  Math.  Phys.  45  (1900),  p.  246. 

420)  M,  Grübler,  Civiling.  (2)  29  (1883),   p.  167. 
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(3)      '  2(2i-3)«,  =  2fl--4; 

8 

hierin  ist  g  die  Anzahl  aller  Gelenke,  bezw.  Axen,  um  welche  die 
Glieder  sich  gegenseitig  drehen,  während  n  und  n^  die  in  Nr.  28  an- 
geführte Bedeutung  besitzen.  Drehen  sich  h  Glieder  um  dieselbe  Ge- 
lenkaxe  (A;  >^  2)  und  zählt  man  ein  solches  2;-faches  Gelenk  wie  Tc — 1 
eigentliche  Drehkörperpaare,  so  lässt  sich  (3)  durch  die  einfachere 
Relation 
(3a)  2^  —  3«  +  4  =  0 

ersetzen,  in  welcher  g  nunmehr  die  Anzahl  aller  Drehkörperpaare 
ist**^).     Wenn  bei  einer  Gelenkkette 

2(/  — 3n  +  4<0, 

so  ist  sie  willkürlich  beweglicL     Wenn  dagegen 

2(7  — 3n  +  4>0, 

so  ist  die  Kette  unbeweglich.  In  letzterem  Falle  kann  sie  jedoch 
zwangläufig  beweglich  werden,  wenn  die  Funktionaldeterminante  der 
Bedingungsgleichungen  der  Starrheit  der  Glieder  identisch  verschwindet. 
Derartige  Ketten,  bei  welchen  folglich  die  Dimensionen  der  Ketten- 
glieder nicht  mehr  willkürlich  sind,  sondern  ganz  speziellen  Be- 
dingtmgsgleichungen  genügen  müssen,  heissen  übergeschlossene  Gelenk- 
ketten (Nr.  25).  Beseitigt  man  in  einer  solchen  eine  entsprechende 
Anzahl  von  Gliedern,  so  erhält  man  stets  eine  geschlossene,  der 
Relation  (3  a)  genügende  Kette,  welche  also  auch  bei  willkürlichen 
Dimensionen  der  Kettenglieder  zwangläufig  sein  würde. 

Die   geschlossenen   zwangläufigen   Gelenkketten    haben   folgende 
allgemeine   Eigenschaften:    1)  Die  Zahl   n   ist   eine   gerade.     2)  Die 

Anzahl  der  Elemente  eines  Gliedes  ist  höchstens  gleich  y*  3)  ^^^ 
Zahl  M,  ist  unabhängig  von  n^  und  ^  4. 

Die  Relationen  (1),  (2)  und  (3)  führen  zu  Bildungsweisen  zwang- 
läufiger  Gelenkketten,    ebenso   zu   topologischen   Eigenschafben    der- 


421)  In  Form  einer  Regel,  aber  ohne  Beweis  findet  sich  diese  Relation  bei 
J.  J.  Sylvester,  Lond.  Roy.  Inst.  Proc.  7  (1875),  p.  170—198  und  Revue  scient.  (2) 
4  (1874),  p.  490.  In  einem  speziellen  Falle  hat  diese  Beziehung  bereits  ver- 
wendet P.  Tschebyscheff,  Arbeiten  der  zweiten  Zusammenkunft  russischer  Natur- 
forscher in  Moskau  1869;  in  deutscher  Übersetzung:  Verh.  d.  Ver.  z.  Beförd.  d. 
Gewerbfl.  19  (1870),  p.  174.  Eine  Erweiterung  der  Relation  auf  willkürlich  be- 
wegliche Ketten  gab  K  Birkeland,  Tidskr.  for  Math.  (6)  4  (1886),  p.  174. 
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selben  ^^).  Die  Bildungsgesetze  von  Mechanismen^  welche  aus  Gelenk- 
ketten hervorgehen^  behandelt  anter  besonderem  Gesichtspunkte  syste- 
matisch J.  Taubeies ^^)]  auch  bildet  er  die  TJwkehrungen  der  Gelenk- 
ketten ^  in  welchen  die  Gelenke  durch  Glieder  entsprechend  ersetzt 
werden. 

Wechsdldge  nennt  man  eine  solche  Lage  der  Glieder  gegen  ein- 
ander^ durch  welche  sie  in  eine  Kette  mit  anderer  Gliederzahl  und 
anderen  Bewegungsverhaltnissen  überzugehen  vermag***).  Es  bleiben 
dann  einige  der  Glieder  der  ursprüngUchen  Kette  nach  dem  Durch- 
gang durch  die  Wechsellage  dauernd  in  relativer  Ruhe.  Die  neue 
Kette  kann  entweder  zwang^ufig  geschlossen  oder  offen  sein.  Be- 
züglich der  Tod-  und  Verzweigungslagen^  sowie  der  Polkonfigurationen^ 
Geschwindigkeits-  und  Beschleunigungspläne  und  der  Krümmungs- 
verhältnisse der  Gelenkketten  vgl.  Nr.  28. 

Enthält  eine  Kette  auch  Prismenpaare,  so  ist  sie  zwanglaufig 
beweglich  nur  unter  folgenden  Einschränkungen:  1)  in  den  nur  Prismen- 
elemente enthaltenden  Gliedern  dürfen  die  Schubrichtungen  (Prismen- 
axen)  nicht  sämtlich  parallel  sein;  2)  binäre  nur  Prismenelemente  ent- 
haltende Glieder  dürfen  nicht  unmittelbar  verbunden  sein;  3)  die  Zahl 
der  Drehkörperpaare  ^  welche  in  jeder  geschlossenen  (d.  i.  in  sich 
zurücklaufenden)  Gruppe  von  Gliedern  ausser  Prismenpaaren  die  Ver- 
bindungen zwischen  den  Gliedern  der  Gruppe  vermitteln^  muss  ent- 
weder ^  2  oder  =  0  sein.  Nennt  man  eine  geschlossene  Glieder- 
gruppe, in  welcher  kein  Drehkörperpaar  auftritt,  ein  Gleitvidseity  und 
bezeichnet  die  Anzahl  aller  von  einander  unabhängigen  Gleitvielseite 
der  Kette  mit  y,  so  ist  unter  obigen  drei  Einschränkungen  die  im 
allgemeinen  notwendige  und  hinreichende  Bedingungsgleichung  der 
Zwangläufigkeit  für  die  ebenen  Umschlusspaarketten: 

(4)  25r-3n  +  4  =  y, 

in  welcher  n  die  Zahl  der  Glieder  und  g  die  Anzahl  aller  Prismen- 
und  Drehkörperpaare  bezeichnet.  Die  Maximalzahl  der  Elemente  eines 
Gliedes  wird  dann  gleich  ^  (n  -[-  y). 

Ist  y  =  0  (wie  zumeist  in  Maschinen  und  Mechanismen),  so  geht 
(4)  in  (3  a)  über  und  es  gelten  für  derartige  Umschlusspaarketten  die 
gleichen  Sätze,  welche  bei  Gelenkketten  bestehen**^). 

Bei  Prisnienketten  (welche  nur  Prismenpaare   enthalten)   ist   die 


422)  M.  Grübler,  Civiling.  (2)  20  (1883),  p.  167. 

423)  Technische  Blätter  19  (1887),  p.  20. 

424)  Beuleaux,  Kinematik  1,  p.  186. 

425)  M.  Grübler,  Verh.  d.  Ver.  z.  BefÖrd.  d.  Gewerbefl.  64  (1886),  p.  179. 
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Bedingungsgleichung  der  Zwanglaufigkeit  unter  den  oben  angeführten 
Einschränkungen  1)  und  2) 

(5)  g  —  2n  +  3  =  0, 

worin  g  die  Anzahl  aller  Prismenpaare  bezeichnet.  Die  Einschränkung  2) 
erleidet  eine  Ausnahme  nur  bei  der  dreigliedrigen  Prismenkette^  der 
sogenannten  KeükeUe. 

Bezeichnet  h  die  Anzahl  aller  Hüllkurvenpaare,  welche  in  den 
höheren  Elementeupaaren  einer  Kette  zur  Übertragung  der  Bewegung 
zwischen  den  Gliedern  notwendig  sind,  so  ist  unter  den  mehrerwähnten 
drei  Einschränkungen  die  im  allgemeinen  notwendige  und  hinreichende 
Bedingungsgleichung  der  Zwanglaufigkeit  für  die  ebenen  höheren  Ele- 
mentenpaarketten 

(6)  A  +  2«/-3n  +  4  =  y, 

in  welcher  g,  wie  vorher,  die  Anzahl  aller  Drehkörper-  und  Prismen- 
paare und  y  die  Anzahl  der  unabhängigen  Gleitvielseite  bezeichnet. 
Die  Zahl  der  Elemente  eines  Gliedes  ist  ^  ^  (n  +  y  +  h).  Treten 
nur  höhere  Elemente  in  einem  Gliede  auf,  so  ist  deren  Anzahl  ^  3. 
Aus  (6)  folgt  für  y  =  0  und  g  =  0,  dass  zur  Bestimmung  der 
zwangläufigen  Bewegung  von  n  komplanen  Ebenen 

Ä  =  3n  —  4 

Hüllkurvenpaare  im  allgemeinen  notwendig  und  hinreichend  sind^'^). 

30«  Bänmliche  kinematisohe  Ketten.  Von  den  räumlichen  Ketten 
sind  besonders  die  Umschlusspaarketten  in  Anwendung  gekommen. 
Die  einfachsten  Fälle  führt  BetUeatAX  ^'^)  auf,  ohne  jedoch  den  Nachweis 
ihrer  Zwanglaufigkeit  voUständig  zu  geben. 

Die  einfachen  räumlichen  Gelenkketten  wurden  zuerst  von  Ritters- 
haus^^)  hinsichtlich  ihrer  Zwanglaufigkeit  untersucht  Er  beant- 
wortet die  Frage,  ob  sich  eine  dreigliedrige  offene  Gelenkkette  durch 
ein  weiteres  Gelenk  zu  einer  zwangläufigen  Kette  schliessen  lässt^ 
dahin,  dass  dies  im  allgemeinen  nicht  einmal  für  eine  momentane 
DrehuDg  möglich,  dass  di^egen  bei  n  =  4  Gliedern  sich  jedem  Punkte 
einer  gewissen  Fläche,  und  bei  n  =  5  Gliedern  jedem  Punkte  des 
Baumes  sich  eine  momentane  Drehaxe  zuordnet,  und  bei  n  =  1 
Gliedern  jede  Gerade  die  Axe  des  zwangläufig  schliessenden  Gelenkes 
sein  kann.  Ausnahmen  treten  ein,  wenn  einige  der  Axen  sich  schneiden. 
Die  Resultate  decken   sich  zum  Teil  mit  den   von  Ä.  F.  MobitiS^^) 


426)  Kinematik  1,   p.  554  ff. 

487)  CivilinK.  (2)  21  (1875),  p.  443  und  22  (1876),  p.  559. 

428)  J.  f.  Math.  18  (1888),  p.  189. 
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gefundenen.  Ausser  den  genannten  Fällen  behandelt  OrcLshof^^)  noch 
den  der  ränmlichen  Prismenkette;  von  welcher  er  nachweist,  dass  sie 
bei  4  Gliedern  mit  4  Prismenpaaren ,  deren  Axen  nicht  derselben 
Ebene  parallel  sind,  zwangläufig  ist.  Auch  fährt  er  noch  Fälle  von 
Schraubenketten  und  Ketten  mit  nicht  zwangläufigen  Elementenpaaren 
an,  deren  Zwangläufigkeit  nachgewiesen  wird. 

In  systematischer  Weise  beantwortet  E,  Delassus*^)  die  Frage,  wie 
die  Bewegung  von  Körpern  mit  verschiedenen  Freiheitsgraden  durch 
kinematische  Verkettung  mittels  Schraubenpaaren  erzielt  werden  könne. 

Für  die  Schraubenketten  ist  die  im  allgemeinen  notwendige  und 
hinreichende  Bedingungsgleichung  der  Zwangläufigkeit 

55_6n  +  7  =  0/") 

in  welcher  n  die  Zahl  der  Olieder  und  s  die  der  Schraubenpaare  ist. 
Zu  dieser  Relation  gelangt  HocJimann^^),  indem  er  Ton  der  all- 
gemeineren 

ausgeht,  in  welcher  K  die  Anzahl  der  Zwangsbedingungen,  B  der 
Freiheitsgrad  der  Kette  ist,  und  darin  R=l  und  K=6s  setzt; 
doch  ist  die  Ableitung  nicht  einwandfrei. 


D.  Anhang. 

31.  Kinematik  veränderlicher  Systeme  ^^).  Den  Fall,  dass  ein  be- 
wegliches ebenes  System  6*  sich  stets  ähnlich  bleibt,  hat  bereits  Chcides^ 
betrachtet;  er  bewies,  dass  es  für  je  zwei  Lagen  <f[  und  tfj  einen  Ähn- 
lichkeitspol 0  giebt,  sodass  durch  Drehung  um  ihn  <f\  mit  tf^  in  ahn- 

429)  Ma8chinenle)ire  2,  §§  45—54  und  63,  64. 
480)  Ann.  ^c.  norm.  (3)  17  (1900),  p.  446. 

431)  Ohne  Beweis  mitgeteilt  von  M.  Chrubler,  Riga  Industrie -Zeitung  15 
(1889),  p.  162. 

432)  Die  Kinematik  der  Maschinen,  p.  67. 

433)  Es  handelt  sich  im  Text  weniger  um  kinematische  Wendung  der  all- 
gemeinen Theorie  veränderlicher  Systeme  (vgl.  Bd.  DI),  sondern  vielmehr  um  Resul- 
tate spezifisch  kinematischer  Bedeutung.  Ausgeschlossen  bleibt  auch  die  Betrach- 
tung der  allgemeinen  kollinearveränderlichen  Systeme,  sowie  die  Lehre  von  den 
nichteuklidischen  Bewegungen.  Es  genüge  die  Bemerkung,  dass  wesentlich  solche 
Fälle  koUinearvei^nderlicher  ebener  „Bewegungen*^  betrachtet  worden  sind,  bei 
denen  drei  Punkte  festbleiben  und  jeder  andere  Punkt  eine  Grerade  resp.  einen 
Kegelschnitt  beschreibt;  vgl.  L.  Burmester,  Zeitschr.  f.  Math.  20  (1876),  p.  385 
u.  Math.  Ann.  14  (1879),  p.  472,  sowie  J.  Petersen,  Tidskr.  for  Math.  (8)  6 
^1876),  p.  21. 

434)  Bull  scienc.  math   de  FSrussac  14  (1830),  p.  322. 
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liehe  Li^e  kommt.  Eingehender  sind  die  allgemeinen  Gesetze  ähnlich 
yeränderlicher  Systeme  Ton  Th,  Schöneniann  und  Ä.  Ghrouard  untersucht 
worden.  Für  ähnlich  veränderliche  Systeme  spielen  wieder  die  imagi- 
nären Kreispunkte  die  gleiche  ausgezeichnete  Rolle,  wie  für  starre 
Systeme^^).  Ebenso  sind  die  Beziehungen  affiner  Räume  denen  der 
starren  Systeme  analog,  nur  dass  hier  den  Kreispunkten  ein  ausgezeich- 
neter Charakter  nicht  mehr  zukommt. 

Bei  der  stetigen  Bewegung  eines  ebenen  ähnlichr  oder  affin- 
veränderlichen  Systems  <^  resp.  &*  in  seiner  Ebene  ist  in  jeder  Lage 
wieder  ein  Momentanpol  Torhanden,  und  zwar  so,  dass  die  Momentan- 
bewegung in  einer  Drehung  um  0  und  in  einer  Pehnung  längs  jeder 
durch  0  laufenden  Geraden  l  besteht.  Die  Gesamtbewegung  ist 
wiederum  durch  zwei  sich  stets  berührende  PoUcurven  charakterisiert. 
Ebenso  gilt  das  Prinzip  der  Umkehrbarkeit  der  Bewegung  nebst  den 
in  Nr.  3  genannten  allgemeinen  Folgerungen^^).  Von  den  besonderen 
Resultaten,  die  Schönefnann^"^)  und  Grouard^^)  für  die  Bewegung  eines 
Systems  <^  abgeleitet  haben,  erwähne  ich  folgende:  Die  Bahntangente 
eines  Punktes  A  bildet  mit  OA  einen  konstanten  Winkel.  Es  existiert 
ein  Wendekreis  und  auf  ihm  ein  Wendepol,  durch  den  alle  Wende- 
tangenten gehen,  sowie  auch  ein  Rückkehrkreis ]  durch  drei  Krüm- 
mungsradien ist  der  Wendekreis  bestimmt.  Genauer  sind  die  Krüm- 
mungsyerhältnisse  und  die  bezüglichen  geometrischen  Orter  Ton 
L.  Geisenheimer*^^)  untersucht  worden.  Die  Verwandtschaft  zwischen 
den  Punkten  A,A'  ist  nach  JB.  MüUer*^)  eine  ein-zweideutige  dritten 
Grades. 

Von  besonderen  Bewegungen  eines  <^  kennt  man  wesentlich  solche^ 
bei  denen  der  Pol  fest  bleibt,  zuerst  diejenige,  bei  der  jede  Gerade 
durch  einen  festen  Punkt  geht.   Nach  J.  Petersen ^^)  und  Chr.  Wiener^*) 


436)  Eine  analytische  Behandlung  aller  Transformationen,  die  die  Kreis- 
punkte  resp.  den  Eugelkreis  in  sich  überführen,  giebt  Königs,  Cin^matique, 
p.  308  ff. ;  vgl.  auch  Bd.  m. 

436)  L.  Burmester,  Zeitschr.  f.  Math.  19  (1874),  p.  162,  465.  /.  Somoff,  Zeit- 
schrift f.  Math.  80  (1886),  p.  199  giebt  eine  analytische  Darstellung  der  all- 
gemeinen Resultate. 

437)  Schulprogramm  Brandenburg  1862. 

438)  L'Institut  36  (1866),  p.  169;  37  (1869),  p.  27,  84,  124,  171. 

439)  Zeitschr.  f.  Math.  24  (1879),  p.  129. 

440)  Zeitschr.  f.  Math.  36  (1891),  p.  129.  Die  »  ist  ein  spezieller  Fall 
deijenigen,  die  man  erhält,  wenn  man  eine  F,  in  gewöhnlicher  Weise  und 
dann  stereographisch  auf  eine  Ebene  abbildet;  Diss.  Leipzig  1883. 

441)  NouY.  ann.  (2)  6  (1866),  p.  480. 

442)  Ann.  di  mat.  (2)  1  (1868),  p.  139. 

Bnojklop.  d.  mftth.  Wiisentch.    IT  1.  18^ 
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tritt  sie  ein,  wenn  drei  Geraden  durch  je  einen  festen  Punkt  gehen; 
jeder  Punkt  beschreibt  einen  durch  0  gehenden  Ereis^.  Allgemein 
besteht  für  Bewegung  mit  festem  Punkt  0  der  Satz,  dass  wenn  zwei 
Punkte  auf  ähnlichen  Kurven  ähnliche  Punktreihen  durchlaufen^  dies 
aUe  Punkte  thun^.  Ein  analoger  Satz  besteht  für  ein  afEuiYeränder- 
liches  ebenes  System  (f^,  das  drei  feste  Doppelpunkte  besitzt^. 
Von  solchen  Bewegungen  sind  folgende  betrachtet  worden:  Die  Be- 
wegung eines  6*,  bei  der  alle  Punkte  ähnliche  Geraden  durchlaufen^; 
femer  die  Bewegung  Ton  (S*,  bei  der  alle  Punkte  ähnliche  Kreise  be- 
schreiben und  jede  Gerade  einen  C^  umhüUt;  endlich  solche  Be- 
wegungen eines  <f> ,  bei  der  alle  Geraden  Pa/rdbeln  umhüllen  oder 
alle  Punkte  afGuie  Ellipsen  beschreiben  u.  s.  w.^^).  Eine  Realisie- 
rung verschiedener  Klassen  von  ähnlich-  und  afOnveränderlichen  Be- 
wegungen lässt  sich  durch  Kombination  von  Pantographen  und 
Plagiographen  ausführen^  wie  zuerst  J.  Kleiber  ^^)  und  kürzlich  auch 
P.  Somoff^'^)  gezeigt  haben.  Besondere  Bewegungen  hat  Mannheim 
zu  dem  Zweck  untersucht,  um  für  einzelne  Punkte  die  Tangente  und 
den  Krümmungskreis  zu  bestimmen,  resp.  für  geometrische  Kurven 
Konstruktionen  abzuleiten**^. 

Auch  die  FlächeninhaUsätee  lassen  sich  auf  ähnlich  resp.  affin 
veränderliche  Systeme  ausdehnen**^,  sowohl  die  Sätze  von  C,  Leudesdorf 
und  A.  jB.  Kempe^  wie  auch  die  Theoreme  von  G,  Darbaux  über  die 
Bogenlängen  und  die  Flächen  der  Geradenenveloppen,  endlich  auch 
die  analogen  Sätze  der  räumlichen  Bewegung.  Bei  affinverander- 
liehen  Systemen  treten  statt  der  Kreise  naturgemäss  Kegelschnitte  auf. 

Chasles  hat  in  der  oben  genannten  Arbeit  vom  Jahre  1830  auch 
bereits  die  Hauptsätze  über  ähnlich  veränderliche  räumliche  Systeme 


443)  Vgl.  auch  H.  Durrande,  Nouv.  ann.  (2)  6  (1867),  p.  60;  F.  G.AffoUer, 
Arch.  d.  Math.  Phys.  66  (1878),  p.  176. 

444)  Vgl.  auch  F.  Nicoli,  Modena  Mem.  (2)  1  (1888),  p.  69.  Sind  die  Bahn- 
kurven c_,  80  sind  die  Enveloppen  der  Geraden  im  allgemeinen  Kurven  c«   . 

446)  Falls  alle  Punkte  affine  Kurven  beschreiben,  fällt  die  Polkurve  mit 
dem  Wendekreis  zusammen;  Th.  Schönemann^  Fussn.  420. 

446)  Sie  ist  die  Umkehrung  der  Wiener- Petersen' sehen  Bewegung. 

447)  Zeitechr.  f.  Math.  46  (1901),  p.  169. 

448)  G^om^trie  cin^matique,  p.  16,  47,  477.  Spezielle  Fälle  der  Bewegung 
eines  2^  behandelt  auch  G,  Fouret,  Paris  C.  R.  88,  (1879),  p.  227;  Königs, 
Cin^matique,  p.  329;  Burmester,  Kinematik,  p.  86  u.  a. 

449)  Ä.  Schumann,  Zeitschr.  f.  Math.  26  (1881)^  p.  167;  E.E.EÜiot,  Lond. 
Math.  Soc.  Proc.  14  (1882),  p.  62;  /.  Neuberg,  Lifege,  M^m.  (2)  16  (1889),  p.  12; 
F,  Marley,  Quart.  J.  of  math.  24  (1890),  p.  369;  J^lKleäfer,  Arch.  d.  Math.  Phys. 
(2)  14  (1896),  p.  406. 
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27'  abgeleitet.  Für  zwei  Li^en  Z^  und  £^  giebt  es  im  allgemeineii 
eine  im  Endlichen  gelegene  Gerade  a,  sodass  durch  Drehimg  um  sie 
U{  und  U^  in  ähnliche  Lage  übergehen,  und  zwar  in  Bezug  auf  einen 
auf  a  gelegenen  Ähtdichkeitspöl  0.*^) 

Das  analoge  gilt  für  affine  Systeme  ^^^)  2^  und  2^.  Die  Be- 
wegung besteht  in  einer  Drehung  um  den  Affinitätspol  0,  resp.  um  a, 
und  einer  Dilatation,  die  fQr  jede  Ton  0  ausgehende  Richtung  wech- 
selt, und  deren  Grösse  für  alle  diese  Richtungen  durch  ein  EUipsoid 
bestimmt  ist  (vgl.  IV  14,  12,  Abraham),  Übrigens  können  auch  dUe 
Punkte  von  a  Doppelpunkte  für  2^  und  2^  sein. 

Von  speziellen  hierhergehörigen  räumlichen  Bewegungen  ist  die 
wichtigste  die  eines  affinveränderlichen  ^,  das  mau  so  verbiegen  kann, 
dass  die  Kanten  jedes  aus  vier  Erzeugenden  gebildeten  Vierecks  konstante 
Länge  haben.  Auf  diese  aus  dem  täglichen  Leben  längst  bekannte 
Bewegungsform  hat  theoretisch  zuerst  G.  Durrande  *'^^),  später  M.  Hen- 
rici^^)  hingewiesen.  Dwrrande  zeigte,  dass  die  Bewegung  die  eines 
affinveränderlichen  H^  ^^^)  ist,  und  dass  die  Bahntangenten  aller  Punkte 
senkrecht  zur  Fläche  sind.  Hieraus  folgt,  dass  das  H^  beständig  in 
eine  konfokale  Fläche  übergeht  und  bei  der  Deformation  die  Gesamt- 
heit dieser  konfokalen  H^  durchläuft,  sodass  jede  Bahnkurve  eine  Pol- 
hodie  (Nr.  16)  ist***).  Hält  man  bei  der  Deformation  des  E^  eine 
Erzeugende  g  fest,  so  beschreibt  jeder  andere  Punkt  des  H^  eine 
Kugel,  deren  Gentrum  auf  g  liegt;  man  erhält  damit  die  oben  (Nr.  21) 
angegebene  Darboux'sche  Bewegung.  Eine  einfache  Art,  die  Bewegung 
des  H^  zu  erzeugen,  hat  A,  Mannheim  ^^)  angegeben.  Er  geht  von 
vier  Geraden  aus,  die  in  den  Scheiteltangentialebenen  des  H^  liegen 
und  deformiert  das  bezügliche  Gelenkviereck  so,  dass  diese  Beziehimg 
stets  erfüllt  bleibt. 

J,  Larmar^  hat  gezeigt,  dass  man  ein  Gebilde  von  27  Geraden 
in  ähnlicher  Weise  gelenkig  deformieren  kann  wie  das  JS^.  Es  ist 
durch  drei  solcher  H^  gebildet;  seinen  einfachsten  Fall  stellen  die 
Sjuiten  und  Mittellinien  eines  Parallelepipedons  dar. 

460)  Einen  besondem  Fall  solcher  Bewegung  erörtert  F.  Nicoli,  Modena 
Mem.  (2)  1  (1883),  p.  171,  249;  vgl.  auch  K.  Moshammer,  Wien.  Ber.  74  (1876), 
p.  181. 

461)  Vgl.  Ä.  Grauard,  Bull.  Soc.  philom.  9  (1872),  p.  84,  89. 

462)  Ann.  6c,  norm.  (2)  2  (1878),  p.  116. 

468)  0.  Henrici  hat  ein  bezügliches  Modell  Jan.  1876  der  Lond.  math.  Soc. 
Yorgelegt.    Vgl.  auch  TT.  Dyck,  Katalog,  p.  261. 

464)  So  zuerst  bei  (7.  Darlxmx,  Paris  C.  R.  101  (1886),  p.  202. 

466)  Paris  G.  B.  102  (1886),  p.  268. 

466)  Cambr.  Phil.  Soc.  Proc.  6  (1884),  p.  161. 
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Ä.  Chrouard^^^)  erkannte  bereits  die  Existenz  der  BeschlennigongB- 
pole  G^^^  bei  einem  ff  und  zeigte^  dass  auf  Kreisen  um  sie  das  be- 
zügliche gp^")  konstant  und  dem  Radius  proportional  ist,  und  f&r  alle 
Punkte  einer  durch  G^^^  laufenden  Geraden  mit  ihr  einen  konstanten 
Winkel  bildet.  Die  Erklärung  dieser  Übertragbarkeit  der  Sätze  von 
Nr.  10  liegt  darin,  dass  auch  für  ein  beliebiges  27'  oder  27^  die  End- 
punkte der  t;  und  9  ein  zu  ihnen  affines  System  Z^  resp.  27 
(Nr.  19)  bilden,  wie  bei  starren  Systemen  27.*^')  Analytisch  liegt 
sie  darin,  dass  die  Formeln  für  die  Bewegung  eines  27'  oder  27' 
dieselbe  lineare  Form  haben,  wie  diejenigen  von  Nr.  19,  ebenso  daher 
auch  die  Formeln  für  die  DifFerentialquotienten*^). 

Man  "kann  daher  auch  die  Sätze  der  allgemeinen  Chasles^w^en. 
Theorie  auf  affinveränderliche  Systeme  übertragen  und  die  bezüg- 
lichen zugehörigen  Komplexe  studieren.  Auch  diese  Angabe  hat 
bereits  12.  Durrande  analytisch  behandelt^^^).  Die  hier  auftretenden 
Yerwandtschafken  sind  teilweise  allgemeinerer  Natur,  als  im  Fall  starrer 
Systeme,  doch  giebt  es  auch  hier  in  jeder  Ebene  einen  Punkt,  dessen 
Geschwindigkeit  resp.  Bahntangente  zu  ihr  senkrecht  ist  u.  s.  w.;  es 
bilden  jedoch  die  Punkte  mit  den  Normalebenen  kein  Nullsystem. 
Eine  ausführliche  geometrische  Darstellung  auf  Grund  der  Sätze  über 
2^,  27^,  27^  (Nr.  19)  und  mit  Anwendung  auf  die  einfachsten  Falle 
wurde  kürzlich  von  L.  Burmester  *^)  gegeben. 

Auch  die  Theorie  der  relativen  Bewegung  ist  auf  yeranderliche 
Systeme  übertragbar.  Im  besondem  gilt  die  Somoff^Qche  Gleichung 
von  Nr.  26,  wie  aus  dem  Beweise  von  Jkf.  Levy  *'^)  hervorgeht,  für 
beliebige  koUinearveränderliche  Systeme. 


467)  Bwrmester,  Zeitschr.  f.  Math.  23  (1878),  p.  110;  Z^.  Jlfos^mmer,  Wien. 
Ber.  74  (1876),  p.  140. 

468)  Für  die  analytische  Darstellung  vgl.  A.  Picart,  Nouv.  ann.  (2)  6  (1867), 
p.  168;  F.  Ligin,  ib.  (2)  12  (1876),  p.  481;  G.  Formenti,  Giom.  di  mat.  17  (1879), 
p.  232;  besonders  aber  H.  Durrande,  Paris  C.  R.  73  (1871),  p.  786;  74  (1872), 
p.  1248;  76  (1872),  p.  1177;  78  (1874),  p.  1086,  sowie  Ann.  ^c.  norm.  (2)  2 
(1874),  p.  89. 

469)  Vgl.  auch  F.  Castellano,  Torino  Atti  29  (1893),  p.  800. 
460)  Zeitschr.  f.  Math.  47  (1902),  p.  128. 


(Abgeschlossen  im  Juni  1902.) 
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(1861)   (das  Kap.  in,  welches   die  Theorie  der  Trägheitsmomente   enthält, 

wurde,  obwohl  yor  1834  geschrieben,  zum  ersten  Male  1861  yerOffentlicht). 
Th.  Beye,  Beitrag  zu  der  Lehre  von  den  Trägheitsmomenten,  Zeitschr.  f.  Math. 

Phys.  10  (1866). 
—  Trägheits-  und  höhere  Momente  eines  Massensjstems  in  Bezug  auf  Ebenen, 

J.  f.  Math.  72  (1870). 
W.  Bitter,  Die  Trägheitsellipse  geometrisch  abgeleitet,  Schweiz.  Bauzeittmg  11 

(1888). 
W.  Thomson  (Lord  Kelvin\  On  the  prindpal  azis  of  a  solid  body,  Cambr.  and 

Dubl.  Math.  J.  1  (1846). 
R,  Tovmsend,  On  principal  axis  of  a  body,  their  moments  of  inertia,  and  distri- 

bution  in  space,  Cambr.  and  Dubl.  Math.  J.  1  (1846)  und  2  (1847). 


1.  Der  Begriff  des  Massensystems.  Die  Oeometrie  der  Massen^) 
geht  Yon  dem  Gedanken  aus^  die  Punkte  des  Raumes  nicht  schlecht- 
hin zu  betrachten^  sondern  ihnen  noch  eine  nach  Belieben,  positiv 
oder  negativ,  wählbare  Zahl  als  ihre  Masse  beizuschreiben,  sodass  die 
Punkte  als  mit  bestimmten  Eoef&zienten  behaftet  erscheinen').  Hierbei 
wird  von  der  physikalischen  Bedeutung  dieses  Wortes  zunächst  ab- 
gesehen, die  Massen  bedeuten  in  der  geometrischen  Theorie  yielmehr 
blosse  Zahlen,  denen  erst  in  den  Anwendungen  eine  besondere  Inter- 
pretation gegeben  wird.  So  können  sie  im  physikalischen  Sinne 
Massen  oder  Gewichte  bedeuten,  das  Wort  Gewicht  kann  aber  auch, 
wie  in  der  Fehlertheorie,  in  übertragenem  Sinne  verstanden  werden. 

1)  Der  Name  „Geometrie  der  Massen^*  wurde  zum  ersten  Male  von  HdUm 
de  la  Goupülüre  in  seiner  Thäse  (Memoire  sur  une  th^orie  nouvelle  de  la  G^ 
m^trie  des  masses,  J.  ^c.  polyt.  S7  (1867),  siehe  auch  Revue  g6n.  des  sciencei 
(1893),  p.  337  ff.)  eingeführt,  später  von  einigen  anderen  Autoren  acceptiert;  z.B. 
gebraucht  ihn  J.  Somoff,  Mechanik  (1879)  für  die  einleitenden  Kapitel  zur  Statik 
und  Dynamik  (p.  1—107);  W.  Schell,  Theorie  der  Bewegung  1  (1879),  Kap.  VI— 
IX.  —  Abgesehen  vom  Namen  kann  man  die  erste  Idee  einer  von  der  Mechanik 
losgelösten  Geometrie  der  Massen,  ebenso  wie  die  Idee  einer  von  der  Mechanik 
abgetrennten  Kinematik  oder  Geometrie  der  Bewegung,  bei  L.  M.  N.  Camot 
(G^omätrie  de  position  1803  (§  297  und  p.  482;  §  298),  und  Corr^tion  des 
figures  1801,  §  218)  finden;  denselben  Gedanken  verfolgte  später  M,  Chasles 
(Aper9u  historique  1837,  2.  ^d.,  p.  106,  220— 221,  397  u.  s.  w.).  Die  Kinematik 
wurde  durch  Ä.  M.  Amph'e  und  viele  andere  zur  selbständigen  Disziplin  er- 
hoben (vgl.  lY  3  (Schoenflies)^  Fussn.  1),  die  Geometrie  der  Massen  ist  dies  heute 
noch  nicht,  obwohl  bereits  hinreichendes  Material  dafür  zusammengetragen  ist. 

2)  Den  Ausdruck  „mit  einem  Koef^ienten  behafteter  Punkt^'  gebraucht 
Ä.  F.  Möbim,  Barycentrischer  Calcul  1827  —  Werke  1,  p.  28;  H.  Grassmann, 
Geometrische  Analyse  1847  ^  Werke  1,  p.  376  nennt  die  Massenpunkte  „Punkt- 
grössen" ;  vgl.  auch  W,  Scheu,  Theorie  der  Bewegung  1,  p.  73  und  L.  Cremona, 
Calcolo  grafico  1874,  p.  69. 
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Die  Massen  können  femer  elektrische  oder  magnetische  Mengen  oder 
anch  Lichtstarken,  und  Wärmemengen  u.  s.  w.  bedeuten.  In  der  Be- 
Tolkenmgstheorie  erscheinen  sie  als  Anzahlen  von  Personen,  die  durch 
eine  gewisse  ortliche  und  zeitliche  Umgrenzung  zusammengehören  u.s.w. 
Greometrisch  lassen  sich  die  Massen  durch  geradlinige  Strecken  von 
bestimmter  Lange  und  Sinn  und  beliebiger,  aber  gemeinsamer  Rich- 
tung darstellen,  die  man  von  den  einzelnen  Massenpunkten  ausgehen 
lässt^. 

Die  Hauptbedeutung  der  Geometrie  der  Massen  liegt  indessen  in 
der  Mechanik.  So  gehören  in  sie  alle  Probleme,  welche  die  Theorie 
der  statischen  Momente  und  des  Schwerpunktes,  femer  die  Theorie 
der  Tri^heits-  und  Deviationsmomente  betrefifen,  und  die  nicht  nur  in 
der  Dynamik,  sondern  auch  in  der  Festigkeitslehre  und  anderswo 
Verwendung  finden. 

Wir  bezeichnen  einen  Massenpunkt  durch  ein  Symbol  A^  welches 
seinen  Ort  festlegt,  und  die  Masse  ce,  welche  dem  Punkte  A  als  Faktor 
beigefügt  wird.  Ist  a  =  1,  so  ist  einfach  Ä  zu  schreiben,  imd  der 
Punkt  heisst  dann  nach  H.  Grassmann  ein  einfacher  Punkt  ^. 

Der  Inbegriff  von  n  solchen  Massenpunkten  a-A^  (t  =  1,  2, . .  .,n), 
der  durch  das  Symbol  (cc^A^)^  oder  einfacher  (a-4)  gekennzeichnet  sein 
möge,  soll  ein  Massensystem  heissen,  ^i^^a^  dessen  Gesamtmasse^), 
Es  ist  nicht  ausgeschlossen,  dass  die  Massenpunkte  in  unendlicher 
Zahl  vorhanden  sind  und  ein  Eontinuum  bilden;  in  diesem  Falle,  der 
in  der  Folge  nur  an  einer  Stelle  (Nr.  23)  ausführlicher  betrachtet 
werden  soll,  verwandeln  sich  die  weiterhin  zu  betrachtenden  Summen 
in  leicht  verstandlicher  Weise  in  Integrale, 

L   Lineare  Momente.    Der  Schwerpunkt. 

2.  Polare  lineare  Momente.  Die  yersohiedenen  Arten  von 
Unm^B^men.     Durch   ein   gegebenes  Massensystem   wird  jedem 

8)  Solche  Segmente  von  gleicher,  aber  willkürlicher,  nicht  orientierter 
Richtung  u  repräsentieren  skalare  Massen.  Wollte  man  die  Bezeichnimg  der  a^ 
anch  anf  orientierte  Grössen  ausdehnen,  so  würde  man  zum  Begriff  der  vektoriellen 
Mauen  gelangen  {cc.Ä^^  welche  durch  nicht  parallele  Vektoren  a,.,  die  von  den  Ä^ 
amgehen,  repräsentiert  werden.  Bezeichnet  man  mit  2g.  eine  Yektorensumme,  so 
würde  die  Gesamtmasse  des  Systems  in  diesem  Falle  durch  den.  Vektor  ft «»  27  a^ , 
der  auch  Null  sein  kann,  gegeben  sein.  — .  Übrigens  hängt  die  Vorstellung  von 
Vektoren,  die  an  einzelne  Punkte  des  Baumes  angeheftet  sind,  auf  das  genaueste 
mit  der  Theorie  der  gehimdenen  Eräftesysteme  zusammen,  die  in  IV  2,  82  u.  ff. 
(Tmerding)  behandelt  ist.  Man  yergleiche  dort  insbesondere,  was  die  Idee 
yektorieller  Massensysteme  angeht,  die  Auseinandersetzungen  über  astattsches 
OkkhgewidU  und  astatische  Äqwwaiens,  Vgl.  auch  dort  die  Litteratumachweise. 
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Punkte  des  Raumes  in  folgender  Weise  ein  besidmmter  Vddor  zu- 
geordnet: Sind  Xy  yy  z  die  Koordinaten  des  angenommenen  Punktes  P, 
Xif  y^y  Zi  die  Koordinaten  eines  Massenpunktes  ^  des  Systems,  a^  dessen 
Masse,  so  werden  die  Komponenten  des  Vektors: 

(1)     l=2f^i{^i—^)7  n=2^i{yi—y),   t=2^M—fö' 

Dieser  Vektor  heisst  das  polare  Moment  des  Massensystems  fdr  den 
Punkt  P  als  Pol^),  Sind  |',  ri',  %'  die  Komponenten  des  polaren 
Momentes  für  einen  anderen  Punkt  P'  mit  den  Koordinaten  x\  \(y  /, 
so  wird 

Ist  ft  =H  ^;  ^^  findet  sich  ein  einziger  Punkt  Sy  für  den  das  polare 
Moment  yerschwindet,  für  dessen  Koordinaten  x^y  y^y  z,  sonach  wird: 

(3)    ^a,(ir,.— rr,)  =  0,     ^«.(y,— y,)  =  0,    ^«iCxf^— xrj  =  0 
oder: 

(3a)  ^<XiXi  =  ii'X„     ^a<y,  =  fA  y,,    2^i»i^  V^'f^.- 

Dieser  Punkt  heisst  der  Schwerpunkt  des  Massensysiems^).  Derselbe 
bleibt  ungeändert,  wenn  alle  Massen  in  demselben  Verhältnisse  yer- 
grössert  oder  verkleinert  werden. 

Mit  Hülfe  seiner  Koordinaten  x^y  y^y  z^  lassen  sich  die  Kompo- 
nenten des  polaren  Momentes  für  einen  beliebigen  Punkt  des  Baumes 
in  folgender  Weise  schreiben: 

(4)  g  =  ft(a;,— a;),    i?  =i=  ft(y,  — y),    e  =  f*(^— ^). 

Das  polare  Moment  des  Massensystems  ist  also  für  alle  Punkte  gleich 
dem  Momente  der  in  den  Schwerpunkt  konzentrierten  Gesamtmasse. 
Man  findet  demnach  das  polare  Moment  des  Massensystems  für 
irgend  einen  Punkt,  indem  man  den  Vektor,  der  Ton  diesem 
Punkte  nach  dem  Schwerpunkte  hingeht,  im  Verhältnisse  1 :  f&  Ter- 
grössert,  und  wenn  das  polare  Moment  für  irgend  einen  Punkt  P  be- 


4)  tJber  die  Benennung  „polares  Moment"  vgl.  W,  Scheu,  Theorie  der  Be- 
wegung 1,  p.  74;  H.  Grassmann,  Werke  1,  p.  161,  376  nennt  das  polare  lineare 
Moment  eines  Massenpunktes  die  „Abweichung  der  Punktgrösse  ecA''  von  dem 
Punkte  (Pole)  P;  p.  378  nennt  er  es  auch  die  „Mittelgrösse  des  vielfachen  Punkt- 
quadrates ccA*"'  (vgl.  Fussnote  38),  sodass  das  polare  lineare  Moment  eines  Massen- 
systems mit  der  Grassmann' sehen  „Mittelgrösse"  identisch  ist. 

6)  In  dieser  Form  (8  a)  ist  der  Schwerpunkt  zuerst  von  P.  Fan^fnon  eingefahrt 
worden,  Paris,  Hist.  de  TAcad.  1714.    Vgl.  IV  2,  82  (Timerding). 
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kanni  ist^,  so  ergiebt  sich  umgekehrt  eine  einfache  Konstruktion  des 
Schwerpunktes ''). 

Ist  fi  =  0;  so  sind  die  Gleichungen  (3)  im  allgemeinen  unerfüll- 
bar.   Die  Gleichungen  (2)  werden  dann: 

5  =  5',   ^  =  V;    5  =  5'5 

das  polare  Moment  M  ist  also  für  alle  Punkte  des  Raumes  dasselbe®); 
der  Vektor y  den  es  darstellt^  werde  mit  q  bezeichnet.  Ist  ^=^0,  so 
heisst  das  Massensystem  ein  magnetisches  System^)  und  der  Vektor  q 
seine  Axe^^)]  man  kann  sagen,  dass  der  Schwerpunkt  S  des  Systems 
in  der  Richtung  von  q  ins  Unendliche  gerückt  ist. 

Es  kann  aber  sein,  dass  die  Gleichungen  (3)  identisch  erfüllt 
sind,  d.  h.  dass  neben  ft  =  0  auch  noch  der  Vektor  q  verschwindet. 
Es  verschwindet  also  das  polare  Moment  für  jeden  Punkt  des  Raumes, 
und  jeder  Punkt  lässt  sich  als  Schwerpunkt  des  Massensystemes  an- 
sehen ^^).  Das  Massensystem  heisst  in  diesem  Falle  ein  indifferentes 
System. 

Wenn  alle  Einzelmassen  a^  gleiches  Zeichen  haben,  so  ergiebt  sich 
auch  für  die  Gesamtmasse  notwendigerweise  ein  endlicher,  von  Null 
verschiedener  Wert,   und   es  ist   immer   ein  bestimmter  eigentlicher 


6)  Man  findet  dieses  Moment  durch  Konstruktion  des  Vektors  PP*  gleich 
der  geometrischen  Summe  der  Strecken  aiPÄ^. 

7)  «71  iSomo/f  (Mechanik  2,  p.20}  schreibt  diese  Konstruktion  des  Schwerpunktes, 
die  von  dem  planaren  linearen  Momente  (vgl.  Nr.  8)  unabhängig  ist,  B,  de  Saint- 
Vmant  zu;  sie  findet  sich  aber  für  den  Fall  eines  Systems  einfacher  Punkte 
schon  bei  L.M.N.Camot  (Corrälation  des  figures  1801,  §§  207,  209,  218),  für 
ein  aUgemeines  (siehe  unten)  Massensystem  wurde  sie  gegeben  von  G.  BeUaf^Uis 
(Metodo  delle  equipollenze  1886),  von  Ä.  F,  Möbius  (Mechanik  des  Himmels  1843 
s  Werke  4,  p.  124),  femer  yon  J7.  Ortissmaim  (Ausdehnungslehre  1844  «  Werke  1', 
p.  72,  168)  und  endlich  von  B.  de  Saint-Venant  (Paris,  C.  B.  21  (1846),  p^  623). 

8)  Orasimawn,  Werke  1\  p.  375. 

9)  Der  Name  „magnetisches  System**  ist  deswegen  gerechtfertigt,  weil 
ein  System  von  magnetischen  Massen  {GrrassnuHin,  Ausdehnungslehre  1844,  §  104; 
vgL  auch  E,  BeUrami,  Ann.  di  mat.  (2)  10  (1882) ,  p.  262)  ein  solches  Massen- 
system  darstellt;  siehe  auch  Fussn.  40  u.  66.  ^ 

10)  Orassmann,  Ausdehnungslehre  1844,  §  102  (s.  unten  Fussn.  65).  Grasa- 
mann  bemerkt  hier,  dass  der  Vektor  q  einen  in  seiner  Richtung  unendlich  fem 
gelegenen  Punkt  ersetzt  und  als  Mitte  oder  MUtelaxe  der  Massenpunkte  er- 
scheint (p.  189).  Einige  Autoren  nennen  das  System  „schwerpunktslos**,  aber 
es  ist  damit  nur  gemeint,  dass  im  Endlichen  kein  Schwerpunkt  existiert  (vgl. 
Grasimann,  Werke  1\  p.  169).  Der  Schwerpunkt  bleibt  bestimmt,  nur  liegt  er 
in  unendlicher  Entfemung.    Vgl.  auch  Moebius,  Barycentrischer  Calcul,  §  9. 

11)  Moebius,  Barycentrischer  Calcul,  §  10  sagt:  das  System  hat  keinen 
Schwerpunkt,  es  ist  damit  aber  gemaint  „keinen  bestimmten  Schwerpunkt**. 
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Schwerpunkt  Torhanden.  Das  Massensystem  heisst  dann  ein  Sdiufer- 
System,  weil  eine  Anzahl  schwerer  Massenpunkte  ein  Beispiel  eines 
solchen  Systems  liefern.  Die  Theorie  der  Schwersysteme  unterscheidet 
sich  von  derjenigen  der  allgemeinen  Systeme  erst  bei  näherer  Be- 
trachtung der  quadratischen  Momente  (welche  beim  Schwersystem  not- 
wendig alle  positiv  sind^  wenn  man  alle  a^  >  0  Toraussetzt). 

Als  ein  allgemeines  Massensystem  werden  wir  weiterhin  ein  solches 
System  ansehen ,  dessen  Gesamtmasse  4=  0  ist. 

3.  Planare  lineare  Momente.  Statische  Momente  hinsiohtlioh 
einer  Ebene.  Als  das  staMsche  Moment  eines  gegebenen  Massen- 
systems für  eine  Ebene  x  ^')  (planares  lineares  Moment)  bezeichnet 
man  den  shda/ren  Ausdruck,  den  man  erMlt^  indem  man  die  Masse 
jedes  Massenpunktes  des  Systems  mit  seinem  Abstände  Ton  der  Ebene  tc 
multipliziert  und  alle  diese  Produkte  addiert.     Ist 

die  Gleichung  der  Ebene  jc,  so  wird  das  zugehörige  statische  Moment 
des  Massensystems: 

(5)  M=^  '^     *^    ^'         -4 ^ 

oder  wegen  (3  a): 

^     ^  yU*  +  F»  +  TT« 

Das  statische  Moment  eines  allgemeinen  Massensystems  wird  also  für 
alle  Ebenen  des  Raumes  gleich  dem  statischen  Momente  der  in  dein 
Schwerpunkte  konzentrierten  Gesamtmasse,  nämlich  gleich  dem  Pro- 
dukte aus  dieser  Gesamtmasse  und  dem  Abstände  des  Schwerpunktes 
von  der  Ebene  ^').  Insbesondere  verschwindet  es  för  alle  Ebenen,  die 
durch  den  Schwerpunkt  gehen  ^^,  oder  anders  ausgedrückt:  der  Schwer- 
punkt S  wird  umhüllt  von  den  Ebenen,  für  die  das  statische  Moment 
Null  ist. 

Ist  das  System  ein  magneHsdies  System,  also  ft  =  0,  j  4"  0;  *^ 
sind  die  Ebenen,  für  die  das  statische  Moment  des  Massensystems 
verschwindet,  alle  der  Axe  desselben  parallel  (vgl.  Nr.  6),  und  f&r 
irgend  eine  andere  Ebene  wird  das  statische  Moment  gefanden,  indem 
man  die  Axe  q  des  magnetischen  Systems  auf  die  zu  der  Ebene  nor- 


12)  Der  Begriff  des  statischeii  Momentes  geht  bis  auf  Ärchimedes  zartick 
(vgl.  W.  ScheUf  Theorie  der  Bewegung  1,  p.  81). 

18)  Moebius  (Barycentrischer  Calcul  >=  Werke  1,  p.  28)  gründet  auf  diese 
Eigenschaft  die  Definition  des  Schwerpunktes. 
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male .  Bichtang  projiziert^).  Das  statische  Moment  wird  also  ein 
MayJTnnm,  nämlich  =  Qy  für  die  Ebenen^  welche  zu  der  Axenrichtung 
des  magnetischen  Systems  normal  sind. 

Das  statische  Moment  eines  indifferenten  Massensystenis  ver- 
schwindet für  alle  Ebenen  des  Raumes. 

4«  Ebene  Projektionen  eines  Massensystems.  Geradlinige 
Systeme.  Als  Projektion  eines  Massenpunktes  aA  auf  eine  Ebene  n 
kann  man  den  Massenpunkt  aJ?  der  Ebene  n  bezeichnen,  welcher 
der  Lage  nach  in  die  Projektion  A9  des  Punktes  A  Mit  und  dessen 
Masse  gleich  der  des  projizierten  Massenpimktes  ist.  Dabei  kann 
das  Projektionszenti^m  im  besonderen  im  Unendlichen  Uegen.  Es 
gelten  für  die  Projektion  eines  allgemeinen  Massensystenis  die  Sätze: 

1)  Der  Schwerpunkt  S^  des  ebenen  Massensystems,  dessen  Massen- 
punkte  die  Projektionen  der  Massenpunkte  eines  gegebenen  räumUchen 
Massensystems  auf  eine  Ebene  ^  sind,  wird  gefunden,  indem  man 
den  Schwerpunkt  8  des  raumlichen  Massensystems  auf  die  Ebene  ^ 
projiziert.  Geht  insbesondere  die  Ebene  %  durch  den  Schwerpunkt  8 
des  raumlichen  Systems,  so  fällt  der  Schwerpunkt  S^  mit  dem  Schwer- 
punkt 8  zusammen  ^^). 

2)  Das  polare  Moment  des  ebenen  Massensystems  für  irgend 
einen  Punkt  P^  seiner  Ebene  tc  ist  ein  Vektor  in  dieser  Ebene  und 
wird  gefunden,  indem  man  den  Vektor,  der  das  polare  Moment  des 
räumlichen  Maissensystems  für  denselben  Punkt  P»  darstellt,  auf  die 
Ebene  «  projiziert. 

3)  Das  statische  Moment  des  ebenen  Massensystems  für  eine  in 
seiner  Ebene  n  liegende  gerade  Linie  ^  wird  gefunden,  indem  man 
das  statische  Moment  des  räumlichen  Massensystems  für  diejenige 
Ebene  bildet,  welche  durch  die  Linie  ^  geht  und  auf  der  Ebene  x 
senkrecht  steht. 

Die  orthogonale  Projektion  des  magnetischen  Massensystems  auf 
eine  beliebige  Ebene  bildet  im  allgemeinen  wieder  ein  magnetisches 
Massensystem,  dessen  Axe  durch  die  Projektion  des  Vektors  q  auf  die 
Ebene  gefunden  wird.    Wenn  aber  die  Ebene  zur  Axenrichtung  des 


14)  C.  Cuimann  (Graphische  Statik  1S66,  p.  26)  gebraucht  für  die  Pro- 
jektion auf  die  zn  einer  Ebene  normale  Richtung  den  Ausdruck  ÄntiprcjMion, 
Vgl.  auch  L.  Oremona,  Calcolo  grafico  1874,  p.  26. 

15)  Zwischen  den  projizierenden  Strahlen  besteht  die  Beziehung  ^  a^  Ä^  AP 
i—  ^88^j  d.  h.  SS^  kann  als  mittlerer  Vektor  der  Vektoren  a^  J.jui,*^  aufgefasst 
werden.  Ist  a^  der  Fusspunkt  des  auf  SAf  von  einem  beliebigen  Raumpunkt  P 
gefUlten  Perpendikels,  so  ist  ^aiSÄj- Saj^^O  (vgl.  für  den  Fall  «,==1 
Camot^  Coirälation  des  figures,  p.  161). 
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raumlichen  Massensystems  normal  ist;  so  wird  die  Projektion  ins- 
besondere ein  indifferentes  Massensystem. 

Analoge  Sätze  lassen  sich  für  nur  geradlinige  Massensysteme 
aufstellen. 

5.  Sätze  über  den  Sohwerpunkt.  Der  Schwerpunkt  als  Zentnun 
der  mittleren  Entfernungen.  Die  Gleichungen  (3)  in  Nr.  2,  welche 
den  Schwerpunkt  eines  allgemeinen  Massensystems  als  den  Punkt  defi- 
nieren ^  für  den  das  polare  Moment  verschwindet;  gestatten  folgende 
geometrische  Interpretation:  Die  Strecken^  welche  den  Schwerpunkt  S 
mit  den  einzelnen  Punkten  des  Systems  yerbind^n,  jede  multipliziert 
mit  der  Masse  a^,  lassen  sich  ohne  Änderung  von  Richtung,  Sinn  und 
Länge  zu  einem  geschlossenen  Polygon  zusammenfegen.  Umgekehrt 
wenn  im  Räume  ein  beliebiges  geschlossenes  Polygon  gegeben  ist  und 
man  von  einem  beliebigen  Punkte  S  aus  Strecken  8A^  zieht,  welche 
den  Seiten  dieses  Polygons  gleich  und  gleichgerichtet  sind  (wobei 
man  sich  das  Polygon  in  einem  bestimmten  Sinne  umlaufen  zu  denken 
hat),  so  ist  der  Punkt  S  der  Schwerpunkt  f&r  die  Endpunkte  A^ 
jener  Strecken. 

Symbolisch  kann  man  die  Gleichungen  (3a)  in  Nr.  2  schreiben: 

(6)  ^a,A,  =  ii'S    oder    8  =  ^^- 

Der  Schwerpunkt  erscheint  danach  als  Mittelpunkt^^  oder  mit  der 
Gesamtmasse  des  Systems  versehen,  als  die  Summe^'^)  der  einzelnen 
Massenpunkte. 

,,Zerlegt  man  ein  allgemeines  Massensystem  auf  beliebige  Art  in 
eine  Anzahl  von  Teilsystemen  und  sucht  von  allen  diesen  die  Schwer- 
punkte, indem  man  sich  jedesmal  in  diesen  die  Gesamtmasse  des  Teil- 
systems konzentriert  denkt,  so  ist  der  Schwerpunkt  aller  so  ge- 
wonnenen Massenpunkte  zugleich  der  Schwerpunkt  des  gegebenen  Massen- 
systems. Liegen  alle  Massenpunkte  eines  Massensystems  auf  einer  ge- 
raden Linie  oder  in  einer  Ebene,  so  liegt  auch  sein  Schwerpunkt  auf 
dieser  Linie  oder  in  dieser  Ebene."     Hieraus  ergiebt  sich: 

„Lassen  sich  iu  besonderen  Fällen  die  Massenpunkte  eines  Massen- 
systems so  einteilen,  dass  die  Schwerpunkte  der  Teilsysteme  in  einer 
geraden  Linie  liegen  oder  einer  Ebene  angehören,  so  geht  diese  ge- 


16)  Grcmmann,  J.  f  Math.  24  (1842),  p.  271,  und  Werke  1*,  p.  72  u.  618; 
Tgl.  auch  Fussn.  19,  26  u.  27. 

17)  Moehius,  Barcentxischer  Calcul  =  Werke  1,  p.  44  u.  611;  Grassmaum^ 
Geometrische  Analyse,  §  16  =  Werke  1*,  p.  376;  (vgl.  Fussn.  21). 
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rade  Linie  oder  diese  Ebene  durch  den  Schwerpunkt  des  Qesamir 
sjstems  oder  ist,  wie  man  sagt^  für  dasselbe  eine  Schwerlinie  oder 
eine  Schwer^bene,^  In  jedem  Falle  liegen,  wenn  man  ein  vorgelegtes 
Massensystem  irgendwie  in  zwei  oder  in  drei  Teilsysteme  zerlegt,  die 
Schwerpunkte  dieser  Teilsysteme  immer  auf  einer  Schwerlinie  oder  in 
einer  Schwerebene  ^). 

Hieraus  ergiebt  sich  eine  einfache  Methode,  um  in  vielen  Fallen 
den  Schwerpunkt  eines  gegebenen  Systems  zu  finden  (vgl.  Nr.  24). 

Wählt  man  im  besonderen  alle  Massen  des  allgemeinen  Massen- 
sysiems  gleich  1,  so  werden  die  Koordinaten  des  Schwerpunkts  8: 

Die  Entfernung  des  Pimktes  8  von  einer  beliebigen  Ebene  ist  also  das 
Mittel  der  Entfernungen  aller  Punkte  des  Systems  von  derselben 
Ebene.  Es  wird  daher  im  vorliegenden  Falle  der  Schwerpunkt  als 
Zentrum  der  mittlerere  En^emungefi^^)  bezeichnet.  Jede  Symmetrie- 
ebene oder  -Axe  des  Systems  Ai  geht  durch  den  Schwerpunkt. 

Im  magnetischen  System  ist  der  Schwerpunkt  in  der  Richtung  der 
Axe  im  unendlichen  gelegen  (vgl.  Nr.  2).  Es  ist  der  uneigentliche 
Punkt  8^,  Dadurch  modifizieren  sich  die  Sätze,  welche  für  den 
Schwerpunkt  des  aUgemeinen  Massensystems  gelten,  in  folgender 
Weise: 

Das  Umhüllungsgebilde  der  Ebenen  vom  statischen  Momente  Null*^) 
wird  jetzt  der  Punkt  8^  (vgl.  Nr.  3)  und  als  Summe  der  Punkte  a^A^ 
läset  sich  vermöge  der  symbolischen  Gleichung 

der  Vektor  q^^)  ansehen. 

Teilt  man  ein  magnetisches  Massensystem  irgendwie  in  zwei 
nicht    magnetische    Teilsysteme,    so    fällt    die   Verbindungslinie    der 


IS)  Sind  f»|  und  fi^  die  Massen  der  beiden  Teilsysteme,  8^ ,  S^  ihre  Schwer- 
punkte, so  ist  (i'i -\- f't '^  f»'  und  (i^  SS^  -\-  f«,  88^  =»  0  und  analog  für  drei  Teil- 
systeme. 

19)  Camot,  Corr^ation  des  figures  ISOl  (ygl.  Fussn.  7).  J,  V.  Poncelet 
(J.  f.  Math.  3  (182S))  bezeichnete  das  Zentrum  der  mittleren  Entfernungen  als 
^^Zentrum  der  harmonischen  Mittel  in  Bezug  auf  die  unendlich  ferne  Ebene**  (vgl. 
Nr.  11);  ygl.  auch  Chaslea,  Aper9U  historique  1837,  2.  ^d.  1876,  p.  616  £,  713  £f. 
Grassmann  (J.  f.  Math.  24  (1842),  p.  271)  veränderte  die  Pancekt'sche  Bezeich- 
nung in  „harmonische  Mitte  in  Bezug  auf  eine  Ebene**  und  die  Camot 'sehe  Be> 
Zeichnung  in  „Mitte  zwischen  den  Punkten**. 

20)  Moebius^  Barycentrischer  Calcul,  §  8  u.  9. 

21)  Grasstnann,  Werke  l^  p.  308;  vgl.  Fussn.  17. 
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Schwerpunkte  dieser  Teilsysteme  in  die  Axenrichtang  des  magnetischen 
Systems.  Die  Gesamtmassen  der  beiden  Teilsysteme  sind  dabei  einander 
entgegengesetzt  gleich.  Multipliziert  man  ihren  absoluten  Betrag  mit 
dem  Abstände  der  beiden  Schwerpirnkte^  so  erhalt  man  die  Lange 
der  Axe  q.  Speziell  fallt  in  die  Richtung  dieser  Axe  jede  Linie, 
welche  einen  Massenpunkt  des  Systems  mit  dem  Schwerpunkte   der 

übrigen  verbindet,  und  diese  Verbindungsstrecke  ist  der  Strecke    -  q 

gleich  imd  entgegengesetzt  gerichtet,  wenn  a^  die  Masse  des  heraus- 
gegriffenen Massenpunktes  ist.  Setzt  sich  ein  mitotisches  Massen- 
system aus  mehreren  magnetischen  Teilsystemen  zusammen,  so  setzt 
sich  auch  seine  Axe  q  aus  den  Axen  q^  dieser  Teilsysteme  nach  der- 
selben Regel  zusammen,  nach  der  Vektoren  zu  einem  Vektor  vereinigt 
werden,  was  durch  die  einfache  Gleichung  JS^q^^^  q  angedeutet  wer- 
den möge. 

Im  indifferenten  System  ist  jeder  Punkt  Schwerpunkt  (vgl.  Nr.  2). 
Es  ist  die  Summe  der  n  Punkte  a^A^  gleich  Null. 

Teilt  man  daher  das  indifferente  Massensystem  irgendwie  in  zwei 
nicht  indifferente  Teilsysteme,  so  fallen  die  Schwerpunkte  dieser  Teil- 
systeme zusammen.  Insbesondere  liegt  in  jedem  Massenpunkte  des 
indifferenten  Systems  der  Schwerpunkt  der  übrigen  und  man  erhält 
umgekehrt  aus  einem  allgemeinen  Massensysteme  ein  indifferentes,  indem 
man  als  weiteren  Massenpunkt  die  in  dem  Schwerpunkte  konzentrierte 
Gesamtmasse  des  Systems  mit  umgekehrtem  Vorzeichen  hinzufQgt. 

6.  Barycentrische  Koordinaten.  Besteht  das  Massensystem  nur 
aus  zwei  Massenpunkten  cc^A^  und  a^A^,  so  mögen  wir  durch  die 
Punkte  A^  und  A^^  die  x-kne  des  Koordinatensystems  legen,  sodass 
die  Koordinaten  der  Punkte -4^  und  A^  {x^,  0,  0)  und  (x^yO,  0)  werden. 
Dann  werden  die  Koordinaten  y,  und  z^  des  Schwerpunktes  S  eben- 
falls gleich  Null,  und  x^  wird 

^^)  ^^  -   -.  +  -,  ' ' 

d.  h.^®)  der  Schwerpunkt  S  der  beiden  Massenpunkte  a^A^  xmA  d^A^ 
teilt  das  Segment  A^A^  im  umgekehrten  Verhältnisse  zu  den  Massen 
a^  und  0^2,  und  zwar  innen  oder  aussen,  je  nachdem  a^  und  a^  gleiches 
oder  entgegengesetztes  Vorzeichen  haben**).  \&i  a^  =  —  o^,  so  rückt 
8  auf  der  Verbindungslinie  von  A^  und  A^  in  unendliche  Entfernung 
(vgl.  Nr.  2). 


22)  Dieses  Hebelgesetz  rührt  bereits  von  Archimedes  her. 
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Wir  übergehen  der  Kürze  halber  den  Fall  dreier  Massenpnnkte. 
Besteht  das  Massensystem  aus  vier  Massenpunkten  cc^Ä^,  cc^A^, 
a^A^9  ^4-^4;  SO  liegt  sein  Schwerpunkt  S  so,  dass  jede  der  drei  durch 
ihn  gehenden  geraden  Linien^  die  zwei  Gegenkanten  des  Tetraeders 
Ä^A^A^Ä^  treffen^  diese  Kanten  im  umgekehrten  Verhältnisse  zu  den 
in  ihren  Endpunkten  angebrachten  Massen  teilen.  Der  Abstand  des 
Schwerpunktes  jS  yon  einer  Seitenfläche  des  Tetraeders  steht  zu  der 
zugehörigen  Hohe  in  demselben  Verhältnisse ,  wie  die  in  dem  gegen- 
überliegenden Eckpunkte  Ä^  angebrachten  Massen  a^  zu  der  Gesamt- 
masse ft  =  «1  -f-  «2  +  «8  +  «4- 

Betrachtet  man  nun  die  vier  Punkte  A^  als  fest  und  nur  die 
zugehörigen  Massen  a^  als  veränderlich;  mit  der  Bedingung^  dass 
ihre  Summe  fi  konstant  bleibt,  so  gehört  zu  jedem  Wertequadrupel 
(c^a^Oj^J  ein  bestimmter  Punkt  jS  und  umgekehrt  zu  jedem  Punkte  8 
ein  Wertequadrupel  (o^a^a^a^).  Diese  vier  Werte  a^  sind  die  bary- 
centrischen  Koordinaten  des  Punktes  S,  bezogen  auf  das  Fundamentai- 
ietraeder  A^A^A^A^^),  Dieselben  sind  von  Moeüus  eingeführt  und 
in  seinem  Barycentrischen  Kalkül  (1827)  verwertet  worden,  wodurch 
zum  ersten  Male  ein  System  homogener  Koordinaten  in  die  ana- 
lytische Geometrie  eingeführt  wurde**).  Die  TetraederkoordincUen  von 
J.  Plücker^)  gehen  aus  den  barycentrischen  Koordinaten  hervor,  indem 
man  dieselben  noch  mit  beliebig  wählbaren  konstanten  Faktoren 
multipliziert 

7.  Das  ICassensystem,  -  aofisefaBBt  als  ein  System  paralleler 
KriUte.  Die  in  den  voraufgehenden  Nummern  gegebenen  Sätze  er- 
halten eine  charakteristische  Interpretation,  wenn  man  die  Massen  a^ 
eines  Massensystems  durch  Strecken  A^B^  repräsentiert,  die  sämtlich 
einer  willkürlichen  Bichtung  u  parallel  von  den  Punkten  A^  des 
Systems  in  ein  oder  dem  anderen  Sinne  je  nach  dem  Vorzeichen  von 
tt  auslaufen.  Man  kommt  so  auf  bekannte  Sätze  der  Statik  starrer 
Korper  (vgl  IV  2,  32,  Timerding). 

Im  Falle  eines  allgemeinen  Massensystems  (also  fi  4°  0)  lässt  sich 


23)  Sie  sind  dem  Inhalte  der  Tetraeder  proportional,  deren  Spitze  in  S 
liegt  nnd  deren  Grundflächen  die  den  Punkten  il,-  gegenüberliegenden  Seiten- 
flächen Aj  des  Fundamentaltetraeders  sind. 

24)  S.  die  Vorrede  von  B.  BcUteer  zu  Bd.  1  von  Moebius'  Werken  p.  IX,  und 
bei  öragsmann  (Werke  1\  %  116,  117),  was  er  „barycentrisches  Bichtsystem  von 
Moebhu^*  nennt. 

26)  J.  f.  Math.  6  (1880),  p.  1  =  Werke  1,  p.  124.  Vgl.  auch  BeUavitis, 
Metodo  delle  equipoUenze  (1836),  Nr.  99  n.  100. 
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eine  im  Schwerpunkte  S  angreifende  resultierende  Strecke  SR  finden**); 
da  u  willkürlich  ist;  so  rotiert;  wenn  die  Strecken  AiB^  um  die 
Punkte  Äf  durch  einen  Winkel  ^  sich  drehen,  die  resultierende  Strecke 
um  den  Punkt  S  durch  denselben  Winkel. 

Die  Strecken  A^B^  lassen  sich  als  Eraffce  auffassen,  die  in  den 
Punkten  Ä^  angreifen;  S  ist  das  Zentrum  dieser  Kräfte^. 

Nimmt  man  alle  Massen  gleich  1,  so  lassen  sich  die  Strecken  8Ai 
als  Darstellung  eines  Systems  von  Eräften  deuten ,  die  am  Punkte  8 
angreifend  sich  das  Gleichgewicht  halten.  Wären  n  am  Punkte  8 
angreifende  Kräfte  nicht  im  Gleichgewichte,  so  würde  ihre  Besultante 
gleich  der  Strecke  n*SM  sein,  wenn  M  das  Centrum  der  mitÜeren 
Entfernungen  für  die  Endpunkte  der  die  Kräfte  darstellenden  Strecken 
bedeutet. 

Wird  das  magnetische  Massensystem  durch  ein  System  paralleler 
Kräfte  ersetzt,  deren  Angriffspunkte  in  die  Massenpunkte  fallen  und 
deren  Intensitäten  den  Massen  proportional  sind^,  so  sind  die 
Kräfte  im  Gleichgewichte,  wenn  ihre  Richtung  u  mit  der  Axenrichiang 
des  magnetischen  Systems  zusammenfäUt.  Haben  sie  irgend  eine 
andere  Richtung,  die  mit  der  Axenrichtung  den  Winkel  o  bilde,  so 
setzen  sie  sich  zu  einem  Kräftepaare  vom  Momente  g  •  sin  o  zu- 
sammen'^. Lässt  man  den  Arm  dieses  Kräftepaares  in  die  Axen- 
richtung  des  magnetischen  Systems  faUen,  giebt  ihm  im  übrigen  eine 

beliebige  Länge  a,  so  haben  die  Eräfte  des  Paares  die  Intensität  ~ 

und  drehen  sich  mit  den  Kräften  des  Systems,  das  sie  erseteen,  u^ 
ihre  Angriffspunkte. 

Insbesondere  kann  man  das  System  paralleler  E[räfte  so  auf  ein 
Kräftepaar  reduzieren,  dass  man  irgend  eine  Anzahl  dieser  Kräfte, 
die  nur  nicht  selbst  einem  E[räftepaare  äquivalent  sein  dar^  zu  einer 
Resultierenden  vereinigt  und  ebenso  die  übrigbleibenden  Ejrafbe  des 
Systems.     Diese  beiden  Resultanten  bilden  dann  das  Kräftepaar. 

Ersetzt  man  die  Massen  in  einem  indifferenten  Massensystem 
durch  parallele  Kräfte,  so  sind  dieselben,  wie  man  auch  ihre  gemein- 
same Richtung  u  annimmt,  im  Gleichgewichte^. 


26)  Wegen  dieser  Eigenschaft  des  Schwerpunkts  8  nennt  ihn  2>.  Ckelini, 
Bol.  Mem.  (2)  10  (1870),  p.  843,  den  „resultierenden  Punkt**  der  gegebenen 
Punkte  UiÄi. 

27)  Vgl.  Modnus,  Statik  =  Werke  3,  p.  161  ff. 

28)  Moebius,  Statik  1,  §  107  =  Werke  8,  p.  161  ff. ;  sowie  IV  2, 34  (Tmerdingy. 

29)  Das  ExUftepaar  bedeutet  eine  unendlich  ferne,  unendlich  kleine  Ejrafb; 
vgl.  IV  2,  6  (TifMrding).  Über  die  Zusammensetzung  solcher  Erftfte  in  der  un- 
endlich fernen  Ebene  vgl.  Cülmamn,  Graphische  Statik  186$,  §§  38—44. 
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8.  Kongraente  und  llhnliohe  Systeme.  Aus  einem  Massen- 
gysteme  geht  ein  kongruentes  Massensystem  durch  eine  blosse  Ver- 
rfickiing  im  Räume  hervor.  Hierbei  ändert  sich  die  Lage  des  Schwer- 
punktoB  gegen  das  System  nicht.  Giebt  man  der  Masse  «,  eines  jeden 
Masaenpunktes  a^Ai'  des  neuen  Massensystems  das  entgegengesetzte 
Vorzeichen;  so  bildet  er  mit  dem  entsprechenden  Massenpunkte  a^A^ 
des  ursprünglichen  Massensystems  zusammen  ein  magnetisches  Massen- 
system und  alle  diese  magnetischen  Systeme  vereinigt  geben  ein 
magnetisches  System,  das  die  beiden  kongruenten  Massensysteme  um- 
&8st.     Hieraus  folgt  (vgl.  Nr.  4)  die  merkwürdige  Gleichung 

indem  S  und  S'  die  Schwerpunkte  der  kongruenten  Massensysteme 
bedeuten  und  durch  JS^  die  geometrische  Addition  der  Vektoren  be- 
zeichnet wird. 

Aus  einem  Massensysteme  geht  ein  affines  System  durch  affine 
Transformation  des  Baumes  hervor.  Durch  dieselbe  Transformation 
geht  dann  auch  der  Schwerpunkt  des  alten  Systems  in  den  Schwer- 
punkt des  neuen  Systems  über*^)  (vgl.  Nr.  24). 


n.   Quadratische  Momente.    Das  Antipolarsystem. 

9.  Die  versohiedenen  Arten  quadratischer  Momente  und  ihre 
gegenseitigen  Besiehungen.  Die  quadratischen  Momente  eines  Massen- 
systems filr  ein  Baumelement,  namUch  einen  Punkt,  eine  gerade 
Linie  oder  eine  Ebene,  werden  definiert  als  die  skaiaren  Ausdrücke, 
die  man  erhalt,  indem  man  die  Masse  jedes  Massenpunktes  mit  dem 
Quadrate  seiner  in  bestimmter  (gewöhnlich  rechtwinkeliger)  Richtung 
gemessenen  Entfernung  von  dem  betreffenden  Raumelemente  multi- 
pliziert und  alle  diese  Produkte  addiert.  Die  quadratischen  Momente 
werden  traditioneller  Weise  als  Trägheitsmomente  bezeichnet,  und  zwar  als 
polare  ^,  aoAaie  J^  und  pUmare  Trägheitsmomente  J^,  je  nachdem  sie 
siok  auf  einen  Funkt,  eine  gerade  Linie  oder  eine  Ebene  beziehen. 
Eine  Strecke,  deren  Quadrat  dem  durch  die  Gresamtmasse  dividierten 
absoluten  Werte  des  Tiagheitsmomentes  gleich  ist,  heisst  Trägheits- 
radius des  Systems  in  Bezug  auf  das  betreffende  Raumelement  oder 
ttueh  kurz  Tragheitsradius  des  Raumelements  selber,  und  man  hat  den 


80)  Moetmg,  Mechanik  des  flimmels  (1848),  §  76  =«  Werke  4,  p.  184.    Er 
folgert  ans  ihr  den  Satz  von  der  Erhaltang  des  Schwerpunkts. 

81)  Für  ähnliche  Figuren  stammt  das  Theorem  bereits  von  Ärchimedes. 
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yerschiedenen   Tragheitsmomenten   entsprechend  polare  Tc^y  axiale  i^ 
und  planare  Trägheitsradien  k^  zn  unterscheiden^). 

Wählt  man  im  Räume  irgendwie  drei  zu  einander  normale 
Ebenen  i,  rj,  g  und  sieht  sie  als  Orundebenen  eines  Gartesischen 
Koordinatensystems  an,  so  werden  die  auf  sie  bezüglichen  planatnen 
TrägheitsmometUe  J^j  J^^  J-  eines  Massensystems  {aA)  durch  die 
Ausdrücke  dargestellt: 

(9)  J^=^JS^i^i\    J^^^^iVi^,    J^=2^i^^' 

Die  Träsß^eUsmomente  für  die  Axen  x,  y,  e  dieses  Koordinatensystems 
werden  dann^: 

J.  =  -^«,(y.*+«<')  =  ^,  +  Jc» 

(10)  J,  =  ^«,  {e*  +  «,»)  =  Jf  +  Jj , 

^an  findet  hiemach  allgemein  das  axiale  Trägheitsmoment  J^  für  irgend 
eine  Axe  g,  indem  man  die  pknaren  Trägheitsmomente  fllr  zwei  durch 
diese  Axe  gelegte,  zu  einander  normale  Ebenen  addiert^ 
umgekehrt  wird: 

(11)  j«=y(j,+j -jj,  j^,=y(j.+ J,-J,),  /:=y(j;+J,-./.). 

Das  polare  TrägheiismomeHt  J^  für  den  Ursprung  0  des  Koordi- 
natensystems ist: 

(12)^^^«,(jr,»+y,«+ir,»)  =  Jj  +  J,  +  Jj  =  |(J,+  j;  +  J-J. 

32)  J,  Samoff  (Mechanik  2,  631)  behält  f&r  das  axiale  Triigheitsmoment  /, 
den  von  L.  Euler  gebrauchten  Ansdnick  „Trägheitsmoment^  bei,  ersetzt  aber  — 
im  Gegensatx  zn  C.  Culmann  (Graphische  Statik  1866),  W.  S<Ml  (Theorie  der 
Bewegung)  und  E.  J.  Bauih  (Dynamik  1)  —  die  Ton  J.  Binet  (J.  ^.  polyt  16 
(1813))  auf  die  Ebenen  erweiterte  Bezeichnung  („Txägheitsmoment  in  Bezug  auf 
eine  Ebene**)  durch  den  Ausdruck  „quadratisches  Moment  in  Bezug  auf  eine 
Ebene**.  HdUm  de  la  GaupOliere  (J.  4c.  polyt.  37  (1867),  p.  73—76)  nennt  das 
axiale  Ti^heitsmoment  Jg  „moment  d*inertie**,  das  planare  J^  „somme  d^inertie^, 
das  polare  Jp  „moment  central  d'inertie**,  gebraucht  aber  später  (Beyue  g^ 
des  sdences  1893)  die  von  uns  verwendeten  Bezeichnungen.  —  Schon  Emler 
(Theoria  motus  1766,  Nr.  424)  hatte  (for  schwere  Massen)  Jf  in  die  Form 
fftiby'  gebracht.  Painsot  (J.  de  math.  16  (1861),  p.  73)  fahrte,  daran  anknüpfend, 
zum  ersten  Male  den  Begriff  des  Trägheitsradius  ein,  indem  er  kg  den  „bras 
d'inertie  autour  de  Taxe  ^  nannte.  Hdton  de  la  GoupüHiert  nennt  den  axialen 
Trägheitsradius  kg  „rayon  de  gyration**  (wie  auch  Ifac  Cuüa^  thut),  den  planarea 
k^  „module  de  gyration**,  den  polaren  kp  „rayon  central  de  gyration**.  8cMl 
(Theorie  der  Bewegung  1,  p.  78, 100)  sagt  dagegen  bezw.  „Ti^heitsradius**,  „Träg- 
heitsarm** und  „Radius  des  polaren  quadratischen  Momentes^*.  Somaff  (Me- 
chanik 2,  p.  74)  hat  för  kt  keinen  besonderen  Namen. 

33)  Euier,  Theoria  motus  1766,  Nr.  462. 


9*  Die  verschiedenen  Arten  quadratischer  Momente.  295 

jyDas  Trägheitsmoment  J^  fär  irgend  einen  Punkt  ist  demnach  gleich 
der  Summe  der  Trägheitsmomente  für  drei  durch  diesen  Punkt  ge- 
legte normale  Ebenen  oder  gleich  der  halben  Summe  der  Trägheits- 
momente fxir  drei  durch  ihn  gehende  normale  Gerade/^  Man  kann 
auch  schreiben: 

(13)  j;,  =  jj  +  j,  =  j,  +  j^  =  jj  +  j. 

oder: 

cT^  =  Ji  —  J,,    J^  =  Jq  —  Jy ,    J^^=  Jq  —  J^. 

^an  findet  also  das  Trägheitsmoment  J^  für  eine  Ebene,  indem  man 
von  dem  Tragheitsmomente  für  irgend  einen  Punkt  dieser  Ebene  das 
Trägheitsmoment  für  die  in  diesem  Punkte  auf  der  Ebene  errichtete 
Normale  abzieht/' 

Die  Trägheitsmomente  sind^  wenn  die  Massen  a^  beliebig  positiv 
oder  negativ  sein  können,  nicht  notwendigerweise  immer  positiv,  sie 
sind  es  aber  bei  einem  Schwersysteme  (vgl.  Nr.  2),  wenn  alle  a^  >  0 
vorausgesetzt  werden.  Infolgedessen  gelten  für  die  Schwersysteme 
insbesondere  die  Sätze:  Von  den  Trägheitsmomenten  für  drei  durch 
denselben  Punkt  P  gehende,  zu  einander  normale  Axen  ist  jedes 
kleiner  als  die  Summe  der  beiden  übrigen  (wegen  (11))  und  sie  sind 
alle  kleiner  als  das  polare  Trägheitsmoment  für  den  Punkt  P 
(wegen  (12)).  Das  Trägheitsmoment  für  eine  Ebene  ist  kleiner  wie 
das  Trägheitsmoment  für  jede  gerade  Linie  und  jeden  Punkt  der 
Ebene  (wegen  (10)  und  (13)). 

Zu  den  quadratischen  Momenten  gehören  auch  die  sogenannten 
DevuMonS'^)  oder  CentrifugalmomefUe^^).  Dieselben  beziehen  sich  auf 
ein  Ebenenpaar,  dessen  Ebenen  gewöhnlich  zu  einander  normal,  hier 
aber  im  allgemeinen  ganz  beliebig  angenommen  werden;  und  zwar 
wird  das  Deviationsmoment  für  ein  solches  allgemeines  Ebenenpaar 
gefunden,  indem  man  die  Masse  jedes  Massenpunktes  des  gegebenen 
Massensystems  mit  «einen  Abständen  von  den  Ebenen  des  Ebenen- 
paares  multipliziert  und  alle  diese  Produkte  addiert,  indem  man  also, 
wenn  x^  und  y^  diese  parallel  zu  tj  und  £  gemessenen  Abstände  sind, 
den  Skalaren  Ausdruck  bildet 

84)  Wegen  der  Bezeichnung  vgl.  Rouih,  Dynamik  1,  p.  2;  Scheu,  Theorie 
der  Bewegung  1,  p.  104.  Beide  stützen  sich  anf  W.  M.  Rankine,  A  manual  of 
applied  mechanics,  2.  ed.,  London  1861. 

86)  S.  hauptsächlich  Ckilmaim,  Graphische  Statik,  2.  Aufl.  (1876),  §  106; 
in  der  französischen  Ausgabe  (Paris  1880,  p.  392)  ist  übersetzt  „moment  centri- 
ftige^S  Vgl  auch  F.  MHUer-BreslcM ,  Graphische  Statik  der  Baukonstruktionen, 
Leipsig  1887,  p.  27;  0.  Mohr,  Ciyiling.  (2)  88  (1887),  p.  48.  —  D.  Chelini  ßol. 
Mem.  (2)  10  (1870),  p.  207)  nennt  das  Deyiationsmoment  „momento  complesso*S 

Sncyklop.  d.  oi»th.  WlMentch.    rV'  1.  20 
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Einige  Autoren  nennen  D|  auch  das  ^eviationsmoment  in  Bezug 
auf  die  Axen  x,  \f^  (in  denen  die  beiden  Ebenen  %  (  von  einer  dritten 
geschnitten  werden). 

Fallen  die  beiden  Ebenen  zusammen,  so  geht  offenbar  das  Devia- 
tionsmoment  in  das  der  ^bene  zugehörige  planare  Trägheitsmoment 
J^  über. 

Verschwindet  f&r  zwei  Ebenen  das  Deviationsmoment^  so  heissen 
sie  nach  IBind  ^)  konjugiert  bmiglich  des  Massensystems.  Danach  heisst 
eine  Ebene,  für  welche  das  planare  Trägheitsmoment  J^  yerschwindet^ 
sich  selbst  konjugiert.  Drei  Ebenen,  welche  paarweise  bezüglich  eines 
Massensystems  konjugiert  sind,  bilden  ein  JBJne^sches  konjugiertes 
Tripd^y^  sind  sie  paarweise  rechtwinklig,  so  bestimmen  sie  fär 
ihren  gemeinsamen  Punkt  P  die  zugehörigen  HaufiUrägheiitsAenen 
und  Hauptträgheitsaxen^''),  d.  h.  das  zugehörige  HauptträgheitstripeL 
Im  allgemeinen  (vgl.  Nr.  11,  2^);  17  und  18)  giebt  es  für  jeden  Punkt  P 
nur  ein  solches  HauptträgheitstripeL  Der  Punkt  P  heisst  ftir  jede 
dieser  drei  Hauptebenen  und  Hauptaxen  der  Haupipunkt. 

Für  das  Hauptträgheitstripel  des  Schwerpunkts,  das  wir  auch 
Sdhwerhauptträgheitstripel  nennen,  mögen  im  folgenden  stets  Ä^  B,  C 
die  pUmaren,  Ä',  B\  C  die  axialen  Trägheitsmomente  bedeuten.  Ähn- 
lich mögen  die  zugehörigen  pUmturen  Trägheitsradien  mit  a,  6,  Cj  die 
axialen  mit  a',  b\  c  bezeichnet  werden  und  zwar  gelte  im  Falle  des 
Schwersystems  stets  die  Beziehung  a  <  b  <  c,  weshalb  nach  (13) 
a'>V>  c\ 

10.  Polare  quadratiache  Momente.  Das  polare  quadratische  Mo- 
ment eines  Massensystems  für  einen  Punkt  P  mit  den  Koordinaten 
x^  y,  z  ^)  wird  durch  folgenden  Ausdruck  dargestellt: 

(16)      j^=2''i[i!^i-^y + (Vi-yy + ("i-')*}- 

Führt  man  in  diesen  Ausdruck,  unter  Voraussetzung  eines  allge- 
meinen Massensystems,  die  Koordinaten  x^,  y^,  z^  des  Schwerpunktes  8 
ein,  so  ergiebt  sich  nach  Formel  (3a): 

36)  Binet,  J.  äc.  polyt.  16  (1813),  für  Schwersysteme. 

37)  Nach  L.  Euler,  Theoria  motus  1766,  p.  176  „aaxs  principdles  coiusque 
corporis  sunt  tres  illi  .axes  per  eius  centrum  transeuntes,  quomm  respecta 
momenta  inertiae  sunt  vel  tnaocima  yel  minima".  —  Über  die  Definition  nur 
einer  Hauptträgheitsaze  siehe  unten  Nr.  18.  Eine  solche  gab  W.  Thomson^  Cambr. 
and  Dubl.  Math.  J.  1  (1846),  p.  127,  für  ein  Schwersystem,  auf  Grund  dyna- 
misch Betrachtungen. 

38)  Orassmann,  Werke  1',  p.  376,  nennt  das  polare  quadratische  Moment 
eines  Massenpunktes  aA  „die  Abweichung  des  vielfachen  Punktquadrates  aA*^^ 
von  einem  Punkte  P  (vgl.  Fussn.  4). 
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Jp  =  2^i{^i^  +  y,"  +  ^i)  -  2yL{x^x  +  y,y +  ^,^)  +  ft(a:*  +  y^  +  ^*) 

oder,  da  ftir  den  Schwerpunkt  S  selbst  das  Moment 

irt^        J^i"  =■  ^«<  C^,' + y,'  +  *,')  -  **  (a:.'  +  y.'  +  O 

(17)  J,  =  JJ')  +  ,».PS*.«») 

„Das  polare  Moment  hat  also  seinen  kleinsten  oder  grössten  Wert, 
je  nachdem  die  Gesamtmasse  positiv  oder  negativ  ist;  für  den  Schwer- 
punkt und  ist  konstant  für  die  Punkte  einer  jeden  um  diesen  Schwer- 
punkt als  Mittelpunkt  beschriebenen  Eugel/' 

Bezeichnet  Ä;^)  den  polaren  Trägheit.sradius  des  Punktes  S^  sodass 

A^)   der  absolute  Wert  von  -P—  ist,   und  beschreibt  man  mit  diesem 

Radius  k^^  um  S  eine  Kugel  Z,,  von  der  MN  irgend  ein  Durch- 
messer sei;  so  wird  für  einen  beliebigen  Punkt  P: 

(18)  (    Jp  =  y(^^'  +  ^^').  wenn^e7J')>0, 
l    J^  =  ii.'TM'PN'(io%{MPN),    wenn  fiJi')<0. 

Diese  Engel  K^  kann  nach  Orassmann^^)  benutzt  werden ,  um  das 
Massensystem  hinsichtlich  seiner  polaren  quadratischen  Momente  zu 
repräsentieren.  Stimmt  fi  mit  J/^  im  Vorzeichen  überein,  so  kann  man 
sich  die  Gesamtmasse  ft  zu  gleichen  Teilen  auf  die  Endpunkte  M  und 
N  eines  beliebigen  Durchmessers  verteilt  oder  auch  gleichförmig  über 
die  Kugel  ausgebreitet  denken.  Dieses  reduzierte  Massensystem  stimmt 
dann  mit  dem  vorgelegten  auch  in  allen  linearen  Momenten  überein. 
Ist  fi  im  Vorzeichen  von  J^^  verschieden,  so  liefert  die  Kugel  K^ 
durch  einen  beliebigen  Durchmesser  MN  das  polare  quadratische 
Moment  für  P,  indem  man  das  innere  ProduJct  der  Strecken  PM  und 
PN  mit  der  Masse  fi  multipliziert. 

Bildet  man  das  polare  Moment  für  die  Massenpunkte  Ä^  des 
Systems  selbst,  indem  man  es  jedesmal  mit  der  zugehörigen  Masse  a^ 
multipliziert,  und  addiert  alle  so  entstehenden  Ausdrücke,  so  zeigt  die 
vorhergehende  Gleichimg  (17),  dass  die  Hälfte  dieser  Summe 

(19)  22^i^i  Ä^i  =  f* •  2^i SÄ^  '') 

i      i  i 

89)  Die  beiden  Formeln  (17)  und  (19)  verdankt  man,  sofern  man  sich  auf 
Schwersysteme  beschränkt,  J,  L.  Lagrcvnge  (Berlin,  Mäm.  de  TAcad.  1786  (Ann^ 
1788),  p.  290,  291).  Von  ihnen  hat  für  ein  System  einfacher  Punkte  Camot  (Cor- 
r^tion  des  figures  1801 ,  §  213)  yerschiedene  geometrische  Anwendungen  ge- 
geben. Für  beliebige  Massensysteme  vgl.  die  entsprechenden  Entwicklungen 
Ton  C  A.  Laisafd,  O,  Darboux,  O.  Jung  im  Bull.  Sog.  math.  de  France  6,  7 

20  • 
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wird,  wobei  in  der  Doppelsumme  für  die  Indices  ij  die  \n{n-l) 
binaren  Kombinationen  der  ZaUen  1  bis  n  zn  nehmen  sind.  Sind 
alle  Massenpnnkte  des  Massensystems  einfache  Punkte,  so  wird  die 
vorige  Gleichung: 

(20)  22'Ä^^  =  n'2'SA,^' 

Liegt  ein  nuigneHsches  Massensystem  yor,  und  werden  die  Kompo- 
nenten seiner  Axe  q  mit  Ä^,  A^,  A^  bezeichnet,  so  dass 

A=^^i^if    ^=2^iyn    A^^^i^if 

setzt  man  femer  ^  =  —  ^  «^ (x/  +  y^*  +  z^) ,  so  wird  das  polare 
quadratische  Moment  f&r  den  Punkt  P  mit  den  Koordinaten  x,  y,  e 

(21)  J, 2{A,x  +  A^y  +  A^g-A^U 

das  polare  Moment  verschwindet  also  f&r  alle  Punkte  der  Ebene  £^  ,^) 
deren  Gleichung  lautet: 

A^x  +  A^y  +  A^e  =  A^. 

Diese  Ebene  ist  zu  der  Axenrichtung  des  magnetischen  Systems  nor- 
mal, und  für  die  Punkte  einer  jeden  zu  1^  parallelen  Ebene  erhalt 
das  polare  Moment  einen  konstanten  Wert.  Derselbe  bestimmt  sich, 
indem  man  den  nach  der  einen  Seite  positiv,  nach  der  anderen  Seite 
negativ  genommenen  Abstand  dieser  Ebene  von  der  Ebene  ^  mit  der 
Grosse 

also  der  doppelten  Länge  des  Vektors  g  multipliziert^^).  Das  magne- 
tische Massensystem  lasst  sich  hinsichtlich  seiner  polaren  quadratischen 
Momente  nach  GrassmcMin^)  durch  die  Ebene  ^  repiBsentieren,  wenn 
man  dieser  noch  das  „Gewicht^  G  beischreibt.  Die  Axe  g  des  mag- 
netischen Systems  findet  man  dann  sofort^  indem  man  auf  einer  Nor- 
malen der  Ebene  1^  die  Strecke  \G  auftragt. 
Endlich  wird 

(22)  g»  =  ^«  +  ^«  +  J,«  =  22^i «,  2;T/.  «) 

i      i 

(1878,  1879).  HdUm  de  la  Chupülüre  nannte  das  linke  Glied  von  (19)  das  „ab- 
solute Moment**  des  Systems  (Revue  g6n.  des  sciences  1898,  p.  329). 

40)  Bedeuten  die  Koeffizienten  magnetische  Massen,  so  fällt  die  Ebene  {; 
mit  der  von  E.  BeUrami  (Ann.  di.  mat.  (2)  10  (1882),  p.  262)  ZetUrcdebene  genannten 
Ebene  zusammen,  während  der  skalare  Wert  von  q  dann  das  Hauptmoment  des 
Systems  angiebt;  s.  auch  F.  P.  Ruffini,  Bol.  Rend.  3  (1898/99),  p.  17  ff.  In  Qram- 
mann'scher  Bezeichnung  ist  die  Ebene  {^  mit  dem  zu  ihr  normalen  Vektor  eine 
innere  Plangrösse, 

41)  Darboux,  Jung  (Bull.  Soc.  math.  6,  7  (1878,  1879)). 
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Für  ein  indifferentes  System  ist  g  =  0,  d.  L  J.^  =  0,  -4^  =  0, 
A^==^Oy    also  das  polare  Moment 

(23)  Jp  =  2.4,; 

dasselbe  ist  mithin  konstant  für  alle  Punkte  des  Baumes^').    Schliess- 
lich ist 

(24)  22^i(^i  Ä^!  =  0.*«) 

11.  Flanare  qnadratisolie  Momente  und  Deviationsmomente  und 
ihre  Besiehimg  su  dem  mit  dem  Masaensystem  verknüpften  Anti- 
polarsystem. Die  Darstellung  der  Theorie  der  planaren  quadratischen 
Momente,  welche  in  den  folgenden  Nummern  gegeben  werden  soll, 
geht  von  einer  einÜGM^hen  geometrischen  Konstruktion  aus,  welche  jeder 
Ebene  einen  bestimmten  Raumpunkt  zuordnet.  Man  verandere  das 
vorgelegte  Massensystem  {ccÄ)  in  der  Weise,  dass  man  jedem  Punkte 
A^  eine  neue  Masse  a/  giebt,  die  dem  statischen  Momente  des  Massen- 
punktes a^A^  f&r  eine  gegebene  Ebene  %  gleich  sei.  Sucht  man  dann 
von  dem  so  vei^derten  Massensystem  ^<alA^  den  Schwerpunkt,  so 
heisst  dieser  nach  Oiümann  das  Zentrum  zweiten  Grrades^y^)  der  vor- 

42)  Vgl.  Moebius,  Barycentrischer  Calcul  =  Werke  1,  §  17, 1.  Von  dieser 
Eigenschaft  gab  Moebius  (J.  f.  Math.  26  (1843),  p.  26  =  Werke  1,  p.  681)  ver- 
schiedene geometrische  Anwendungen. 

43)  Die  polaren  quadratischen  Momente  fallen  mit  den  von  Orcissmann  als 
,4nnere  GrOssen"  bezeichneten  Ausdrücken  zusammen.  Das  im  Text  Gesagte 
erkl&rt  die  Orassmann'nche  Einteilung  der  ,4iuieren  Grössen^  in  drei  Arten  (Geo- 
metrische Analyse  1847  ==  Werke  1  \  §§  16—22^  s.  auch  Moebius  Anhang  zu  Grass- 
mann'B  Geom.  Anal.  (1847)  =  Werke  1,  p.  621—633)  und  macht  die  von  ihm  ge- 
wählten Benennungen  „KugelgrOsse",  ,4nnere  Plangrösse**  und  „Streckenprodukt*' 
verständlich.  Dem  Wesen  nach  stimmt  diese  von  den  polaren  quadratischen 
Momenten  ausgehende  Einteilung  des  Massensystems  mit  der  in  Nr.  2  gegebenen 
vollkommen  fiberein  (vgl.  O.  Jung,  Ist.  Lomb.  Rend.  (2)  16  (1883),  p.  616). 

44)  Graphische  Statik,  2.  Aufl.  (1876),  §  103. 

46)  Die  Polarverwandtschafl  zwischen  einer  Ebene  n  und  ihrem  Zentrum 
zweiten  Grades  leitete  auf  Grund  staüseh  geometrisd^er  BetraMungen  im  Falle 
eines  Sehufenystems  zuerst  L.  Cremona  ab  (Corso  litogr.  di  staüca  grafica, 
Milano  1867/8,  §  12,  Nr.  92 ff.),  später  O.Mohr,  Civiling.  (2)  33  (1887),  p.  60  und 
TT.  BiUer,  Schweiz.  Bauzeitung  11  (1888),  p.  121;  fSr  ein  beliebiges  Massen- 
sjttem  gab  den  Beweis  G.  Jung,  Ist  Lomb.  B«nd.  (2)  8  (1876)  u.  (2)  12  (1879), 
§  10,  sowie  auch  CoUectanea  math.  in  Mem.  D.  CheUni^  Milano  1881,  §  11. 
C.  Oulmamn  leitete  die  Beziehung  aus  dem  von  ihm  auf  anaiytimshem  Wege  ge- 
fundenen Zentralellipsoid  ab  (Graphische  Statik,  1866).  (Heichzeitig  mit  Culmann 
studierte  Bresse^  Cours  de  m^caniqne  i^ypliqu^  1,  2.  ^.  Paris  1866)  diese  Pola- 
rität in  der  Ebene  und  ffihrte  zum  ersten  Male  die  Benennungen  „Antipol 
einer  Geraden*',  „antipolare  Gerade^  u.  s.  w.  ein,  die  dann  später  von  Cuimann 
in  der  zweiten  Auflage  (1876)  seiner  graphischen  Statik  angenommen  und  auf 
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gdefften  Ebene  %  bezüglich  des  gegebenen  Massensystems.  Dieser  spielt 
für  die  quadratischen  Momente  eine  ähnlich  wichtige  Bolle,  wie  der 
Schwerpunkt  8  fär  die  linearen  Momente  und  föllt  mit  ihm  zusammen, 
sobald  %  ins  unendliche  rücki 

Wir  beginnen  mit  einigen  analytischen  Formehi. 

Sind  Ux  +  ry  +  We  —  T=0  und  U'x-j-r'y  +  W'B—r=0 
die  Gleichungen  irgend  zweier  Ebenen  n  und  x,  so  wird  das  zuge- 
hörige Deviationsmoment  des  Massensystems  durch  den  Ausdruck 

gegeben. 

Sind  X  und  x'  zwei   ^ne^'sche   konjugierte  Ebenen,   so   wird 
^n,^  =  0  (vgl-  Nr.  9)  oder 
(26)   2^,{Ux,  +  ry,  +  Wz,-T)(U'x,  +  ry,  +  W'z,-r)  =  0. 

Fallen  x  und  x  in  eine  einzige  Ebene  zusammen,  so  erhalt  man 
aus  (25)  für  deren  planares  Trägheitsmoment  J^  den  Ausdruck: 

oder 

T  —  ^ 

(270  «^«  — 17»  +  F*  +  Tr«' 

wenn  zur  Abkürzung  der  Zähler  in  (27)  gleich  9  gesetzt  wird. 

Ist  7t  eine  im  Sinne  Binet^s  sich  selbst  kotyngierte  Ebene  so  er- 
giebt  sich  aus  (26)  die  Gleichung 

(280  *  =2^i{Ux,  +  Vy,  +  Wb^  —  Ty  —  0. 

Diese  Gleichung  lässt  sich  in  der  Form  schreiben: 

^    q  —2A^UT—2A^rT—2Ä^WT+^T^  =  0, 


den  Raum  ausgedehnt  wurden  (diese  Benennungen  rechtfertigen  sich  aus  Nr.  18).  — 
Bei  Th.  Heye,  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  10  (1866),  finden  sich  bereits  die  Be- 
nennungen ,,GegenpoP'  und  „gegenpolare  Gerade'*;  er  verfährt  unter  Voraus- 
setzung eines  Schwersystems  analytisch,  wie  CiUmann,  beweist  aber  in  §  6  aus- 
drücklich, dass  die  Punkte  und  ihre  gegenpolaren  Ebenen  ein  Polarsystem  be- 
züglich einer  imaginären  Ordnungsfläche  bilden. 

Das  Theorem  ist  implicite  für  ein  Schwersystem  auch  in  den  yon  Hesse, 
Vorlesungen  über  Geometrie  des  Baumes,  2.  Aufl.  1869,  3.  Aufl.  1876,  26.  Vorl., 
gegebenen  stcUisch- analytischen  Betrachtimgen  und  ffir  ein  beliebiges  Massen- 
System  in  der  Arbeit  von  Reye,  J.  f.  Math.  72  (1870),  enthalten,  insofern  das 
Antipolarsystem  von  dem  zu  dem  „imaginären  Bild  von  Hesse^*  und  der  „zweiten 
Nullfläche  von  Beye^^  gehörigen  Polarsystem  nicht  verschieden  ist  [vgl.  Nr.  11, 1)]. 
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(29)1 


wenn  man 

und 

(30)      ^aÄ  =  ^,     ^^iVi^A}    2^i^i  =  Ay    2^i  =  i^ 
setzt. 

Die  Gleichungen  (28)  resp.  (28')  und  (26)  sind  nun  verschiedener 
Interpretationen  fähig.  Zunächst  ergiebt  die  Raamgeometrie  die  be- 
kannten Sätze: 

1)  Die  Gleichung  (28)  stellt  die  Ordnungsfläche  d>  =  0  eines 
Polarsystems  S  dar  (des  sogenannten  Änüpolarsystems  des  Massen- 
Systems)^  das  stets  reell  ist^  auch  wenn  die  Fläche  d>  =  0  imaginär  ist; 

2)  die  Gleichung  (26)  giebt  in  laufenden  Ebenenkoordinaten  den 
Pol  der  Ebene  n  in  Bezug  auf  0  =  0  (oder  den  Antipol  P  von  x 
in  dem  System  27)  und   . 

3)  7C  und  7^  sind  konjugierte  Ebenen  des  Antipolarsystems  (vgl. 
IV  2,  29  (Timerding))  ^). 

Andererseits  folgen  aus  dem  Umstände^  dass  für  die  Ebene 
x^  Ux  -{-Vy  -{-  Wz  —  T  =  0  gemäss  unserer  Grundidee  gerade 

a,(üx,+Vy,  +  We,^T) 

yu^^v^  +  W^ 

als  neue  Masse  a{  des  Punktes  Af  in  dem  veränderten  Massensysteme 
(a/w^l  zu  wählen  ist;  die  Sätze: 

1')  Dieselbe  Gleichung  (26)  stellt  auch  das  Zentrum  zweiten  Grades 
{JJ'V'W'T)  der  Ebene  ar  dar;  und  der  Schwerpunkt  des  Massen- 
systems  ist  also  auch  Mittelpunkt  des  Antipolarsystems  H  (vgl  oben); 

2')  alle  zu  einer  gegebenen  Ebene  %  konjugierte  J^in^^'sche  Ebenen 
gehen  durch  ihr  Zentrum  zweiten  Grades;  sonach  ist  jedes  An^fsche 
konjugierte  Tripel  ein  Poldreikant  des  Antipolarsystems  Z  und  um- 
gekehrt, und  da  es  für  jeden  Punkt  im  allgemeinen  nur  ein  solches 
recMwifikdiges  Poldreikant  giebt,  so  giebt  es  im  allgemeinen  zu  jedem 
Punkt  auch  nur  ein  HaupUrägheitstripel  (vgl.  Nr.  9,  17  u.  18); 

S')  das  Deviationsmoment  2>^^^  zweier  Ebenen  kann  als  statisches 
Moment  eines  durch  eine  der  Ebenen  veränderten  Massensystems  in 
Bezug  auf  die  andere  Ebene  angesehen  werden,  und  ebenso  das  planare 
Trägheitsmoment  J^  als  statisches  Moment  eines  durch  die  Ebene  n 
veränderten  Massensystems  in  Bezug  auf  dieselbe  Ebene  ^r.^^) 

Und  deshalb  folgt  aus  dem  Vorigen  schliesslich: 
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V)  Die  Fläche  d>  =  0  wird  umhüllt  von  den  im  Sinne  Bi$^B 
sich  selbst  konjugierten  Ebenen^ 

2")  jede  dieser  Ebenen  enthalt  das  ihr  zugehörige  Zentrum  zweiten 
6rades  und 

3")  für  jede  derselben  wird  das  zugehörige  Triigheitsmoment  J^ 
gleich  NuU*«). 

Die  Art  der  Fläche  0  =  0  hängt  von  der  Art  des  vorgelegten 
Massensystems  ab.  Jedenfalls  fällt  ihr  eigentlicher  oder  uneigent- 
licher Mittelpunkt  mit  dem  Schwerpunkt  S  oder  5«  des  Massensystems 
zusammen.  Für  ein  Schwersystem  ist  die  Fläche  0=^0  imaginär. 
Hierüber  ygl.  unten  Nr.  12  u.  13. 

Bezeichnet  man  nun  mit  ^^  den  Abstand  des  Schwerpunktes  S, 
mit  Pjg  den  Abstand  des  Antipols  von  der  nicht  durch  S  gehenden 
Ebene  sr  (der  Abstand  gemessen  in  derselben  —  an  sich  wiUkür- 
lichen  —  Richtung  u^  in  der  die  Abstände  der  Massenpunkte  a^Ä^ 
von  der  Ebene  st  gemessen  werden)  und  beachtet  man  (vgL .  Nr.  3); 
dass  —  wenn  [1=^0  —  för  das  veränderte  Massensystem 

die  Gesamtmasse  isi^  so  erhält  man  für  ein  aUgemeines  Massensystem 
(aus  3a  und  den  vorigen  Sätzen)  die  Beziehungen^^: 

(31)  J^^^s^p^    und    D^^.  =  fis^p^. 

jjDbs  planare  Trägheitsmoment  ftir  eine  beliebige^  nicht  durch  den 
Schwerpunkt  gehende  Ebene  wird  also  gefunden,  indem  man  die  Ge- 
samtmasse mit  dem  Abstände  der  Ebene  von  dem  Schwerpunkte  und 
von  ihrem  Antipol  multipliziert ';  und  „das  Deviationsmoment  für  irgend 
ein  Ebenenpaar  (von  dessen  Ebenen  aber  wenigstens  eine  keine  Schwer- 
ebene  ist)  gewinnt  man,  indem  man  den  Abstand  des  Schwerpunktes 
von  der  einen  Ebene  mit  dem  Abstände  ihres  Antipols  von  der  anderen 
Ebene  und  der  Gesamtmasse  multipliziert'^ 

Für  ein  magnetisches  System  ergeben  sich,  wenn  man  u  in  der 
Bichtung  der  Axe  wählt,  die  Gleichungen 

(31')  Jn  =  iPn    «nd    B^^^qp^y 

wo  Pj^.  den  Abstand  des  zu  %  gehörigen  Antipols  von  der  ganz  be- 
liebigen Ebene  tc  und  q  den  skalaren  Wert  der  magnetischen  Axe 
bezeichnet. 


46)  0.  Hesse,  Vorlesimgen  über  die  (Geometrie  des  Raumes,  25.  Yorlestmg 
(für  Schwersysteme). 

47)  Vgl.  Culmann,  Graphische  Statik,  2.  Aufl.  (1875),  p.  409. 
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Sind  femer  f&r  ein  allgemeines  Massensystem  J^  and  J^  die 
planaren  Trägheitsmomente  zweier  im  Abstände  p  parallelen  Ebenen 
%  und  6^  von  denen  die  letzte  durch  den  Schwerpunkt  S  geht,  so  findet 
man  aus  (9)  und  Nr.  3  die  zn  (17)  ähnliche  Relation: 

(32)  J„-J„  +  lip' 

und  ans  (31)  imd  (32);  da  p  =  s„, 

(33)  J„  =  [iS^ip^  —  O  =  Mn'Po, 

WO  Po  der  Abstand  des  zu  x  gehörigen  Antipols  P  von  der  parallelen 
Schwerebene  6  ist. 

Berührt  %  die  Fläche  4>  =  0,  so  wird  J^  =  0  und  dann  (vgl.  (38)): 

(34)  J„ ,1h*, 

WO  k  den  Abstand  der  Schwerebene  6  von  der  parallelen  Tangential- 
ebene der  Fläche  0  =  0  ist. 

Sind  sc  und  x  zwei  beliebige  Ebenen  und  x^*^  und  x^'"^  die  zu 
ihnen  parallelen  Schwerebenen  ^  so  ergiebt  sich  für  die  zugehörigen 
Deviationsmomente  D^^  und  Dj.»)^(»)  die  zu  (32)  analoge  Relation: 

(35)  D^,.  =  D„(.) ,.(.)  +  ^s,  V , ") 

wo  s^  und  Sjf,  die  Abstände  des  Schwerpunktes  von  n  und  n  be- 
zeichnen. 

Geht  eine  dieser  Ebenen  durch  Sy  ist  z.  B.  %  mit  nf^*^  identisch; 
daher  s^^,  =  0,  so  wird 

(SöO  D«w,«.w  =  i),.^(.),") 

d.  h.  „das  Deviationsmoment  für  zwei  Schwerebenen  nf^^  und  ä'^'^  ändert 
seinen  Wert  nicht,  wenn  eine  derselben  {n^'^)  eine  parallele  Translation 
(3j<.)  _  ä)  erhält«*«). 

Wir  unterlassen  es,  in  ähnlicher  Weise  die  in  den  Formeln  (32) 
bis  (35)  enthaltenen  Sätze  in  Worte  zu  fassen. 

12.  Die  Zentralfläohen  für  die  planaren  quadratisohen  Momente 
und  die  Deviationsmomente.  Wir  bezeichnen  als  Oulmanrische  Zentrair 
fläche  eines  Massensystems  oder  des  zugehörigen  Antipolarsystems  die 
zu  dessen  Ordnungsfläche   0  =  0  konjugierte  Fläche  fl^  =  0.  *•) 

48)  HdUm  de  Ooupmüre,  J.  ^c.  polyt.  87  (1867),  p.  44  (fär  rechtwinkelige 
Ebenen  n  und  ^  und  unter  der  Voraussetzung  eines  Schwersystems). 

49)  Bezieht  man  eine  Fläche  zweiten  Grades  (wenn  sie  eine  Mittelpunkts- 
flftche  ist)  auf  ihre  Symmetrieebenen,  auf  die  Symmetrieebenen  und  auf  die  zu 
diesen  normale  Berührungsebene  der  Fläche  (wenn  sie  ein  Paraboloid  ist),  so 
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Liegt  ein  allgemeines  Ilassensystem  vor  and  wählt  man  als  neues 
Koordinatensystem  sein  Schwerhaupttragheitstripel  (Nr.  9),  so  werden 

-o-i  =  -4j  =  -4  j  =  0 ,    A^  =■  A^^  =  Ä^  ^  0 , 

Ai  "^  -^  >    -^s  ""  -^>    -^  =*  C', 
die  Gleichung  (28)  für  O  nimmt  die  einfachste  (kanonische)  Form  an: 

Or=.AU^  +  Bin  +  CW^  +  ,iT«  —  0 

oder  in  Punktkpordinaten 


(36) 


*  =  T  +  5r  +  -c+7"^- 


Die  Gleichung  der  Culmann'sehen  Zentralfläche  ist  daher: 

*«  =  ^  ZT*  +  J5F«  +  CTT*  —  f»r»  =.  0 


(37) 


oder  a,i        yi        ,1         i 


Es  seien  ^r  und  k^  bezw.  die  Polarebenen  eines  Punktes  P 
o:';  y';  /  in  Bezug  auf  O  und  d^.  Aus  der  Form  ihrer  Gleichongen 
ergiebt  sich  sofort^  dass  %  und  jt^  parallel  sind  und  gleichen  Abstand 
vom  Schwerpunkte  haben.  Es  gilt  auch  der  umgekehrte  Satz^  dass 
die  Pole  einer  beliebigen  Ebene  in  Bezug  auf  O  und  <P^  zum  Schwer- 
punkte symmetrisch  liegen^^).  Ist  insbesondere  P  ein  Punkt  der  Oulr 
mann'schen  Zentralfläche  selbst^  so  ist  er  der  Antipol  der  Ebene^  die 
diese  Flache  in  dem  zu  ihm  symmetrischen  Punkte  P^  berührt 

Die  (Mmann'sche  Zentralfiäche  9^  wird  ein  H3^erboloid  oder 
ein  reelles  Ellipsoid,  je  nachdem  O  ein  Hyperboloid  oder  ein  imagi- 
näres Ellipsoid  ist.  Ist  O  ein  reelles  Ellipsoid,  so  ist  9^  imaginär. 
Jedes  Schwersystem  hat  sonach  ein  reelles  Culmann'sches  Zenhralr 
ellipsoid^,  dessen  Formel  auf  das  Schwerhaupttragheitstripel  bezogen 

ist;  wo  ttj  hy  c  die  planaren  Schwerhaupttragheitsradien  (Nr.  9)   be- 
deuten, sodass 

Im  magnetischen  System  dagegen  ist  O  ein  Paraboloid^^)  (vgl. 
Nr.  13)  und  fällt  daher  nach  unserer  Definition  mit  der  Cfümafm- 
sehen  Zentralfläche  zusammen. 


erhält  ihre  Gleichung  die  kanonische  Form.  Zwei  Flächen  heissen  dann  kon- 
jugiert, wenn  ihre  kanonischen  Gleichungen  auf  dieselben  Koordinatenaxen  be- 
zogen bis  auf  das  Zeichen  des  konstanten  Gliedes  übereinstimmen. 

60)  Graphische  Statik,  2.  Aufl.  (1876),  §  102.  S.  auch  F.P.Ruffini,  Bol. 
Mem.  (4)  3  (1881),  p.  9  u.  p.  283. 

51)  Th.  Beye,  J.  f.  Math.  72  (1870),  p.  298. 
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Es  handele  sich  nun  wieder  am  ein  allgemeines  Massensystem. 

Ist  n^  eine  Tangentialebene  der  CkUm<mn^Bc}ien  Zentralfläche  ^,  so 
ist  ihr  Antipol  der  zum  Berührungspunkte  diametral  gelegene  Punkt  P 
der  Flache.  Bezeichnet  k  das  Perpendikel  von  S  auf  x%  so  wird 
s^  =  p^  =  -\-Je,  p^  =  -{'2Jc  und  daher  (vgl  die  Formeln  (33)  u.  (31)) 

(38)  Ja  =  f^*S      J^  =  ^Jo' 

f^t  also  eine  Schwerebene  6  zu  einer  Tangentialebene  x  der  Oulr 
mann'schen  Zentralfläche  parallel^  so  wird  ihr  Trägheitsradius  Jc^  gleich 
dem  Abstände  der  letzteren  Ebene  vom  Schwerpunkte '^')"  und  femer 
>t  der  Betrag  des  planaren  Trägheitsmoments  für  die  Tangentialebene 
an  die  Cfdmann^sclie  Zentralfläche  doppelt  so  gross^  wie  für  die  parallele 
Schwerebene^^  Daa  Zeichen  beider  Trägheitsmomente  stimmt  mit  dem 
Zeichen  der  Gesamtmasse  (i  überein. 

Ist  femer  M  ein  Endpunkt  des  zu  6  konjugierten  Halbmessers 
der  Gei^mann'schen  Zentralfläche  ^  so  ist  das  Trägheitsmoment  des 
Massensystems  für  die  Schwerebene  6  gleich  dem  für  dieselbe  Schwer- 
ebene genommenen  Trägheitsmoment  der  in  M  konzentrierten  Ge- 
samtmasse. Nimmt  man  eine  zweite  Schwerebene  <^  hinzu,  so  wird 
das  Deyiationsmoment  des  Massensystems  für  6  und  ö'  ebenfalls  gleich 
dem  Deyiationsmoment  der  in  M  konzentrierten  Gesamtmasse  ft.^^) 
Dieser  letzte  Teil  des  Satzes  folgt  aus  der  Formel  (31),  wenn  man 
zuerst  (mit  Hülfe  von  (35'))  die  Schwerebene  6  durch  die  (parallele) 
Tangentialebene  der  Fläche  H^  im  Punkte  M  ersetzt  hat. 

Die    zur    Ckdmann^Bchen    Zentralfläche    rejripröke   Fläche,    deren 
Gleichung 
(39)  Äx^  ^By^+Cz^  —  (i  =  0 

ist,  bezeichnen  wir  nach  TT.  Schdl  als  die  Binefsche  ZefUralfläehe  des 
Massensystems.  Legt  man  normal  zu  dem  Durchmesser  SM  derselben 
die  Schwerebene  6,  so  ist  der  reziproke  Wert  des  zu  6  gehörigen 
Trägheitsradius  Jc„  gleich  SM. 

Ist  das  Massensystem  ein  Schwersystem,  so  wird  diese  Fläche  stets 
ein  reelles  Ellipsoid 

(390  »*^'  +  ^V  +  c*^*  —1=0. 

In  diesem  Falle  kann  das  Binefsche  Zentralellipsoid  durch  den  eben 


62)  Cuhncmn,  Graphische  Statik,  1.  Aufl.  (1866),  in  §  61  fär  räumliche,  in 
(  66  ffir  ebene  Systeme. 

68)  Cfdmawn,  Graphische  Statik,  2.  Aufl.  (1876),  p.  401,  409. 
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ausgesprochenen  Satz  definiert  und  auch  nach  ihm  in  einfachster  Weise 
konstruiert  werden. 

Abschliessend  bemerken  wir  zu  Nr.  11  und  Nr.  12  noch  folgendes: 
Die  Gesamtheit  der  Ebenen  des  Baumes  und  der  zugehörigen  Zentren 
zweiten  Grades  bezüglich  eines  Massensystems  bildet^  wie  wir  sahen^ 
eine  Polaryerwandtschaft,  die  wir  (auch  im  Falle  eines  allgemeinen  und 
eines  magnetischen  Systems)  wegen  der  im  Anfange  dieser  Nummer 
bezeichneten  Eigenschaften  das  Antipolarsystem  27  desselben  genannt 
haben.  Es  sind  danach  Zentrum  zweiten  Grades  und  AnÜpd  einer 
Ebene  dasselbe.  Die  Polarität  kann  sowohl  durch  die  Ordnungsfiäche  9 
von  Sy  als  durch  die  CuJmonn'sche  Zentralfläche  definiert  und  audi 
konstruiert  werden;  und  zwar  fällt  das  Zentrum  zweiten  Grades  (Anti- 
pol)  einer  Ebene  tc  mit  deren  Pole  P  in  Bezug  auf  O  zusammen  oder 
auch  mit  dem  Punkte  P,  der  zu  dem  zu  der  Ebene  «  in  Bezug  auf  ^ 
gehörigen  Pole  P^  hinsichtlich  des  Schwerpunkts  symmetrisch  liegt. 
Die  Verbindung  von  Ebene  und  zugehörigem  Zentrum  zweiten  Ghrades 
scheint  im  allgemeinen  durch  die  Betrachtung  des  (immer  reellen) 
Antipolarsystems  Z  einfacher  und  direkter  vermittelt  zu  werden ,  als 
durch  das  Heranziehen  der  Ou^mann'schen  Zentralfläche.  Trotzdem  be- 
hält letztere^  wie  auch  die  Ordnungsfläche  O  selbst^  ihre  grosse 
Wichtigkeit  insbesondere  für  die  Darstellung  der  planaren  Schwer- 
ti^heitsradien. 

13.   Die  konfokalen  Flächen  konstanten  planaren  Momentes. 

Aus  (27),  (27')  ergiebt  sich,  dass  alle  Ebenen,  für  welche  das  Träg- 
heitsmomeut  J^  denselben  Wert  K  hat,  der  Gleichung 

(27")  O  =  K{U^  +  v^  +  W^ 

genügen.  „Die  Ebenen  konstanten  planaren  Trägheitsmoments  umhüllen 
sonach  die  einzelnen  Flächen  zweiten  Grades  einer  konfokalen  Flächen- 
schar")" (IV  2,  30,  Timerding) y  und  zwar  derselben  Schar,  die  durch 
die  Ordnungsfläche  0  =  0  des  Antipolarsystems  Z  bestimmt  isi 
Diese  konfokalen  Flächen  heissen  die  FläcJien  hmstanten  Momentes 
des  Massensystems  (vgl.  Nr.  19). 

Ist  nun  (1=^0,  das  Massensystem  also  ein  cdlgemeines,  so  sind 
diese  Flächen  konzentrische  und  koaxiale  Mittelpunktsflächen,  deren 
gemeinsame  Hauptaxen  gerade  die  Schwerbauptträgheitsaxen  sind. 
Legt  man  diese  der  neuen  Eoordinatenbestimmung  zugrunde,  so  er- 
hält man  für  die  Flächen  die  Gleichung: 


64)  Diesen  Satz  fand  (1811)  für  Schwersysieme  Bind,  J.  ec.  polyt.  16  (ISIS). 


(40) 
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ÄIP  +  BV^  +  CW^  +  yiT^  =  K{ü^  +  F«  +  W^) 
oder  in  Punktkoordinaten 

I      IT »      I 


wo  die  Bezeichnung  die  von  Nr.  12  ist. 

Ist  k^  der  zu  J^  gehörige  Trägheitsradius ;  so  lässt  sich  für  ein 
Schwersystem  die  vorstehende  Gleichung  auch  schreiben: 

^^'^  V  -  a*  "*"  V  -  5*  "^  V  —  c«  ""  -^^ 

Wenn  ft  =  0  und  ^  4=  0^  das  System  also  ein  magnetisches  ist; 
so  rückt  der  Schwerpunkt  mit  einer  seiner  Hauptebenen  in  das  un- 
endliche; die  Ordnungsfläche  O  hat  nur  zwei  Sjmmetrieebenen  und 
wird  ein  Paraboloid  ^^\  dessen  Gleichung  auf  diese  beiden  Ebenen  und 
die  Zentralebene^)  als  Eoordinatenebenen^^)  bezogen  die  Form  erhält: 

0  =  AV^  +  BV^  +  CW^  —  2qWT=0 

oder  in  Punktkoordinaten 


(41) 


^—  X*    ,    y«  _C-2qz 


wo  q  das  lineare  Hauptmoment  des  Systems^  d.  h.  den  skalaren  Wert 
des  Vektors  q  bezeichnet.  Die  Flächen  konstanten  Moments  werden 
die  zu  O  konfokalen  Paraboloide. 

Für  ein  indifferentes  Massensystem  ist  -4^  =  -4^  =  -ig  =  0;  9  lässt 
sich  dann  auf  die  Form 

(42)  AU^  +  BV^  +  CW^  ==  0 

bringen;  wo  Ay  B,  C  die  planaren  Haupttragheitsmomente  des  (be- 
liebigen) Koordinatenanbngspimktes  sind.  Die  Ordnungsfläche  redu- 
riert  sich  sonach  auf  einen  unendlich  fernen  Kegelschnitt,  das  Anti- 
polarsystem  auf  ein  ebenes  (unendlich  fem  gelegenes)  Antipolarsystem 
nnd  jede  zu  O  konfokale  Fläche  ebenfalls  auf  einen  unendlich  fernen 
Kegelschnitt.  Das  planare  Trägheitsmoment  ist  danach  für  parallele 
Ebenen  dasselbe^*). 

Indem  wir  wegen  aller  dieser  Angaben  auf  lY  2,  30  {Timerding) 
▼erweisen;  betrachten  wir  im  Anschluss   an  die  dort  gegebenen  Er- 

66)  Diese  drei  Ebenen  bilden  das  von  BeUrami  (Tgl.  Fussn.  40)  so  genannte 
2ieniraUripel\  ihr  Durchschnittspunkt  ist  das  Beltrami'Bche  „magnetische  Zentrum^^ 
des  Systems.  —  Mit  Thomson  und  BeUrami  wird  anstatt  des  freien  Vektors  q 
(8.  FuBsn.  10)  besser  die  Axe  des  Paraboloids  ^  als  „magnetische  Aze*^  bezeichnet. 

66)  Th.  Beye,  J.  f.  Math.  72  (1870),  p.  802  und  §  6. 
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örterungen  die  mechanische  Bedeutung  des  konfokalen  FUU^hensystems 
noch  genauer^  wobei  wir  uns  indess  auf  allgemeine  Massensysteme^ 
speziell  auf  Schwersysteme^  beschränken^  also  die  Gleichung  (40),  bezw. 
(40')  zu  Ghrunde  legen. 

Durch  jeden  Baumpunkt  P  gehen  in  diesem  Falle  drei  reelle 
Flächen  des  Systems^  ein  EUipsoid^  ein  einschaliges  Hyperboloid  und 
ein  zweischaliges  Hyperboloid,  die  sich  im  Punkte  P  rechtwinklig 
schneiden.  Die  ümhüllungskegel,  welche  man  von  P  an  die  Flächen 
des  konfokalen  Systems  legen  kann,  bilden  selbst  eine  konfokale 
Schar;  ihre  gemeinsamen  Fokallinien  (sog.  Fokalaxen)  sind  die  beiden 
durch  P  gehenden  Erzeugenden  des  genannten  einschaligen  Hyper- 
boloids; die  gemeinsamen  Symmetrieebenen  der  Kegel  fallen  in  die 
drei  in  P  berührenden  Tangentialebenen  der  drei  durch  P  hindurdi- 
gehenden  Flächen  des  konfokalen  Systems  und  bilden  dort  das  zu  P 
gehörige  rechtwinklige  Poldreikant  des  Antipolarsystems.  Umgekehrt 
ist  jede  Ebene  im  allgemeinen  Tangentialebene  einer  und  nur  einer 
der  Flächen  des  Systems  und  gehört  also  einem  und  nur  einem  solchen 
Poldreikant  an. 

Die  mechanische  Bedeutung  dieser  Beziehungen  ist  zmuU^hst  die, 
dass  die  genannten  konfokalen  Kegel  umhüllt  werden  von  den  durch 
P  gehenden  Ebenen  konstanten  quadratischen  Momentes  (vgl  Ende 
Nr.  16)  und  dass  daraufhin  die  drei  im  Punkte  konstruierten  Tan- 
gentialebenen das  Haupärägheitstripd  dieses  Punktes  bilden  (vgL  Nr.  9). 
(Von  der  mechanischen  Bedeutung  der  Fokalaxen  werden  wir  erst  in 
Nr.  15  handeln.)  Ist  umgekehrt  eine  Ebene  x  gegeben  und  man  kon- 
struiert den  Punkt  P,  in  welchem  sie  die  ihr  zugehörige  Fläche  des 
konfokalen  Systems  berührt,  so  ist  dieser  der  zur  Ebene  gehörige 
Haup^nkt  (vgl.  Nr.  9).  Man  findet  denselben  als  Fusspunkt  des 
Perpendikels,  welches  man  vom  Äntipol  der' Ebene  auf  dieselbe  fallen 
kann.  In  der  That  sind  die  Koordinaten  des  Antipols  der  Ebene  ü, 
F,  W,  T  nach  (36)  die  folgenden: 

AU     BV      CW 

dagegen  die  Koordinaten  des  Berührungspunktes  mit  der  Fläche  (40), 
sofern  man  noch,  für  K^  J^  schreibt: 

{Ä-j;)U    {B^j;)V    {c-j;)W 

14.  Axiale  qoadratisohe  Momente  und  zugehörige  Zentral- 
fläohen  für  allgemeine  Systeme.  Um  das  Tnlgheitsmoment  für  irgend 
eine  Axe  g  zu  finden,  kann  man  den  Satz  benutzen,  dass  dieses  axiale 


14«  Axiale  quadratische  Momente  und  zugehörige  Zentralfl&chen.  309 

rragheitsmoment  gleich  der  Summe  der  planaren  Trägheitsmomente 
Rlr  irgend  zwei  durch  g  gelegte  normale  Ebenen  wird.  Legt  man 
insbesondere  die  eine  Ebene  auch  durch  den  Schwerpunkt  Sy  so  erhalt 
man  leicht  aus  vorstehender  Regel  und  den  Gleichungen  (10)  und 
[32)  die  zu  (17)  und  (32)  ähnliche  Relation^'): 

wo  p  der  Abstand  des  Schwerpunktes  von  g  ist  und  J^ ,  Jji»)  die  axialen 
rrägheitsmomente  für  g  und  die  parallel  zu  ihr  gezogene  Schwerlinie 
bedeuten. 

Für  die  Darstellung  der  axialen  Schwerhauptti^heitsradien  hat 
diejenige  Fläche  der  konfokalen  Flächenschar  (40)  eine  besondere 
Widitigkeit,  fttr  welche  der  Parameter  K  (d.  h.  J^)  gleich  A  +  B+C, 
oder 

ist    Die  Gleichung  (40)  wird  dann 
d.  h.  wegen  Nr.  9  und  Formel  (10) 


(44) 


^-i+^+w-j-^ 


oder  in  Ebenenkoordinaten: 

3r=  A'U^  +  B'V^  +  C'W^  —  (iT^  =  0. 

Sie  stellt  sonach  eine  zum  Antipolarsystem  konfokale  Fläche  V  tot, 
für  deren  Tangentialebenen  jedesmal  die  zugehörigen  planaren  Trag- 
heitsmomente  J^  den  Wert  Ä  -^  B  -^  C  erhalten^  d.  L  gleich  werden 
dem  polaren  quadratischen  Moment  ftlr  den  Schwerpunkt  (e^(«)).  Diese 
Flache  V  bezeichnen  wir  als  die  Mac  OuUagh'sche  Zentralfläche  des 
Massensystems.  Sie  ist  mit  der  Ou2mann'schen  Zentralfläche  koaxial^ 
aber  die  Hauptaxen  der  letzteren  sind  den  pUma^enj  die  der  Mac 
CWZo^A'schen  Zentralfläche  dagegen  den  axialen  Schwerhauptträgheits- 
radien  gleich. 

Für  ein  Sektversystem  wird  natürlich  audi  die  Mac  Ouüagh^Hche 
Zentralfläche  ein  zu  dem  Cymoim'schen  koaxiales  EUipsoid  V: 

(**J  5'^  "l"  5^  +  7«  "■  ^5 

die  Hauptaxen  beider  Ellipsoide  sind  sonach  (Nr.  9)  durch  die  Rela- 
tionen Torknüpft: 

67)  L,  EüUr,  Theoria  motas  (1765),  §  480,  Cor.  2. 
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a'«  =  6»  +  c»,    6'»  =  c»  +  a»,    c'»  =  o»  +  6», 
woraus  umgekehrt  folgt: 

o»-- i-(6'«4.c'«-a'«),    6«— i-(c'«4.a'»  — 6'»), 


(45) 


In  den  Formeln  (43)  und  (44)  ist  ausgesprochen;  dass  ganz 
allgemein  der  Schwerpunktsabstand  von  einer  Tangentialebene  der 
Flache  V  gleich  dem  Trägheitsradius  für  die  zu  ihr  orthogonale 
Schwerlinie  ist;  und  andererseits  die  Entfernung  des  Schwerpunkts 
von  einem  Punkte  M  der  Flache  W  gleich  ist  einem  der  Haupt- 
trägheitsradien fdr  diesen  Punkt:  die  Normale  in  j9f  an  die  Mac 
Cfdlagh^sche  Fläche  ist  die  zugehörige  Hauptträgheitsaxe. 

Für  ein  Schwersystem  yerallgemeinem  sich  diese  Sätze  dahin^ 
dass  der  zu  irgend  einer  Axe  g  des  Raumes  gehörige  Trägheits- 
radius Jc^  gleich  dem  Schwerpunktsabstande  des  Schnittpunktes  dieser 
Axe  mit  einer  zu  ihr  normalen  Tangentialebene  des  Mac  CuUagVschen 
Ellipsoids  ist;  in  diesem  Falle  kann  man  die  vorigen  Sätze  umkehren 
und  sonach  zur  Definition  und  Konstruktion  des  Mac  OuUagh'achen 
Zentralellipsoids  benutzen. 

Auf  die  Fläche  W  bezogen  ^  wird  für  ein  allgemeines  Massen- 
system die  konfokale  Flächenschar  (40)  durch  die  Gleichung 

A  +  iii'^  B'  +  Xfk'^  C'  +  liL        II 

gegeben,   wo   zwischen  dem   zu  einer  bestimmten  Fläche  gehörigen, 
früher  benutzten  Parameter  K  (=  JJ  und  X  die  Relation  besteht: 

(AQ\  I  oder 

Die  zur  Mac  OuUagh^Bchen  Fläche  reziproke  Fläche: 

(47)  Ä'x^  +  Sy  +  C'z^  =  (i 

bezeichnen   wir  als   die  Poinsol^sche  Zentralfläche,     Für  ein  Schwer- 
System  j  wo  sie  stets  ein  reelles  Ellipsoid 

(47')  a'  ^x^  -f  V  Y  +  c'  *^*  =  1 

ist,  wurde  sie  von  CoMchy  und  Poinsot  eingeführt. 

Jeder  Halbmesser  der  Poinsofschen  Zentralfläche  ist  gleich  dem 


68}  Vgl.  Samoff,  Mechanik  2,  p.  85. 
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reziproken  Werte  des  zu  ihm^  als  Schweraxe  g^'\  gehörigen  Trägheits- 
radius  kj^*).  Für  ein  Schwersystem  gilt  auch  der  umgekehrte  Satz^ 
der  dann  auch  zur  Definition  wie  Konstruktion  des  Poinsof sehen 
Zentraldlipsoids  benutzt  werden  kann. 

1 5.  Deviationsmomente,  insbesondere  für  reohtwinkeUge  Ebenen- 
paare,  bei  Schwersystemen.    Wird  in  (14)  Nr.  9 

fj^d^^  +  D 

gesetzt,  so  bezeichnet  man  d  als  den  Deviationsraditis  für  das  be- 
treffende Ebenenpaar  oder  Dieder.  In  vorliegender  Nummer  werden 
aber  nur  rechtwinkelige  Dieder  und  die  absoluten  Werte  der  zu- 
gehörigen  Deviatioiiflmomente  betrachtet,  sowie  vorausgesetzt,  dass 
es  sich  um  Schwersysteme  handele  und  ausserdem  ft  positiv  sei. 

Legt  man  durch  eine  gegebene  Axe  g  einerseits  alle  möglichen 
rechtwinkeligen  Ebenenpaare,  andererseits  alle  Ebenenpaare,  deren 
Ebenen  bezüglich  des  Massensystems  (nach  Binet)  konjugiert  sind,  so 
erhält  man  zwei  Involutionen,  die  im  allgemeinen  nur  ein  konjugiertes 
Elementenpaar  gemein  haben.  Für  dieses  rechtwinkelige  Ebenenpaar 
verschwindet  das  Deviationsmoment  2)^^ ;  seine  Ebenen  e  und  e'  bilden 
das  sogenannte  NvMdieder  der  Axe^,    Sind  x  und  x   ein  anderes  der 

durch  g  gehenden  Ebenenpaare  und  ist  der  Winkel  xe  =  0,  so  wird, 
wenn  man  iik%^n'  =  Hn^n'  setzt: 

(48)  Äi,;.'  =  i*-8in2e, 
wo 

(49)  P  =  i-  (ÄJ  _  ÄJ) 

isi  Hieraus  folgt,  dass  für  das  Dieder,  dessen  Ebenen  die  Winkel 
des  Nulldieders  halbieren,  das  Deviationsmoment  ein  Maximum 
=  J  (e7^  —  J^)  wird ;  der  zugehörige  Deviationsradius  {  wird  nach 
Häton  de  la  GaupiUiere  der  Parameter  der  Axe  g  genannt. 

Jede  Gerade  g  ist  sonach  als  „Deviationsaxe  g^'  durch  die  Lage 
ihres  Nulldieders  (e,  e')  und  den  Wert  ihres  Parameters  l  charak- 
terisiert^*). Kennt  man  nämlich  diese  Elemente,  so  lässt  sich  direkt 
aus  (48),  unabhängig  von  den  allgemeinen  Formeln  (31),  (35),  (35'), 
das  Deviationsmoment  für  jedes  durch  sie  gehende  rechtwinkelige 
Ebenenpaar  finden.  Das  NuUdieder  bestimmt  sich  im  konfokalen 
Flächensysteme  (Nr.  13)  so,  dass  man  zunächst  die  beiden  Flächen 


69)  Hdton  de  la  GaupiUi^e  (J.  ^c.  polyt.  37  (1857),  p  3),  dem  man  die 
BAhere  üntennchung  der  Deviationsmomente  verdankt,  nennt  die  beiden  Ebenen 
e,  e'  die  NnUebenen  Ton  g.    Vgl.  auch  F.  Maigno,  Statique,  Nr.  201—207. 

Saeyklop.  d.  m*th.  WitMnioh.    IV  1.  21 
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des  Systems  anfsnclit;  welche  von  der  Axe  g  berührt  werden,  und 
dann  in  den  Berührungspunkten  die  Tangentialebenen  konstruiert. 
Sind  K  und  K'  die  Parameter  der  beiden  Berührungsflächen,  so  wird 

der  zur  Deviationsaxe  g  gehörige  Parameter  l  gleich    1/ — ^ 

Ist  der  Parameter  2  =  0,  so  verschwindet  das  Deviationsmoment 
für  jedes  durch  g  gehende  rechtwinkelige  Ebenenpaar;  die  Ebenen 
sind  daher  alle  konjugiert  hinsichtlich  des  Massensystems.  Die  Axe  g 
ist  dann  Erzeugende  eines  der  konfokalen  Schar  angehorigen  ein- 
schaligen Hyperboloids,  d.  h.  eine  Fokdlaxe  des  Flachensystems  (oder 
des  Antipolarsystems);  vgl.  Nr.  13  ^^*).  Umgekehrt  ist  auch  jede  Fokal- 
axe  Deviationsaxe  vom  Parameter  Null,  d.  L  eine  NuQaoce^.  Ist  P 
ein  Punkt  von  g  und  t  der  Winkel,  den  die  eine  Nullebene  von  g 
mit  den  Ebenen  gf,  gf  bildet,  die  g  mit  den  von  P  auslaufenden 
Fokalaxen  /*,  f  verbinden,  so  ist  der  Parameter  l  für  alle  von  P  aus- 
laufenden Geraden^),  welche  dieselbe  Flache  der  konfokalen  Schar 
berühren,  wie  die  ausgewählte  Nullebene,  zu  sinr  proportional 

Ist  insbesondere  der  Punkt  P  ein  eigentlicher,  und  nimmt  man 
auf  einer  beüebigen  durch  ihn  gehenden  Linie  g  den  Punkt  O  so, 
dass  PG  gleich  dem  Werte  L  des  „Parameters"  für  die  mittlere,  zu 
P  gehörige  Hauptträgheitsaxe  ist,  so  bilden  die  Halbierungsebenen 
des  Ebenenpaares  gf,  gf  das  Nulldieder  der  Axe  g\  der  zugehörige 

Parameter  wird  l  =  }/p  •  p',  wenn  |}  und  j?'  die  Abstönde  des  Punktes 
G  von  den  Fokalaxen  f  und  f  bedeuten.  Der  Satz  gilt  auch  für  den 
uneigentlichen  Punkt  P^c,  sofern  G  ein  ganz  beliebiger  Punkt  der 
Deviationsaxe  g  ist^^). 

16.  Die  Trägheitsflächen  eines  beliebigen  Punktea.     Ist  0  der 

willkürlich  gegebene  Punki^  so  wähle  man  0  als  Anfangspunkt  eines 
beliebigen  rechtwinkeligen  Koordinatensystems  und  bestimme  die  zu- 
gehörigen planaren  Trägheitsmomente  (^  @^,  (P  und  die  entsprechen- 
den Deviationsmomente  @,  (§,  ^  Durch  diese  sechs  Eonstanten  lassen 
sich  dann  für  alle  Ebenen  und  Strahlen  des  Bündels  0  die  zugehörigen 
Trägheitsmomente  ausdrücken.    Ist  nämlich  in  Bezug  auf  das  gewählte 


59*)  Für  das  Studium  der  Deviationsaxen  und  zugehörigen  normalen  Devia- 
tionsmomente spielt  die  Nullaxenkongnienz  eine  analoge  Bolle,  wie  der  Träg- 
heitskomplex (vgl.  Nr.  18)  des  Massensystems  für  das  Studium  der  Haupttrftg- 
heitsaxen  und  zugehörigen  Trä,gheitsmomente. 

60)  Häton  de  la  Gaupülüre  (J.  ^c.  polyt.  87  (1867))  scheidet  die  dorch 
einen  Punkt  gehenden  NuUaxen  in  Fokalaxen  und  singulare  Axen,  je  nach- 
dem der  Punkt  P  im  Endlichen  oder  Unendlichen  liegt. 


(50-) 
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Koordinatensystem  Ux  -{-Vy  -{■•  Wz  =  0  die  Gleichung  einer  Ebene 
dnrch  0  und  J^  deren  Trägheitsmoment;  so  wird 

(50)  2^,{üx,  +  Vy,  +  W0,y  =  J,{lP  +  r'  +  W) 

oder  in  anderer  Form  geschrieben: 

(bl)(Sü^  +  Qj3V^+ew^  +  2®VW+2SWU+2^VV=iiiT\ 

wo  T  aus  der  Gleichung 

(52)  fiT«  =  J^{IPJ^V^  +  W') 

zu  bestimmen  ist*^). 

Bedeutet  femer  g  den  zu  n  normalen  Strahl  des  Bündels  Oy  so 
erhalt  man  aus  J^^^=  J^  —  J^  und  weil  J^  =  ^a^  {x^  +  y^  +  O^ 
die  Belation: 

(e^+  e)TP  +  {ß+  ^  F«  +  {(S+  ^)  w 

—  2®rw—2Swu—  29  vv=j^{jp  j^y^-^vn) 

oder  wegen  (10)  auch  in  der  Form: 

(^Y)^'TP-\-^'V^^e'W^-2®yW-2&WV-2^W=y^T\ 

wo  ^\  Q^\  Q'  die  den  Koordinatenaxen  zugehörigen  axialen  Träg- 
heitsmomente sind  und  T  aus  der  Gleichung 

(520  liT^  =  J,{U^+V'  +  W^) 

folgt  «0. 

In  Ebenenkoordinaten  stellen  die  Gleichungen  (51)^  (öl^)  zwei 
bestimmte  Flachen  zweiter  Klasse  dar^  deren  erste  wir  als  die  Culr 
numn'sche  Trägheitsfläche,  deren  zweite  wir  als  die  Mac  ddlagh'sche 
TrägheUsfläche  des  Punktes  0  bezeichnen.  Die  zu  diesen  Flächen 
reziproken  Flächen  nennen  wir  die  Binefsche  Trägheitsfläche  (nach  ScheU) 
resp.  die  Poinsofsche  Trägheitsfläche  des  genannten  Punktes.  Jedem 
Banmpunkte  gehören  also  vier  Trägheitsflächen  an^  deren  gemeinsame 
Hauptazen  die  HaupttriLgheitsaxen  des  Punktes  (@  =  (^  =  ^"^  0) 
sind,  und  die  mit  den  gleichnamigen  ^entralflächen"  zusammenfaUen, 
wenn  der  Punkt  0  der  Schwerpunkt  8  des  Massensystems  ist.  Sie 
besitzen  fOr  die  quadratischen  Momente  in  Bezug  auf  die  Ebenen  und 
Strahlen  des  Bündels  0  dieselben  Eigenschaften,  wie  die  Zentral- 
flachen  f&r  die  quadratischen  Momente  in  Bezug  auf  die  Schwer- 
ebenen   und    Schwerlinien    (ygL  Nr.  12  und  14).     Wählt    man    die 

61)  Snbstitutiert  man  in  (61')  den  Wert  (62')  von  ft  T*  und  dividiert  dann 
durch  (JJ^  •■\-V^ •■\-W*)^  so  erhält  man  die  klassische  Xo^ran^e'sche  Formel,  die 
den  Wert  von  Jg  dnrch  die  obigen  sechs  Eonstanten  {(S\  ^\  (3\  S>,  S,  S^) 
ond  die  Bichtongscosinus  der  Axe  g  ausgedrückt  ergiebt.  Analog  erhält  man 
tm  (61)  und  (62)  die  entsprechende  Bmet'sche  Formel  für  J^. 

21* 
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Haapttragheitsaxen  als  Eoordinatenazeii  (® ^^  S^=^9 '^^(f^  no  mögen 
^,  eJff,  e  resp.  ^\  eJS\  6^  in  «,  »,  C  reep.  in  «',  ST,  «'  über- 
gehen, sodass  9,  9;  S  die  planaren,  %\  S',  S'  die  ^TOJ^n  Hanpi- 
tragheitsmomente  des  Punktes  0  sind 

Besonders  wichtig  wird  die  Darstellung  durch  die  genannten 
Flachen,  wenn  das  vorgelegte  Hassensystem  ein  Sckwersifstem  ist,  was 
wir  für  das  Folgende  annehmen.  In  diesem  Falle  sind  aDe  Tii^ieit»- 
flachen  reelle  Ellipsoide,  sodass  jedem  Punkte  0  vier  koaxiale  Trig- 
heitsellipsoide  zugeordnet  sind;  und  zwar  erstlich  ein  Oidmaitm'sAes  und 
ein  Mae  CuUagVsches  Trägheitsdlipsoid,  deren  Gleichungen  in  Punkt- 
koordinaten,  auf  die  Haupttragheitsaxen  Ton  0  bezogen, 

(53)  S  +  S  +  ^  =  l, 

(y^)  ^  +  pi  +  ^  =  1? 

sind  (wo  0,  6,  C  die  planaren,  a'y  Vj  t'  die  axialen  Haupttra^^eitBradien 
des  Punktes  0  bedeuten),  und  zweitens  ein  Emetisches  und  ein  Paimsot- 
sches  Trägheitseüipsoid,  die  zu  den  yorigen  reziprok  sind  und  durch 
die  Gleichungen 

(55)  o»x*  +  b  V  +  c  V  =  1, 

(56)  o'V  +  b'V  +  c'*^=l 

gegeben  sind.  Im  übrigen  gelten  für  die  Definition  und  Konstruktion 
der  Tragheitsellipsoide  für  die  Ebenen  und  Geraden  des  Bündels  0 
dieselben  Satze,  wie  sie  oben  (Nr.  12  u.  14)  für  die  Definition  und 
Konstruktion  der  Zentralflächen  für  Schwerebenen  und  Schwergeraden 
gegeben  wurden. 

Man  kann  noch  auf  einem  anderen  W^e  zu  dem  CWmafm'scheD 
Tragheitsellipsoid  0o  eines  Punktes  0  gelangen.  Diese  Flache  lisst 
sich  nämlich  geometrisch  auch  dadurch  definieren,  dass  erstlich  ihre 
Hauptaxen  in  die  Haupttragheitsaxen  des  Punktes  0  fallen  und  dass 
zweitens  für  sie  der  Schwerpunkt  8  des  Systems  der  Pol  der  Anti- 
polarebene  (o  von  0  ist**).  Diese  Definition  versagt  nur  dann,  wenn 
0  in  den  Schwerpunkt  S  rückt  (d.  h.  für  Og)]  in  diesem  Falle  definiert 
man  0^  als  das  CWmarm'sche  Zentralellipsoid  0^  In  der  That  ist  s 
irgend  eine  Ebene  des  Bündels  Ound  OM  der  zu  ihr  konjugierte  Halb- 


62)  Diese  geometrische  Definition  findet  sich  bei  Oremona  (Corao  litogr.  di 
statica  grafica,  Milano  1867,  68,  Nr.  102).  Gulmann  bestimmt  in  seiner  Graphi- 
schen Statik  die  Tragheitsfläche  analytisch  45).  Für  fi « 1  wird  im  FaUe  eiaes 
Schwersystems  die  Tr2^:heit8fl&che  identisch  mit  dem  znm  ersten  Male  tob 
Bmet  gegebenen  Ellipsoid. 
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messer  der  Flache  0o,  so  liegt  ihr  Antipol  P  auf  dieser  Geraden 
OM'j  ist  weiter  P'  ihr  Schnittpunkt  mit  der  parallel  zu  x  gelegten 
Schwerebene  ö,  so  wird 

ÖJf *  =  OP .  0P\ 

Mit  Hülfe  dieser  Relation  (wo  OM,  OP  und  OP'  mit  ik^,  p„  und  5^ 
proportional  sind)  und  den  allgemeinen  Formeln  in  Nr.  11  beweist 
man  leicht,  dass  die  für  das  CWmann'sche  Zentralellipsoid  geltenden 
Sätze  in  Nr.  12  ebenfalls  für  das  Tnigheitsellipsoid  Oq  des  Punktes  0 
gelten. 

Bisher  galt  der  Punkt  0  als  ganz  beliebig.  Betrachten  wir  nun 
insbesondere  die  Punkte  auf  den  Fokalkurven  des  Antipolarsystems. 
Indem  wir  annehmen,  dass  ein  Schwersystem  vorgelegt  sei,  bezeichnen 
wir  die  Symmetrieebene  desselben  mit  a,  ß,  y\  die  zugehörigen  pla- 
naren  Trägheitsmomente  sind  J.,  B,  C,  wobei  wir  A<B<C  annehmen 
(vgl.  Nr.  9);  die  Fokalellipse  liegt  dann  in  y,  die  Fokalhyperbel  in  ß.  Da 
nun  für  jede  Tangentialebene  der  einen  oder  anderen  dieser  ausgearteten 
konfokalen  Flachen  das  Trägheitsmoment  denselben  konstanten  Wert  hat, 
und  da  die  Ebene  der  Kurve  als  deren  Tangentialebene  in  jedem  ihrer 
Punkte  zu  betrachten  ist,  so  sieht  man  sogleich,  dass  für  jede  Tan- 
gentialebene der  Fokalellipse  {y)  das  Trägheitsmoment  =  C  und  für 
jede  Tangentialebene  der  Fokalhyperbel  (ß)  das  Trägheitsmoment  =  B 
wird.  Die  vier  Trägheitsellipsoide  für  einen  Punkt  0  einer  Fokal- 
kurve werden  also  Rotations  flächen  y  deren  gemeinsame  Rotationsaxe 
die  Fokalkurve  in  dem  Punkte  0  berührt*^). 

Ist  das  Cu^mann'sche  Zentralellipsoid  ^s  eine  Rotationsfläche  und 
seine  kleinste  Axe  2a  die  Rotationsaxe,  so  existieren  auf  dieser  im 
Abstände  =  yc^  —  a*  vom  Schwerpunkte  zwei  Brennpunkte^) ^  für 
welche  die  drei  Hauptträgheitsmomente  gleich  und  die  Trägheits- 
ellipsoide Kugeln  werden  (Binet,  Poisson)^). 

In  dem  Bündel  0  giebt  es  im  aUgemeuien  00^  Ebenen  tc  und 
00^  Geraden  g  konstanten  gegebenen  Trägheitsmomentes;  jene  um- 
hüllen je  eine  der  konfokalen  Flächen  der  Schar  (40),  diese  erfüllen 

68)  Demnach  wird  für  die  Punkte  der  Fokalellipse  das  kleinste  planare 
Hanpttr&gheitsmoment  veränderlich  und  gleich  Ä*—A'{-nr*f  für  die  Punkte 
der  Fokalhyperbel  das  grösste  planare  Trägheitsmoment  veränderlich  und  gleich 
R  —  J5  +  /*r',  wenn  r  den  Schwerpunktsabstand  bedeutet  (Binet,  J.  ^c.  polyt. 
16  (1813),  p.  61,  62,  und  Paisson,  M^canique  2,  p.  496).  —  Hdton  de  la  Gou- 
piHiere  (J.  ^c.  polyt.  87  (1867),  §  28)  nennt  die  Fokalkurven  „Hgnes  de  sym^- 
trie^*  und  die  Punkte  auf  ihnen  „points  de  sym^trie^*. 

64)  Nach  Eatan  de  la  Goupillüre  heissen  diese  Punkte  „points  de  com- 
]^te  symätrie^S 
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den  zu  dem  Yorigen  Kegel  supplementären  Eegel  zweiten  Grades,  in- 
dem die  Strahlen  des  einen  Kegels  auf  den  Tangentialebenen  des 
anderen  Kegels  senkrecht  stehen.  Ist  nämlich  g  normal  zu  sr,  so  folgt 
aus  J^  —  Jjg  =  J^y  dass  J^  =  const.;  wenn  J^^  =  const.  ist*). 

17.   Das  Hauptträgheitstripel  eines  beliebigen  Punktes.    Was 

das  Haupttragheitstripel  eines  beliebigen  Punktes  0  angeht^  so  wurde 
dessen  Lage  im  konfokalen  System  der  Flächen  konstanten  planaren 
Momentes  bereits  in  Nr.  13  angegeben.  Seine  Bestimmung  sowie  die 
der  zugehörigen  Hauptträgheitsmomente  fällt  danach  mit  der  Aufgabe 
zusammen,  für  eine  Fläche  zweiten  Grades  (vgl.  Nr.  16)  die  Haupt- 
axen  der  Grösse  und  Lage  nach  zu  bestimmen.  Wir  geben  hier 
die  vollständigen  Formeln  fQr  ein  Sdiwersystem^  indem  wir  an  die 
vorige  Nummer  anknüpfen. 

Die  planaren  Haupttiügheitsmomente  St,  93;  (S  von  0  werden  die 
Wurzeln  K^^  Ä,,  K^  der  kubischen  Gleichung 

(57)  K>-q,K'  +  q,K-q,  =  0, 

wo 

(58)     ft = ^@js+  <jse^-  e<s-  @> — (5» — s^~«, 

die  Richtungskosinas  a^^  ß^,  y^  der  zugehörigen  Haapttritglieitaebenen 
folgen  aus  den  linearen  Gleichungen: 

I  ^a,  +  BTß^  +  Sy,  =  K,a„ 

(59)  BTa,  +  e^/J,  +  @y,  =  K,ß„  (i  =  1,  2,  3) 

\Sa,-\-  ®ß,+  Qy,  =  K,y,. 

Analog  erhält  man  die  axialen  Hauptträgheitsmomente  St',  93';  S' 
von  0  als  Wurzeln  H^^  H^,  H^  der  kubischen  Gleichung ••) 

65)  Besonders  bemerkenswert  sind  die  ,,Fokalkegel^*  0{§>)  und  0{y\  welche 
die  Fokalkurven  (j7)  und  (y)  aus  dem  Punkte  0  projizieren,  und  die  an  diese 
anknüpfende  Konstruktion  von  Mac  Cuttagh,  die  Tovonsend  (Cambr.  and  Dubl. 
Math.  J.  2  (1847),  p.  41)  folgendermassen  wiedergiebt:  Die  gemeinsamen  Er- 
zeugenden der  beiden  Fokalkegel  bilden  das  Vierkant  der  diurch  0  gehenden 
„bifokalen  Sehnen**  und  dessen  diagonales  Dreikant  liefert  die  Hauptti^heitsaxen 
und  -Ebenen  von  0.    Vgl.  auch  E.  J.  BotUh,  Dynamik  1,  p.  46. 

66)  Cauchy  (Exercices  de  math.  1827  =  Oeuvres  (2)  7,  p.  130)  bemerkt,  dass 
die  kubische  Gleichung  (57')  in  der  Form 

von  Lagrange  bei  seinen  Untersuchungen  über  die  Rotation  eines  starren  Kör- 
pers  gefunden  wurde.     Lagrange  hatte  auch  gezeigt,    dass  die  drei   Wurzeln 
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(57-)  W  -  2/Ä»  +  q,'n  -  2,'  =  0, 

wo 

die  Richtungskosinus  «„  ß,,  y^  der  zugehörigeo  Hauptträgheitsaxen 
folgen  aus  den  linearen  Gleichungen 

(SgO  —  ^'a,  +  e^'/J,  —  ©'y,  =  fi,/J,  (i  =  1,  2,  3) 

-<§'«,  -  €>%+en^H,y,. 

Man  hat  übrigens  zwischen  den  Wnrzehi  H  und  K  die  Relationen 

Äj  =  -Kj  4-  -^5,         -ffj  =  Z,  +  -^1 ;         -0^5  =  -^1  +  -Kj, 

sodass 

(60)  jS'^  +  JS;  =  J^  =  ^4.e^+(S>=«  +  S  +  (S    (t=l,2,3) 

ist.  Mit  Hülfe  dieser  Relationen  findet  man  nicht  nur  aus  einer  der 
Gleichungen  (57),  (57')  die  andere,  sondern  man  hat  auch  wegen  (46) 
die  Beziehung  •') 

(61)  ^  fi;  =  iiir»  -  A,),  i  =  1,  2,  3 

WO  r  =  80  und  X^,  Ag,  A3  die  zu  dem  Punkte  0  gehörigen,  auf  das 
Mac  CuUagh^sche  Zentralellipsoid  V  bezogenen  Parameterwerte  sind 
(vgl  Nr.  14). 


immer  reell  sind,  „mais  M.  Binet  a  prouv^  le  premier  que  ces  racines  ^taient 
präcis^ment  les  moments  d'inertie  principauz".  Binet  (1811)  (J.  äc.  polyt.  16  (1818), 
p.  51)  fand  mit  Hülfe  der  Gleichung  (67)  zuerst  die  Hauptträgheitsaxen  und  die 
planaren  Hauptträgheitsmomente.  Indem  er  dann  die  Gleichung  bildete,  deren 
Wurzeln  die  Summen  von  je  zwei  Wurzeln  der  Gleichung  (57)  sind,  bestimmte 
er  die  axialen  Hauptträgheitsmomente  und  bewies  endlich,  wie  man  der  Glei- 
chung die  obige  Form  geben  kann,  in  der  sie  Lagrange  (M^c.  an.  1788,  p.  397) 
mitgeteilt  hatte.    Sir  W.  Thomson  (Lord  Kelvin)  gab  den  Gleichungen  (57')  und 

(57)  eine  andere  Gestalt,   indem  er   die  Grössen  ,     ^    ,  -^-  einführte 

(Cambr.  and  Dubl.  Math.  J.  1  (1846),  p.  199—200).      -^         ®        ^ 

Sind  a,  ß,  y  die  Richtungskosinus  einer  Axe  g  oder  der  Normalen  einer 
Ebene  n  durch  0  gegen  die  Hauptträgheitsaxen  dieses  Punktes,  so  werden  die 
Trägheitsmomente  f^  dieselben 

Die  erste  dieser  Formeln  stammt  von  Euler  (Theoria  motus  1765,  Nr.  452),  die 
zweite  von  Binei  (1811);  man  erhält  sie  sogleich  (vgl.  Fussn.  61)  aus  (51')  und 
(61),  in  denen  jetzt  ©=<§'=  ^  =  0  ist. 

67)  Vgl.  22ot4(^,  Dynamik  1,  p.  43;  S<MX,  Theorie  der  Bewegung  1,  p.  122. 
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Man  bemerke  noch;  dass  die  Koeffizienten  q^,  q^,  ^;  q^\  q^',  q^ 
(die  Invarianten  des  Punktes  0)  durch  folgende  Beziehungen  mit  ein- 
ander  verknüpft  sind: 

(62)  a/  =  2g,      g,'  =  q^^  +  g,,      g/  =  g^g,  —  g,. 

Sind  nicht  die  sechs  Eonstanten  ®,  S,  ^'und  (S,  e>^  (?  (oder 
^',  e>^,  d^')  gegeben,  sondern  das  SchwerhaupUrägheüstripd  und  die 
diesem  zugehörigen  Trägheitsmomente,  so  findet  man  das  Haupttragheits- 
tripel  und  die  zugehörigen  Haupttragheitsmomente  eines  Punktes  0 
folgenderweise: 

Sind  X,  y,  z  die  auf  die  Schwerhaupttragheitsaxen  bezogenen 
Koordinaten  von  0,  so  sind  die  planaren  Haupttragheitsmomente 
jl  =  ^a^,  39  =  ftb*,  6  =  ftc*  des  Punktes  0  in  Übereinstimmung  mit 
der  in  Nr.  13  gemachten  Angabe  die  Wurzeln  K^,  K^,  K^  der 
kubischen  Gleichung: 

\^^)  K~Ä  "T"  K^B  '^  2-:c ~  ^ 

(vgl.  (40)),  sodass 

(64)  «  =  Zj,  85  =  JE,,  (£  =  JTs 

ist^).  Die  Richtungskosinus  a^,  6^,  c^  der  zugehörigen  Haupttragheits- 
ebenen,  welche  mit  den  zu  0  gehörigen  Berührungsebenen  der  drei 
durch  diesen  Pimkt  gehenden  konfokalen  Flächen  (40)  übereinstimmen, 
ergeben  sich  aus  der  Proportion 

(65)  ar.h,:c^  =  ^f^.-g^:-gf^rc       (*  =  1,  2,  3). 

Das  polare  Trägheitsmoment  Jq  des  Punktes  0  ist  gleich  dem  Koeffi- 
zienten von  —  K^  in  Gleichung  (63);  durch  Anwendimg  von  (10) 
findet  man  dann  sofort  die  axialen  Hauptträgheitsmomente  Sl'=fiQ'^, 


68)  Man  findet  hiernach  die  Koordinaten  x,y,  z  eines  Punktes,  dessen 
planare  Hauptträgheitsmomente  gegebene  Werte  91, 16,  6^  haben,  wenn  man  die 
Formeln  berücksichtigt,  welche  die  Cartesischen  Koordinaten  eines  Punktes  in 
Funktion  seiner  elliptischen  Koordinaten  geben.  Man  erhält  8  Punkte,  die 
symmetrisch  gegen  die  Koordinatenaxen  liegen  und  deren  Koordinaten  den 
Gleichungen  genügen: 


*~  K       (B  —  A){G-A)],.        '       ^~  V       (C- 


-JS)(»  — B)((E-B) 


{C—B){A  —  B)^. 


-r^ 


c)C&-C)({i-C) 


{Ä—C)(B  —  C)(i 

Vgl.  Somoff,  Mechanik  2,  p.  89. 

69)  Die  Betrachtungen  dieser  und  der  vorigen  Nummer  gelten  auch  dann, 
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Man  bemerke  noch^  dass  Ä<iB  <  C  vorausgesetzt  wurde  imd 
daher  A'  >  S  >  C  ist  (Nr.  9).  Daher  liegen  für  einen  beliebigen 
Punkt  die  zugehörigen  planaren  Hauptträgheitsmomente  %y  33^  S 
zwischen  den  Grenzen  A,  B,  C,  oo  und  die  axialen  Hauptträgheits- 
momente Sl',  39',  6'  zwischen  den  Grenzen  <x>,  A\  S,  C  (J.  Binet). 

18.  Der  Trägheitskomplex  eines  Massensystems.  Zu  jeder 
Ebene  x  gehört  im  allgemeinen  ein  Hauptpunkt  (Nr.  9),  (für  den  also 
X  eine  Hauptträgheitsebene  ist).  Zu  jedem  Punkte  P  gehören  im  all- 
gemeinen drei  Hauptträgheitsaxen,  welche  paarweise  die  drei  ent- 
sprechenden Hauptträgheitsebenen  bestimmen  und  ein  rechtwinkeliges 
Poldreikant  des  Antipolarsystems  bilden;  für  jedes  der  sechs  Elemente 
ist  P  der  zugehörige  Hauptpunkt  (vgl.  Nr.  9).  Eine  Gerade  g  da- 
gegen ist  dann  und  nur  dann  Hauptträgheitsaxe  für  einen  ihrer 
Punkte,  wenn  sie  den  Antipol  einer  zu  ihr  normalen  Ebene  enthält'^; 
sie  gehört  nämlich  dann  einem  rechtwinkeligen  Poldreikant  oder,  was 
dasselbe  ist,  einem  ^'ne^schen  konjugierten  Haupttripel  an  (vgl.  Nr.  11 
u.  9).  Der  zugehörige  Hauptpunkt  wird  dann  der  Durchschnitt  der 
genannten  Ebene  mit  g,  und  g  steht  in  diesem  Punkte  auf  einer  der 
drei  durch  ihn  gehenden  konfokalen  Flächen  senkrecht.  Damit  ist 
jede  Normale  der  konfokalen  Flächenschar  eine  Haupttiägheitsaxe 
und  zwar  für  den  zugehörigen  Fusspunkt  als  Hauptpunkt. 

Man  kann  auch  sagen  ^''):  Nur  dann  ist  g  eine  Hauptträgheitsaxe, 
wenn  sie  ihre  antipolare  Gerade  g'  rechtwinkelig  kreuzt  oder  schneidet. 
Dies  ist  aber  genau  die  Definition,  welche  Th,  Reye  für  eine  (geo- 
metrische) „Axe^^  des  Antipolarsystems  aufgestellt  hat.  Die  Beye'schen 
Axen  sind  also  einerseits  geometrisch''^)  mit  den  Normalen  des  kon- 
fokalen  Flächensystems,  andererseits  medumisch  mit  den  Hauptträgheits- 
axen  des  Massensystems  identisch.  Speziell  liefert  der  (mit  dem  Anti- 
polarsystem  verknüpfte)  Reye' sehe  Axenkomplex  (vgl.  IV  2,  31,  Timer- 
ding) die  Gesamtheit  der  zu  dem  Massensystem  gehörigen  Haupttiäg- 
heitsaxen. 

Die  zahlreichen  und  bekannten^)  Eigenschaften  der  Strahlen 
eines  solchen  Komplexes  geben  also  ohne  weiteres  ebensoviele  Eigen- 
schaften der  Hauptträgheitsaxen.  Dieser  Komplex  nimmt  daher  (wie 
das  Antipolarsystem  selbst)  beim  Studium  der  Tiügheitsmomente  eine 


wenn  der  Pankt  0  mit  dem  Schwerpunkte  S  zusammenföllt,  sodass  man  damit 
eine  andere,  von  der  Fläche  ^=^0  unabhängige,  analytische  Herleitung  des 
OMlnuififi'Bchen  und  der  drei  anderen  Zentralflächen  des  Massensystems  hat. 

70)  Th.  Be}ftt  Geometrie  der  Lage,  3.  Aufl.,  Bd.  2,  Leipzig  1892,  p.  141, 
152,  156. 


Si' 
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zentrale  Stelle  ein  und  werde  kurz  als  Trägheitskomplex  des  Massenr 
Systems  bezeichnet  (ygl.  Nr.  21)^^"). 

19,  Planare  nnd  axiale  Hauptmomentenfläohen.  Die  Sohar 
der  Strahlenkomplexe  konstanten  axialen  Momentes.  Jede  Flache 
F{K)  der  konfokalen  Schar  (40)  lasst  sich  als  Ort  der  Punkte  defi- 
nieren,  für  welche  eins  der  zugehörigen  planaren  Hauptträgheits- 
momente J^  den  konstanten  Wert  K  hat  (denn  die  Punkte  sind  Haupt- 
punkte der  zugehörigen  Tangentialebenen). 

Betrachtet  man  also  die  Krümmungslinien,  in  denen  sich  zwei 
durch  einen  Punkt  0  gehende  konfokale  Flächen  der  Schar  F{K) 
und  F^K")  schneiden,  so  ist  die  Tangente  im  Punkte  0  an  diese 
Erümmungslinie  Hauptträgheitsaxe  für  den  Berührungspunkt  und 
gleichzeitig  ist  das  zugehörige  Trägheitsmoment  J^  =  K  •}-  K'  für 
alle  Tangenten  der  genannten  Erümmungslinie  dasselbe  (Binet).  Als 
Deviationsaxen  anfgefasst  sind  (vgl.  Nr.  15)  die  Tangenten  ebenso 
Axen  konstanten  Parameters  l. 

Weiter  sind  auch  die  Normalen  der  konfokalen  Fläche  F{K) 
längs  eines  sphärischen  Kegelschnitts,  in  dem  eine  konzentrische  Kugel 
die  Fläche  schneidet,  als  Hauptaxen  ihres  Fusspunktes  P  Axen  kon- 
stanten Trägheitsmomentes  J^  (weil  in  J^  =  J^  —  J^,  J^  und  J^  konstant 
sind);  und  zwar  ist  J^=  ^'  -f  ^ÄP»  —  iST.") 

Der  allgemeine  Ort  der  Punkte  P,  für  welche  eins  der  zugehörigen 
axialen  Hauptträgheitsmomente  J^  einen  konstanten  Wert  H  hat,  ist 
eine  „biaxiale"  Fläche  vierter  Ordnung  A(j?),'*)  deren  Oleichung  man 
leicht  durch  die  Überlegung  erhält,  dass  die  zu  P  gehörige  Ebupt- 
trägheitsaxe  Normale  in  P  an  eine  der  drei  durch  diesen  Punkt  gehen- 
den konfokalen  Flächen  ist.  Für  die  zugehörige  Tangentialebene  ist 
Jg=^  Jp  —  -5;  andererseits  ist  nach  (17)  «^  ==  «/^^  +  f*(Ä*  +  y*  +  ^) 

70*)  Der  Trägheitskomplez  ist  auch  mit  dem  l^ye'schen  Azenkomplex  der 
Cu^mann'schen  Zentralfläche  identisch;  daher  sind  seine  Strahlen  auch  die  Nor- 
malen der  zu  dieser  Fläche  konfokalen  Flächenschar.  Der  Fasspunkt  f  einer 
dieser  Normalen  ist  jetzt  aber  nicht  mehr  der  zugehörige  Hauptpunkt  h^  sondern 
diese  Punkte  zusammengenommen  bestimmen  auf  de'  Normalen  eine  Strecke  P%^ 
die  von  der  zu  ihr  rechtwinkeligen  Schwerebene  halbiert  wird. 

71)  Dieser  Satz  rührt  von  W.  Thomson  her.  Vgl.  JB.  Tovmsend  (Cambr. 
and  Dubl.  Math.  J.  2  (1847)),  welcher  bemerkt,  dass  diese  Eigenschaft  für  die 
Theorie  der  isochronen  Axen  wichtig  ist,  d.  h.  deijenigen  Axen,  um  die  das 
Massensystem,  der  Schwerkraft  unterworfen,  Pendelschwing^gen  von  derselben 
Zeitdauer  ausführen  würde,  (Axen  gleichen  Momentes,  die  vom  Schwerpunkte 
gleichweit  entfernt  sind,  sind  offenbar  isochrone  Axen). 

72)  W,  Thomson  (Cambr.  and  Dubl.  Math.  J.  1  (1846),  p.20S)  nennt  die  Fläche 
„equimomental  surface  *'. 


19.  Planare  und  axiale  Hanptmomentenflächen.    Strahlenkomplexe.       321 

und   e/^*)  3=  J.  +  jB  +  C.     Für    diesen  Wert  J,   des   Parameters  K 
folgt  ans  (40)  nnd  (63)  die  Gleichung 

(66)  A(g)=,^,^,^„j::'  ,.,^+       ^y' 


die  die  verlangte  Fläche  darstellt.  ,^8t  P{Xy  y,  z)  irgend  ein  Punkt 
dieser  Flache  und  P^  die  orthogonale  Projektion  des  Schwerpunkts  S 
auf  die  Tangentialebene  der  FHche  A(fi)  in  P,  so  wird  PP^  die 
zu  P  gehörige  Hauptträgheitsaxe  mit  dem  Trägheitsmomente  ff',''*) 

Variiert  man  H  als  einen  Parameter,  von  C  anfangend  bis  <x>,  so 
stellt  die  Gleichung  (66)  eine  Schar  von  Flächen  ^^)  dar,  die  sich  in 
drei  Klassen  gewissermassen  konfokaler  Flächen  gruppieren,  je  nach- 
dem der  Wert  von  H  zwischen  C  und  B'  oder  B'  imd  A  oder  Ä 
und  oo  liegt.  Jede  Fläche  der  A(-ff)-Schar  hat  (wie  jede  der  F{K)- 
Schar)  die  drei  Symmetrieebenen  des  Antipolarsystems  ihrerseits  zu 
Symmetrieebenen.  Die  Doppelpunkte  aller  Flächen  A(j?)  erfüllen  zwei 
Kegelschnitte''^);  es  sind  dies  die  Fokalkegelschnitte  (/3)  und  {y)  des 
Antipolarsystems  (vgL  Nr.  16). 

Man  betrachtet  in  der  Optik  Fachen  desselben  Charakters  wie 
A(-Br),  doch  nur  solche,  bei  denen  die  Fokalhyperbel  den  Ort  der 
Doppelpunkte  bildet.  Die  FresneVsche  WeUenflädie  für  doppeltbrechende 
Medien  ^^  ist  hiemach  eine  solche  A(J?),  die  zu  der  letzten  Klasse 
{H>  A)  gehört. 


78)  Auch  mit  Hülfe  dieser  Gleichung  lassen  sich  die  axialen  Hauptträgheits- 
momente  eines  beliebigen  Punktes  (x,  y^  z)  finden.  Die  Gleichung  ist  vom 
dritten  Grade  in  H  und  ihre  Wurzeln  JTj ,  H, ,  H^  geben  die  gesuchten  Werte 
(Tgl.  Nr.  17). 

74)  W.  Thomson  (Cambr.  and  Dubl.  Math.  J.  1  (1846),  p.  208).  S.  auch 
Bouth,  Dynamik  1,  p.  50. 

75)  W.  Thomson  (ygl.  Fussn.  78  u.  74)  bezeichnet  dieselben  als  ^jConjugate 
eqnimomental  surfaces.** 

76)  Ä.  Clebsch,  J.  f.  Math.  57  (1860),  p.  73. 

77)  Diese  Fläche  4.  Ordnung  konstruiert  man  bekanntlich  in  der  Optik,  indem 
man  auf  jedem  Halbmesser  g  eines  bestimmten  EUipsoids  die  Halbazen  des  Kegel- 
schnittes abtrftgt,  in  welchem  die  zu  g  senkrechte  Diametralebene  das  Ellipsoid 
schneidet.  Die  Wichtigkeit  dieser  Wellenfläche  auch  für  andere  als  optische  Probleme 
ist  bekannt.  MacCuUagh  (Dublin  Trans.  17  (1837),  p.  243)  nennt  sie  allgemein  „bi- 
udal  Burface'S  einerseits  wegen  der  Erzeugungsart  der  Fläche,  andererseits  „the 
name  perhaps  may  appear  the  more  appropriate,  at  is  reminds  us  of  the  place 
which  the  snrface  holds  in  the  optical  theorj  of  hicucidl  crystals^*.  Man  ygl. 
auch  Townsend  (Cambr.  and  Dubl.  Math.  J.  2  (1847),  p.  24),  der  ebenfalls  diese 
Fläche  betrachtet  und  u.  a.  auf  Grund  des  Thomson' scihen  Theorems  den  Satz  auf- 
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Die  Gesamtheit  der  Geraden  g  (seien  sie  Haupttragheitsaxen  oder 
nicht),  für  welche  das  Trägheitsmoment  J^  einen  konstanten  Wert  l 
hat,  bildet  einen  Painvin' sehen  (quadratischen)  8trahlenkaniplex''^j 
den  wir  kurz  mit  (J^)^  bezeichnen.  Da  X  oo^  Werte  annehmen  kann^ 
so  wird  jedem  Schwersysteme  —  ausser  dem  einen  Ti^heitskomplex  — 
noch  eine  ganze  Schar  solcher  (eT^);^-  Komplexe  zugeordnet.  Nimmt  der 
Parameter  l  den  besonderen  Wert  ^an,  so  wird  der  Tragheitskomplex 
des  Massensystems  yon  dem  Komplexe  (J^^  in  einer  Kongruenz 
durchsetzt,  deren  Strahlen  alle  Hauptträgheitsaxen  sind  und  alle  das- 
selbe Ti^heitsmoment  H  haben.  Die  zugehörigen  Hauptpunkte  er- 
füllen einerseits  die  Brennfläche  dieser  Kongruenz,  andererseits  die 
obige  Fläche  A(2).  Beide  Flächen  sind  also  identisch,  womit  man 
eine  neue  Herleitung  der  Fläche  A(£)  hat.  „Die  A(£r)-Flächenschar 
lässt  sich  danach  definieren  als  die  Schar  der  Brennflächen  aller  Kon- 
gruenzen, die  dem  Trägheitskomplex  und  der  Schar  (eT^);^- Komplexe 
gemeinsam  sind.^' 

20.  Quadratisohe  Momente  bei  ebenen  und  geradlinigen  (all- 
gemeinen) Maasensystemen.  Liegen  alle  Massenpunkte  auf  einer 
Ebene  ST,  wie  dies  für  eine  ebene  begrenzte  Fläche  (oder  ebene  Kurve) 
stets  der  Fall  ist,  so  liegt  sowohl  der  Schwerpunkt  S  des  Systems 
auf  dS  (vgl.  Nr.  4  und  5),  als  auch  der  Antipol  (das  Zentrum 
zweiten  Grades)  jeder  andern  Ebene  des  Baumes.  Das  zu  S)>  gehörige 
Trägheitsmoment  J^  wird  natürlich  Null.  Damit  reduziert  sich  die 
Ordnimgsfläche  O  des  Antipolarsystems,  wenn  man  in  Gleichung  (36) 
den  Wert  C  =  Jq  =  0  einsetzt,  auf 

oder 


(36  a) 


*  =  z  +  i  +  7  =  o; 


das  Antipolarsystem  selbst  reduziert  sich  auf  ein  ebenes  in  W  (0^=0) 


stellt:  Alle  diejenigen  Hauptträgheitsaxen,  welche  für  die  Punkte,  zu  denen 
sie  gehören,  gleichzeitig  Axen  kleinster  Oszillationsdaner  sind,  umhüllen  eine 
Fläche  und  zwar  gerade  die  biaxiale  Fläche  des  Mac  CtdUighBcken.  Ellipsoids. 
78)  Ä.  DemauUn  (Bull.  Soc.  math.  de  France  20  (1872),  p.  130).  Derselbe 
schreibt  jedoch  (p.  131  Note)  das  Theorem  G.  Fouret  zu,  der  es  schon  einige 
Jahre  vorher  der  math.  Gesellschaft  mündlich  mitgeteilt  habe.  Der  nach  Painvin 
NouY.  ann.  (2)  11  (1872),  p.  49,  97,  202,  481,  629  benannte  Komplex  ist  ein 
Spezialfall  des  Komplexes  von  G.  BaUaglini  (Napoli  Bendic.  (1866)),  p.  305. 
Jener  besteht  aus  den  Linien,  in  denen  sich  zwei  normale  Tangentialebenen 
einer  Fläche  zweiter  Ordnung  schneiden,  dieser  aus  den  Linien,  von  denen  aus 
die  Tangentialebenen  an  zwei  gegebene  Flächen  zweiter  Ordnung  vier  harmo- 
nische Ebenen  bilden.   Vgl.  auch  A^Aschieri,  Giorn.  di  mat.  8  (1870),  p.  36 — 37. 
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gdegenes  ÄnHpolarsystem.  Alle  Ebenen,  die  durch  dieselbe  Gerade  p 
Yon  ^  gehen,  haben  sonach  dasselbe  Zentrum  zweiten  Orades  P  und 
darum  kann  der  Punkt  P  in  diesem  Falle  als  Zentrum  zweiten  Grades 
oder  ÄfUipol  der  Geraden  p  selbst  bezeichnet  werden.  Danach  wird  jeder 
Geraden  p  der  Ebene  des  Massensystems  ein  Zentrum  zweiten  Grades 
(Antipol)  zugeordnet,  welches  der  Antipol  aller  durch  sie  hindurch 
gehenden  Ebenen  ist  und  mit  ihrem  Pol  bezüglich  des  Kegelschnitts 
O  zusammenfällt. 

Die  CWmann'sche  Zentralfläche  reduziert  sich  jetzt  auf  die 
CutmarwCsche  Zentrdücwrve: 

(37a)  *«  =  ^*  +  |'-l  =  0 

und  die  J^ncf'sche  Zentralfläche  auf  die  reziproke  Kurve 

Aix?  +  By^  —  li,  =  0. 

Ist  0  eine  Hyperbel,  so  wird  ä^  die  konjugierte  Hyperbel;  ist  O 
eine  reelle  Ellipse,  so  wird  die  CW2mann'sche  Zentralkurve  imaginär 
und  umgekehrt.  So  bestimmt  z.  B.  jede  ebene  begrenzte  Fläche  (oder 
Kurve)  in  ihrer  Ebene  V5  ein  Antipolarsystem  ohne  reelle  Ordnungs- 
knrve  und  hat  sonach  eine  CuLmanriscbe  Zentralellipse 

wo  a,  6  die  Schwerhauptträgheitsradien  der  Figur  sind  (sodass  A  =  i^a\ 
B  ^=  (iV  die  Schwerhauptträgheitsmomente)  xmd  ^  den  Inhalt  der 
g^ebenen  Fläche  (oder  die  rektifizierte  Länge  der  Kurve)  bezeichnet. 

Da  die  linearen  und  quadratischen  Momente  ftLr  die  Linien  (und 
Punkte)  der  Ebene  oJ  bezw.  gleich  den  linearen  und  quadratischen 
Momenten  f&r  die  durch  sie  gehenden  und  zu  ST  normalen  Ebenen 
(und  Axen)  sind,  so  giebt  die  CWmann'sche  Zentralkurve  auch  eine 
Darstellimg  der  zu  ihren  Durchmessern  gehörigen  quadratischen  Mo- 
mente. Z.  B.  der  Abstand  des  Schwerpimktes  von  einer  Tangente 
dieses  Kegelschnitts  ist  gleich  dem  Trägheitsradius  für  den  zu  ihr 
parallelen  Durchmesser  ^^;  das  Trägheitsmoment  fOr  einen  Durch- 
messer 6  des  CWmann'schen  Zentralkegelschnittes  ist  gleich  dem 
Triigheitsmoment  der  in  dem  Endpunkte  M  des  zu  ihm  konjugierten 
Halbmessers  konzentrierten  Gesamtmasse  ft  in  Bezug  auf  den  Durch- 
messer  6]  femer  ist  das  Deviationsmoment  fär  die  beiden  Durch- 
messer 6  xmd  tf'  ebenfalls  gleich  dem  Deviationsmoment  der  in  M 
konzentrierten  Gesamtmasse^"). 

Es  gelten  ttberhaupt  im  allgemeinen  alle  Formeln  der  Nr.  11 
und  12  auch  ftlr  das  ebene  Massensystem,  und  zwar  gelten  sie  ebenso 


:i 


324  IV  4.   G.  Jung.    Geometrie  der  MaBsen.      ^ 

für  die  Ebenen  des  Raumes  wie  ffir  die  Geraden  der  Ebene  ST.  Z.  B. 
kann  in  der  Formel 

(31)  ^n  =  MnPn 

n  sowohl  irgend  eine  Ebene  des  Raumes ,  als  auch  irgendeine  in  sr 
liegende  Linie  bedeuten;  s^^  p^  sind  dann  die  zugehörigen  Abstände 
Yon  den  dort  (Nr.  11)  genannten  Punkten  u.  s.  w. 

Die  Axen  konstanten  Trägheitsmomentes,  die  in  der  Ebene  S3> 
liegen,  sowie  die  zu  m  normalen  Ebenen  konstanten  Momentes  um- 
hüllen die  einzelnen  Kurven  der  zum  Antipolarsystem  konfokalen 
Eegelschnittschar^  deren  Gleichung 

O  =  K{IP  +  F*) 
oder 

ist.  Die  gemeinsamen  Brennpunkte  desselben  [sind  die  Brennpunkte 
9>  und  q/  des  Antipolarsystems  und  bilden  zusammen  mit  den  Brenn- 
punkten f  und  f  der  CWmonn'schen  Zentralkurve  die  Ecken  eines 
Quadrates. 

In  der  Ebene  W  des  Massensystems  ist  jeder  Punkt  0  der  Mittel- 
punkt eines  ihm  zugeordneten  OMZmann'schen  Tragheitskegelschnittes, 
dessen  Gleichung  auf  die  Hauptazen  von  0  bezogen  die  Gleichung 
(37  a)  ist,  wo  aber  für  A  und  B  die  zum  Punkte  0  gehörigen  Haupt- 
trägheitsmomente %  und  S3  einzusetzen  sind.  Diese  Axen  sind  die  Tan- 
genten in  0  an  die  beiden  durch  diesen  Punkt  gehenden  konfokalen  Kegel- 
schnitte (40  a),  sie  sind  also  die  Halbierungslinien  des  Winkels  q>Oq> 
und  des  zu  ihm  supplementären  Winkels.  Für  die  quadratischen 
Momente  hat  dieser  Kegelschnitt  bez.  seiner  Durchmesser  dieselben 
Eigenschaften  wie  die  CWmann'sche  Zentralkurve  bez.  der  in  W  li^^n- 
den  Schwerlinien. 

Liegt  eine  ebene  begrenzte  Fläche  (oder  Kurve)  oder  allgemeiner 
ein  ebenes  Schwersystem  vor,  so  wird  für  jeden  Punkt  0  der  Ebene 
W  die  zugehörige  Trägheitskurve  eine  Ellipse.  Die  Trägheitsellipsen 
für  die  Brennpunkte  q>  und  q/  des  Systems  sind  insbesondere  zwei 
Kreise  mit  dem  Halbmesser  a,  wenn  in  (37'a)  a  >  6  ist. 

Die  Mac  CtiUagh'sche  Zentralfläche  (zur  Darstellung  der  zum 
Schwerpunkt  gehörigen  aocialen  TiiLgheitsradien)  nach  Nr.  14  wird: 

(44a)  ^=-'  +  ^^  +  ^.=  1 

Tmd  die  konfokale  Flächenschar  der  Flachen  konstanten  Momentes  nach 
Nr.  13  wird: 
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(«')         ^+A+i-h 

ans  welcher  Gleichung  mit  Hülfe  von  (46)  und  für  A  =  0  auch  direkt 
(44a)  folgt.  Man  sieht  ferner,  dass  der  Kegelschnitt  0,  dessen 
Gleichung  für  K=C=^0  aus  (40h)  folgt,  eine  der  Fokalkurven 
der  Schar  ist:  für  alle  Ehenen  nämlich,  die  durch  seine  Tangenten 
gehen,  ist  das  zugehörige  J^  stets  gleich  Null.  Die  PoinsofscJw 
Zentralfläche  wird  dann  (Nr.  14) 

Bx^+Ay^  +  {A  +  B)2^  =  ^. 

Für  jeden  Punkt  0  der  Ebene  S7  erhält  man  die  Gleichungen 
der  vier  ihm  zugeordneten  TrägJieits flächen,  auf  seine  Hauptträgheits- 
axen  bezogen,  indem  man  zu  (37  a)  und  (44  a)  noch  die  zu  ihnen 
reziproken  Gleichungen  aufstellt  und  dann  für  Ä  und  B  die  zu- 
gehörigen Hauptti^heitsmomente  Sl  und  S3  einsetzt.  Ist  0  dagegen 
nicht  ein  Punkt  der  Ebene  ST,  so  geben  die  Gleichungen  (37),  (39), 
(44)  und  (47),  in  denen  ^,  J5  und  C  durch  «,  8  und  6  (Nr.  16 
und  17)  ersetzt  werden  müssen,  die  dem  Punkte  0  zugeordneten  Träg- 
heitsflächen. 

Ist  das  Massensystem  ein  geradliniges,  liegen  also  alle  Massen- 
punkte auf  einer  Geraden  l,  so  reduziert  sich  das  Antipolarsystem 
auf  eine  einfache  Punktinvolution  XX'-Scx)  auf  l,  deren  Doppelpunkte 
(oder  eventuell  konjugierte  und  hinsichtlich  des  Schwerpunktes  8 
symmetrische  Punkte)  die  in  zwei  Bündel  ausgeartete  Fläche  O  (oder 
4^)  bilden;  jedenfalls  ist  jeder  Punkt  X  auf  l  der  Antipol  aller  durch 
den  konjugierten  Punkt  X'  gehenden  Ebenen  und  umgekehrt.  Z.  B. 
ist  der  Mittelpunkt  einer  homogenen  Strecke  AB  zugleich  deren 
Schwerpunkt  S]  und  ninmit  man  auf  ihr  den  Punkt  Ä'  so,  dass 
ÄÄ'  SB  2Ä'B,  so  ist  S  das  Zentrum  und  Ä,  Ä  sind  zwei  konjugierte 
Elemente  der  tm  AB  gehörigen  Involution,  die  damit  bestimmt  ist. 
Mit  Hülfe  derselben  und  der  auch  hier  geltenden  allgemeinen  Formeln 
der  Nr.  11  und  12  kann  man  dann  sehr  leicht  alle  quadratischen 
Momente  der  gegebenen  Strecke  berechnen. 

21.  Die  historiBOhe  Bntwiokelong  der  laehre  von  den  Trag- 
beitBmomenten  und  Trägheitafläohen.  Die  Existenz  der  Hauptträg- 
heitsaxen  für  Schwersysteme  wurde  von  L,  JEuier  (1749)  zuerst  bemerkt 
und  von  J.  A.  Segner  (1755)^®)  bewiesen.  Dieser  bewies,  dass  durch 
jeden  Punkt  P  wenigstens  drei  Axen  gehen,  für  die  der  Punkt  P 
Hauptpunkt  ist.    Eider^)  gab  hierauf  die  Formeln,  mit  deren  Hülfe 

79)  Specimen  theoriae  tarbinmn,  Halae  1766. 

80)  Theoria  motua  1766,  p.  177,  Nr.  462 
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man  aus  den  axialen  HaapttriLglieitsmomenten  eines  Punktes  P  das 
Trägheitsmoment  fär  irgend  eine  andere  Axe  durch  den  Punkt  P  ab- 
leiten kann.  Beide  Forscher  betrachteten  jedoch  nicht  die  anderen 
Hauptträgheitsaxen,  die  durch  den  Punkt  P  gehen  und  die  ihn  nicht 
zum  Hauptpunkt  haben ^  überhaupt  beschäftigten  sie  sich  nicht  all- 
gemeiner mit  der  YerteUung  dieser  Axen  im  Baume. 

Eine  wesentliche  Erweiterung  erfuhr  die  Theorie  durch  J,  Bind 
(1811)®^),  der  den  allgemeineren  Begriff  des  „Tripels  konjugierter 
Axen^'  einführte  und  die  planaren  Ti^heitsmomente  zuerst  unter- 
suchte. Er  fand  die  konfokale  Flachenschar  und  die  Eigenschaften 
ihrer  Krümmungslinien.  Er  zeigte^  dass  diese  Flachen  von  den 
Ebenen  konstanten  Tr^heitsmomentes  umhüllt  und  yon  den  Punkten 
erfüllt  werden^  für  die  eines  der  zugehörigen  planaren  Haupttragheits- 
momente  einen  gegebenen  Wert  hat.  Er  bemerkte  weiter,  dass  die 
Fokalkegelschnitte  die  örter  der  Punkte  sind,  ftr  die  zwei  der  Hanpi. 
tnlgheitsmomente  gleich  werden,  und  untersuchte  gleichzeitig  mit 
S,  D.  Poissan^^  den  besonderen  Fall,  in  dem  die  konfokalen  Flächen 
Rotationsflächen  werden. 

A.  M.  Ampere  (1821)^^)  behielt  den  Namen  Hauptträgheitsaxen 
nur  für  diejenigen  Axen  bei,  welche  sich  auf  den  Schwerpunkt  be- 
ziehen, und  bezeichnete  die  anderen  als  permanente  Axen,  Er  fand 
dann,  dass  die  durch  einen  gegebenen  Punkt  P  gehenden  permanenten 
Axen  auf  einem  gleichseitigen  Eegel  zweiten  Grades  liegen,  während 
die  Punkte,  zu  denen  sie  gehören,  eine  Raumkurve  fünfter  Ordnung 
mit  einem  dreifachen  Punkt  in  P  erfÜUen,  und  dass,  wenn  der  ge- 
gebene Hauptpunkt  P  einer  Sjmmetrieebene  angehört,  der  Eegel  in  die 
Symmetrieebene  selbst  und  eine  Normalebene  derselben,  die  Raum- 
kurve dagegen  in  einen  Kreis»'')  und  eine  in  der  Symmetrieebene  ge- 
legene Kurve  dritter  Ordnung,  die  aus  dem  isolierten  Doppelpunkt 
und  einer  Geraden  besteht^  zerfällt.  Jede  dieser  Normalebenen  ist  zu- 
gleich Normalebene  in  P  eines  Kegelschnittes  aus  einer  gewissen 
Schar  in  der  Sjmmetrieebene  gelegener  homothetischer  Kegelschnitte. 
In  einer  der  Symmetrieebenen  liegen  zwei  derartige  homothetische 
Scharen,  deren  erste  die  Fokalhyperbel  des  Antipolarsystems  und 
deren  zweite  die  Fokalhyperbel  der  CWmann'schen  Zentralfläche  ent- 


81)  J.  ^c.  polyt.  16  (1813). 

82)  Paris,  Mto.  de  Tlnstitut  6  (1826),  p.  86. 

82')  Für  die  Punkte  P  der  Pokalhyperbel  und  der  Fokalellipse  des  Anti- 
polare jstems  reduziert  sich  der  Ejreis  auf  einen  Punkt  (den  Punkt  P  selbst); 
Amph-e  nennt  diese  beiden  Kegelschnitte  bezw.  „hyperbole  principale**  und  „ellipse 
principale*^  1.  c.  p.  139. 
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halt;  in  jeder  der  beiden  anderen  Symmetrieebenen  liegt  dagegen 
nur  eine  solche  Schar^  und  zwar  gehören  die  Fokalellipse  des  Anti- 
polarsystems  und  die  Fokalellipse  der  CuZmann'schen  Zentralfiäche 
diesen  beiden  Scharen  beziehungsweise  an^^'). 

Die  Theorie  der  konfokalen  Flächen  und  ihrer  Fokalkurven  er- 
weiterte M,  Chasles  (1837)®*),  welcher  insbesondere  die  Verteilung 
der  Normalen  dieser  Flächen  im  Baume  studierte.  Er  gab  imter 
andern  den  Satz,  dass  die  in  einer  Ebene  gelegenen  Normalen  im 
allgemeinen  einen  (zu  dem  Ämpere^schen  Kegel  antipolaren)  Kegel- 
schnitt, und  zwar,  wie  jB.  Toumsend  (1847)  fand,  eine  Parabel  um- 
hüllen, und  brachte  systematische  Ordnung  in  die  Theorie.  Seine 
zunächst  nur  von  geometrischen  Gesichtspunkten  geleiteten  Unter- 
suchungen, welche  aber  eine  leicht  ersichtliche  Anwendung  auf  die 
Theorie  der  Hauptträgheitsaxen  findet,  erhielten  ihre  Ergänzung  in  den 
Untersuchungen  von  Mac  CuUdgh  (1844),  W.  Thomson  (1846),  A,  Cayley 
(1846)  und  Townsmd  (1846, 47)»*)  und  Häton  de  la  Goupüliere  (1857)  s^). 

Ein  weiterer  Schritt  von  entscheidender  Wichtigkeit  ergab  sich  aus 
anderen  Untersuchungen  rein  geometrischer  Natur.  Indem  Th,  Reye^) 
sich  die  neuen  Ideen  der  J.  Plücker' chen  Liniengeometrie  zu  eigen 
machte  xmd  das  bereits  zusammengetretene  Material  benutzte  —  ein 
reiches,  aber  systemlos  angehäuftes  und  von  verschiedenen  Gesichts- 
punkten aus  gewonnenes  Material  teils  mechanischen  teils  geometri- 
schen Charakters  —  studierte  er  (1868)  zum  erstenmale  den  Jbcen- 
komflex  einer  Fläche  zweiten  Grades  und  des  zugehörigen  Polarsystems 
und  gab  dessen  vollständige  Theorie.  Später  definierte  er  dann  den 
Axenkomplex  unabhängig  von  der  anfänglich  zu  Grunde  gelegten 
Flache  zweiten  Grades  und  zeigte,  dass  konfokale  Flächen  und  ausser- 
dem alle  zu  diesen  konzentrischen  und  homothetischen  Flächen  denselben 
Axenkomplex  liefern  u.  s.  w.  Indem  der  Reye^sehe  Axenkomplex  des 
zu  einem  Massensystem  gehörigen  Antipolarsystems  aber  zugleich  der 
Tragheitskomplex  des  Massensystems  ist,  ergeben  sich  mit  seiner 
Hülfe  alle  firüher  gewonnenen  Resultate  über  die  Hauptträgheitsaxen 
als  einfache  Korollare,  dazu  aber  eine  Reihe  wichtiger  Ergänzungen 
und  neuer  Sätze,  und  zwar  nicht  nur  für  Schwersysteme,  die  allein 
von  allen  bisher  citierten  Autoren  berücksichtigt  waren,  sondern  auch 
für  allgemeine  Massensysteme.  Berücksichtigt  man  schliesslich,  dass 
(Hrf  Orund  der  in  Nr.  11  vorangestdUen  Schwerpunktsidee  die  Definition 


83)  Aper9n  historique,  Note  XXXI. 

84)  Gambr.  and  Dubl.  Math.  J.  1,  2  (1846,  1847). 

86)  Oeometrie  der  Lage,   3.  Aufi,  Bd.  2,  p.  188 — 177. 
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des  einem  Massensysteme  zugehörigen  Antipolarsystems,  —  durch  das 
in  einfacher  Weise  die  Schar  der  konfokalen  Flachen  zweiten  Grades 
sowie  der  Trägheitskomplex  bestimmt  wird;  —  überaus  leicht  ist,  so 
darf  man  nunmehr  den  Wunsch  von  Chasles^)  und  Ct^fley^,  auf  GFrund 
eines  fundamentalen  Begriffs  eine  logische  und  systematische  Her- 
leitung aller  Theoreme  über  die  quadratischen  Momente  zu  gewinnen, 
als  erfüllt  ansehen. 

Zur  Orientierung  über  die  verschiedenen  in  der  Litteratur  toi^ 
kommenden  Benennungen  der  von  uns  sog.  Zentral-  und  Tragheits- 
flächen  mögen  noch  folgende  Angaben  dienen: 

Binet^)  (1811)  hatte  zum  erstenmale  die  einem  Punkte  zugehörigen 
planaren  Trägheitsmomente  mit  Hülfe  eines  Ellipsoids  repräsentiert, 
aber  das  von  Binet  benutzte  Ellipsoid  ist  nicht  das  oben  (nach  W.  Schdl) 
als  ^ne^sches  Ellipsoid  bezeichnete,  sondern  ein  zu  dem  Cymann'schen 
Ellipsoid  (auf  das  Auch  Häton  de  la  Gou/piUiere  (1857)^^)  gekommen  war) 

ähnliches  Ellipsoid  (Verhältnis  ^ft :  1).  Zu  dem  von  Binet  betrachteten 
Ellipsoid  reziprok  ist  die  Fläche,  die  Thomson^)  „the  ordinary  ellipsoid 
of  construction'^,  Cayley^^)  „the  comomental  ellipsoid^  xmd  J.  Somo/f^*) 
„das  Grundellipsoid^'  nennf ).  Im  Anschluss  an  Binet  repräsentierte 
Cauchy  (1827)^)  die  axialen  Trägheitsmomente  eines  Punktes  eben- 
falls durch  ein  Ellipsoid.  Dieses  CbucAy'sche  Ellipsoid,  das  Mac  OuUaghj 
Thomson,  Townsend  und  anderen  als  „the  momental  ellipsoid'^  bekannt 
war,  ist  homothetisch  zu  dem  von  uns  (47')  als  Poinso^sches  Ellipsoid 
bezeichneten.  Es  wurde  von  Poinsot^^)  „ellipsoide  central^'  genannt 
und  von  ihm  (1834)  in  seinen  schönen  Untersuchungen  über  die 
Drehung  der  Körper  verwertet.  Das  Mac  CuUagh'scIie  Centnd- 
ellipsoid  ^  (44^  hat  Mac  OuOagh  (1844)»«)  als  „the  ellipsoid  of 
gyration'^  eingeführt  und  zur  Untersuchung  der  Rotation  eines  Körpers 
benutzt;  Thomson  (1846)^)  hat  es  seinerseits  als  „the  central  ellipsoid" 


86)  Aper9u  historique,  p.  397. und  Noten  zu  p.  220,  221. 

87)  Brit.  Abboc.  Report  1862,  p.  227. 

88)  J.  öc.  polyt.  16  (1813),  p.  64. 

89)  J.  ^c.  polyt.  37  (1867),  §  20. 

90)  Cambr.  and  Dubl.  Math.  J.  1  (1846),  p.  201,  202. 

91)  Brit.  Abboc.  Report  1862,  p.  143. 

92)  Theoret.  Mechanik  2,  p.  79. 

93)  S.  auch  2>.  Chdini,  Bol.  Mem.  (2)  6  (1866),  p.  144  ff.  und  F.  P.  Euffini, 
Bol.  Mem.  (4)  3  (1881),  p.  26. 

94)  Oeuvres  (2)  7,  p.  127. 

96)  J.  de  math.  16  (1861),  p.  74. 

96)  S.  HaugJiton'a  Account  of  Prof.  itfoc  CuUagh'B  Lectures  on  rotation  in 
Dubl.  Trans.  22  (1849),  p.  149. 


22«  Quadratisch  äquivalente  Massensysteme.  329 

und  Ä.  Cldmh  ak  ,^das  2^  Zentralellipsoid^  wiedergefunden.  Die 
analoge  Flache  fOr  einen  beliebigen  Punkt;  die  wir  als  Mac  CuMagh- 
sches  Tragheitsellipsoid  bezeichnet  haben,  wurde  von  Totonsend  (1846; 
1847)  •')  und  später  von  Ä.  Clebsch  (1859)»»)  eingehend  studiert. 

22.  Quadratisoh  äquivalente  Massensysteme.  Zwei  Massen- 
Systeme  heissen  äquivalent  hinsichtlich  ihrer  Trägheitsmomente^), 
wenn  ihre  Trägheitsmomente  für  jede  Ebene  des  Raumes  gleichen 
Wert  haben  ^^*).  Dann  werden  auch  ihre  Trägheitsmomente  für  jeden 
Punkt  und  jede  Axe  gleich  und  ebenso  auch  ihre  Deviationsmomente 
fBr  jedes  Ebenenpaar.  Für  allgemeine  Massensysteme  sind  die  Be- 
dingungen  hierfür  die  Gleichheit  ihrer  Gesamtmassen  und  die  Über- 
einstimmung ihrer  Antipolarsysteme.  Die  Massensysteme  sind  dann 
von  selbst  auch  hinsichtlich  der  statischen  Momente  äquivalent  und 
ebenso  gehört  zu  ihnen  derselbe  Schwerpunkt,  dieselbe  konfokale 
Flächenschar  und  derselbe  Trägheitskomplex. 

Jedes  nickt  indifferente  Massensystem  ist  sechsfach  unendlich  vielen 
Quadrupeln  von  Massenpunkten  äquivalent.  Die  Punkte  eines  solchen 
äquivalenten  Quadrupels  bilden  einfach  die  Ecken  eines  beliebigen  Anti- 
poltetraeders  des  vorgelegten  Massensystems ^^).  Sind  h^,  h^,  h^,  h^ 
die  Höhen  des  Tetraeders,  s^,  s^,  s^,  s^  die  Abstände  des  Schwer- 
punktes von  seinen  Seitenflächen,  so  bestimmen  sich  für  ein  allgemeines 

System  die  Massen  it'i,  i^^,  (J^}  i^i  ^^^  ^^^^  Eckpunkte  aus  den  Glei- 
chungen: 

Für  ein  magnetisches  Massensystem  (|it  =  0,  $  =f=  0)  treten  an  die 
Stelle  dieser  Gleichungen  die  folgenden: 

(67')  f*i*i  =  «,    lhh  =  9f    ft*«  =  «>    f*A  =  «> 


97)  Cambr.  and  Dubl.  Math.  J.  1,  2  (1846,  1847). 

98)  J.  f.  Math.  67  (1860),  p.  73.  CUhsch  scheint  wie  auch  Tfumson  die 
Arbeit  Ton  Mac  CuÜagh  nicht  gekannt  zu  haben. 

99)  Seye,  J.  f.  Math.  72  (1870),  Art.  13.;  Bouih,  Dynamik  1,  §  33.  Abge- 
sehen yon  der  Bezeichnung  findet  sich  der  Begriff  der  Äquivalenz  yon  Körpern 
zuerst  (1811)  bei  Binet  (J.  ^c.  polyt.  16  (1813)  §  13)  und  später  bei  Legendre 
(1817)  (ygl  Fussn.  103).  Die  ersten  Reduktionen  eines  Körpers  auf  äquivalente 
Qmppen  Ton  Massenpunkten  haben  aber  erst  Sylvester  (1864)  (ygl.  Fussn.  106). 
Sauih  (1864)  und  Beye  (1866)  (vgl.  Fussn.  100)  gegeben. 

100)  Beye,  J.  f.  Math.  72  (1870),  §  6;  für  Schwersysteme  bereits  in  der 
Zeitschr.  f.  Math.  Phys.  10  (1866).  Die  Zurückführung  des  Dreiecks  auf  drei 
äquivalente  Massenpunkte  mit  gleicher  Masse  gab  zum  erstenmale  Bauth^  Quart. 
J.  of  math.  6  (1864),  p.  267—269. 
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wo  die  Hohen  in  der  Richtung  der  magnetischen  Axe  gemessen  sind 
und  wo  q  deren  skalaren  Wert  wie  in  (31')  bezeichnet. 

Das  indifferente  Massensjstem  ist  dagegen  unendlich  yielen  Quin- 
tupehi  von  Massenpunkten  mit  der  Gesamtmasse  Null  äquiyalent. 

Für  ein  Schwersystem  giebt  es  immer  unendlich  viele  äquivalente 
Quadrupel  von  Massenpunkten  mit  gleicher  Masse  \  ^.  Die  Tetra- 
eder, die  diese  Quadrupel  bilden,  sind  einem  Ellipsoide  O^  umschrieben 
und  einem  anderen  ^2  einbeschrieben.  Diese  Ellipsoide  sind  mit  dem 
Outmann^schen.  Centralellipsoid  ^  konzentrisch  und  homothetisch.  Ihre 
Axen  gehen  aus  denen  des  letzteren  durch  Division  und  Multiplikation 

mit  yS  hervor.  Alle  diese  Tetraeder  sind  von  gleichem  Volumen  und 
die  Tetraeder  vom  grössten  Volumen,  die  sich  dem  Ellipsoide  $|  um- 
schreiben lassen  ^®^). 

Jedes  Schwersjstem  lässt  sich  femer  auf  ein  äquivalentes  Sex- 
tupel  von  Punkten  gleicher  Masse  ^  ^  zurückfuhren.  Diese  Punkte 
bilden  die  Endpunkte  eines  beliebigen  Tripels  von  konjugierten  Durch- 
messern des  Ellipsoides  O^. 

Diese  Sätze  lassen  sich  mit  Hülfe  einer  af&nen  Transformation 
des  Raumes  (durch  welche  die  Äquivalenz  zweier  Massensysteme  nicht 
gestört  wird^®^))  sofort  aus  den  analogen  Sätzen  für  ein  Massensystem, 
dessen  Centralääche  eine  Kugel  vom  Radius  a  ist,  herleiten.  Berück- 
sichtigt man,  dass  ein  solches  Massensystem  immer  einer  homogen  mit 
Masse  erfüllten  Kugel  äquivalent  ist,  deren  Radius  =  )/ö  •  a,  so  folgt 
weiter,  dass  jedes  beliebige  Massensystem  mit  lauter  positiven  Massen 
einem  homogenen  EUipsoid  äquivalent  ist  Dieses  Ellipsoid  ist  kon- 
zentrisch und  homothetisch  mit  dem  Cu^numn'schen  Zentralellipsoid 
und  geht  aus  demselben  hervor,  indem  man  dessen  lineare  Dimen- 
sionen im  Verhältnisse  Yö :  1  vergrössert.  Dieses  ist  das  2^6n(2re'sche 
Ellipsoid*®^).     Für  ein  beliebiges  homogenes  Tetraeder  fällt  dasselbe 

mit  dem  Ctdmann'schen  Ellipsoid  von  vier  gleichen  Massen  ~,  die 
in  den  Ecken  des  Tetraeders  konzentriert  sind,  zusammen. 

Es  ist  aber  auch  jedes  Schwersystem  einem  homogenen  Tetraeder 
äquivalent.  Hat  man  nämlich  ein  Quadrupel  von  vier  diskreten  Massen- 
punkten gleicher  Masse  gefunden,  denen  das  Massensystem  äquivalent 


^ 


101)  über  diese  Tetraeder  von  grösstem  Volumen  s.  J.  LiownUe,  J.  de  math. 
7  (1842),  p.  190;  /.  Steiner,  J.  f.  Math.  30  (1846),  p.  275  =  Ges.  Werke  2,  p.  S43  ff.; 
C.  F.  Geiser,  Ist.  Lomb.  Rend.  (2)  1  (1868),  Art.  1. 

102)  Eauih,  Dynamik  1,  p.  30,  §  41. 

103)  A.  M.  Legendre,  Traitä  des  fonctions  elliptiques  1  (Paris  1826),  Nr.  3«8. 
Vgl.  auch  Bouth,  Dynamik  1,  §  29. 
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isi^  so  yerbinde  man  den  Schwerpunkt  S  mit  diesen  vier  Punkten 
Ä^,  A^,  Ä^^  Ä^  und  vergrössere  die  Strecken  SÄ^ ,  SA^ ,  SA^ ,  SA^ 

im  Verhältnis  "j/ö  :  1 ,  so  bilden  die  Endpunkte  -4/,  A^,  A^y  AI  der 
neuen  Strecken  SA^y  SA^\  SA^\  SA^  die  Ecken  eines  homogenen 
Tetraeders,  das  dem  vorgelegten  Massensystem  äquivalent  ist.  Hier- 
mit ist  gleichzeitig  gesagt,  wie  man  ein  gegebenes  homogenes  Tetra- 
eder durch  vier  Massenpunkte  von  gleicher  Masse  -r  ersetzen  kann^^). 

Das  Tetraeder  ist  femer  äquivalent  ^®^)  fünf  Massenpunkten,  von  denen 
vier  seine  Ecken  mit  den  Massen  ~  sind  und  der  fünfte  sein  Schwer- 
punkt mit  der  Masse  -r  ft.  *^) 


ni.   Anhang  zur  Theorie  der  linearen  und  quadratischen 

Momente. 

23.  Lineare  und  quadraüsohe  Momente  kontinuierlioher  Systeme. 
Der  Kern  einer  kontinuierlichen  Figur.  Für  die  praktische  An- 
wendung besonders  wichtig  sind  der  Schwerpunkt,  die  linearen  und 
die  Trägheitsmomente  kontinuierlicJier  Körper  (oder  Flächen);  dieselben 
bedürfen  deswegen  einer  besonderen  Erwähnung. 

Die  früher  eingeführten  Koeffizienten  sind  (vgl.  Nr.  11)  durch  die 
über  den  ganzen  Korper  erstreckten  Integralausdrücke  definiert: 

(68)  ^,i=jVdr,     ^8=Jy>dr,     A^=fz^dxy 

A^^=jxdt,      A^=JydXy     A^^=jzdxy     ii=Jdx, 

wo  dr  die  Masse  des  Körperelementes  und  ^i  die  Gesamtmasse  ist.  Im 
übrigen  bleiben  die  weiteren  Entwickelungen  unverändert  bestehen.  Es 
tritt   nur  ein  neuer  Begriff  hinzu,  der  bei  einem  diskreten  Massen- 

104)  Hieraus  geht  gleichzeitig  hervor,  wie  sich  ein  homogenes  Polyeder 
(oder  Polygon  und  auch  eine  homogene  Polygonallinie),  indem  man  es  in  Tetra- 
eder (oder  Dreiecke  und  Strecken)  zerlegt,  durch  ein  äquivalentes  System  dis- 
kreter Massenpunkte  ersetzen  lässt.  Hieraus  (vgl.  auch  Fussn.  105)  leitet  sich 
eine  Methode  ab,  um  die  Trägheitsmomente  für  gewisse  Körper,  Flächen  und 
gebrochene  Linien  zu  berechnen  (vgl.  Nr.  24,  a). 

106)  Diese  Zurückführung  des  Tetraeders  auf  eine  äquivalente  Gruppe  von 
ffinf  Massenpunkten  gab  zuerst  /.  Sylvester,  Quart.  J.  of  math.  6  (1864),  p.  131. 

106)  Andere  Beispiele  für  derartige  Reduktionen  finden  sich  bei  Eouth 
(1868);  Tgl.  Dynamik  1;  Beye,  Zeitschr.  d.  Yer.  deutsch.  Ingenieure  19  (1875); 
B.  Mehmke,  Zeitschr.  Math.  Phys.  29  (1884),  p.  61. 
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System  nicht  in  Betracht  kommt^  nämlich  der  Begriff  des  Kems^^, 
Hierunter  versteht  man  die  geschlossene  Flache,  die  der  Ort  der  Anti- 
pole  aller  jener  Ebenen  ist,  welche  den  Körper  berühren,  ohne  ihn 
aber  zu  durchdringen.  Der  Kern  umschliesst  den  Schwerpunkt  8  des 
Körpers,  sowie  jeden  anderen  Punkt,  von  dessen  Antipolarebene  der 
Körper  nicht  getroffen  wird.  Ist  P  irgend  ein  Punkt  auf  ihm,  r  sein 
Abstand  vom  Schwerpunkte,  und  v  der  Schwerpunktsabstand  des 
Punktes,  in  dem  die  Linie  SP  die  zu  P  (als  Antipolarebene)  gehö- 
rende Berührungsebene  %  des  Körpers  schneidet,  so  wird  das  Tr^- 
heitsmoment  für  die  parallel  zu  %  gelegte  Schwerebene: 

(69)  J=rvV    oder    4  =  rF, 

wenn  V  das  Volumen  des  Körpers  bezeichnet. 

Oenau  analog  ist  der  Kern  für  eine  ebene  Fläche  definiert,  nur 
dass  hier  der  Flächeninhalt  F  an  Stelle  des  Volumens  tritt  Man 
denke  sich  die  vorgelegte  ebene  Fläche  als  einen  beliebigen  normalen 
Querschnitt  eines  geraden  Balkens;  ist  dann  die  Schwerlinie  f  die 
Neutralaxe  dieses  Querschnittes  und  J^  das  zugehörige  Trägheits- 
moment, so  ist 

(69a)  v  =  ^^F'r,^^) 

Bezieht  sich  nun  der  Schwerpunktsabstand  v  auf  die  entferntere  der 
beiden  zu  f  parallelen  Berührungslinien  des  Querschnitts,  und  ist 
also  r  (d.  h.  SP)  der  kürzere  auf  der  zu  f  konjugierten  Schwerlinie 
liegende  Kemradius,  so  wird  diese  Gh-össe  v  (wegen  der  Anwendung 
dieser  Theorie  in  der  Festigkeitslehre)  nach  F,  Beideaux  als  der  Wider- 
standsmodul des  Querschnittes  für  die  Neutralaxe  f  bezeichnet. 

Der   Kern   ist  ein   wichtiges  Hülfsmittel,  um   auf  graphischem 


107)  Ciämann,  Graphische  Statik  1866,  §  65  und  for  ebene  Figuren  M.  Bresae, 
M^caniqne  1866,  p.  68.  Letzterer  geht  abweichend  von  Otdmann  direkt  daraof 
ans,  den  Kern  yerschiedener  einfacher  Figuren  zu  bestimmen,  indem  er  sich 
auf  den  von  ihm  gefundenen  Satz  stützt:  Ist  a  die  Schnittlinie  der  nicht  pa- 
rallelen Grundflächen  eines  zylindrischen  Körpers,  so  fSIlt  die  parallel  zu  den 
Seitenlinien  (des  Zylinders)  genommene  Projektion  Ä  des  Schwerpimktes  dieses 
Körpers,  auf  eine  Grundfläche,  mit  dem  Antipol  der  Linie  a  in  Bezug  auf  die- 
selbe Grundfläche,  wenn  man  dieselbe  als  ein  homogenes,  kontinuierliches  ebenes 
Massensystem  ansieht,  zusammen.  Die  Methode  von  Bresse  wurde  von  O.  Jung 
in  seinen  Vorlesungen  über  graphische  Statik  systematisch  verwertet,  indem  er 
hiemach  direkt  den  Kern  und  das  Antipolarsystem  fiir  eine  Reihe  ebener  Figuren 
ermittelte. 

108)  W,  Bitter  (Civiling.  (2)  22  (1876),  p.  309);  Q.  Jung  (Ist.  Lomb.  Rendic. 
(2)  9  (1876),  p.  647)  und  Ä,  Sayno  (ibid.,  p.  738). 
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W^e  die  Probleme,  welche  die  Trägheits-  und  Deviationsmomente 
betreffen,  zu  losen  ^^). 

In  a£ßnen  Figuren  sind  die  Antipolarsysteme  und  damit  auch 
die  Kerne  affin.  So  folgt  aus  dem  Kerne  eines  Quadrates,  eines 
Kreises  und  einer  Kugel  der  Kern  eines  Parallelogramms,  einer 
Ellipse  und  eines  Ellipsoids  u.  s.  w.    Für  ähnliche  Figuren  ergiebt  sich 

J'  —  A-'J,    t;'  =  A.t;,     also     v'  =  Ji"-^'V, 

indem  sich  die  accenÜosen  Buchstaben  auf  die  erste,  die  mit  Accenten 
yersehenen  auf  die  zweite  Figur  beziehen,  femer  X  das  lineare  Ver- 
grosserungsverhältnis  bedeutet  und  n  :==  5  für  einen  Körper,  n  =  4 
für  einen  Querschnitt  und  n  =>  3  für  einen  Bogen  zu  nehmen  ist. 

Besteht  ein  Massensystem  aus  mehreren  Körpern  1,  2,  . . . ,  n,  die 
einzeln  die  konstanten  Dichtigkeiten  (fiy  Q^,  -  -  >,  (f„  und  die  Volumina 
Fj,  F,,  . . .,  F^  besitzen,  so  findet  man  zunächst  den  Schwerpunkt  S  des 
Massensystems,  indem  man  in  dem  Schwerpunkte  S^  eines  jeden  der  n 
Körper  dessen  gesamte  Masse  konzentriert  und  von  diesen  Massenpunkten 
den  Schwerpunkt  sucht.  Ist  femer  ä  eine  Ebene,  die  durch  keinen  der 
Schwerpunkte  S^  und  auch  nicht  durch  den  Schwerpunkt  S  geht, 
und  seien  P,  die  Antipole  dieser  Ebene  bezw.  der  einzelnen  Körper, 
so  verbinde  man  diese  Antipole  mit  den  Schwerpunkten  S^  und  be- 
zeichne mit  s^^   und  p^^  die   auf  einer   Normalen   zu  ä  gemessenen 

Stücke,  welche  die  Ebene  jc  auf  diesen  Linien  einmal  von  /S>{  und 
das  andere  Mal  von  P^  aus  abschneidet.  Giebt  man  dann  den 
Punkten  P^  die  Massen  (><F|S^^,  so  ist  der  Schwerpunkt  dieser  Massen- 
punkte der  Antipol  P  der  Ebene  n  für  das  Gesamtsystem  (vgl.  Nr.  11 
u.  6).    Gleichzeitig  wird  (Nr.  11)  das  Trägheitsmoment  für  die  Ebene  7t 

(70)  J„=-29i  Vi  s^S  pi?  =  /i  s,  J)„ , 

wenn  /et  =  ^Qi^i  ^^  Gesamtmasse  des  Systems  ist  und  s^  und  p^ 
die  Abstände  der  Punkte  S  und  P  von  der  Ebene  «,  gemessen  auf 
einer  Normalen  zu  «,  bedeuten.  Für  die  parallel  zu  n  durch  den 
Schwerpunkt  S  gelegte  Ebene  6  wird  das  Trägheitsmoment 

(7O0  c/a  =  /*  •  ^nij^n  —  O  =  i^^nPo' 

Schliesslich  wird  für  eine  Ebene  ^,  die  den  Schwerpunkt  nicht  ent- 
hält, und  eine  zweite  ganz  beliebige  Ebene  n  das  Deviationsmoment 
D^^  durch  den  Ausdruck  dargestellt  (Nr.  11): 

(71)  D^^n  =  ^QiVJnP^^  =  i^SnP^'  ' 

109)  O,  Jung  (Ist.  Lomb.  Bendic.  (2)  9  (1876),  p.  600,  647;  Brit.  Assoc. 
Report  1876,  p.  28 — 26,  London  1877;  Amtl.  Bericht  d.  Ver.  deutsch.  Naturf.  u. 
Irzte  München  1877,  p.  98).    Näheres  hierüber  in  IV  5,  23  (Henneberg). 
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Die  einzelnen  hier  betrachteten  Körper  1, . . .,  n  können  natürlich 
auch  Teile  eines  und  desselben  Körpers  sein;  und  hieraus  leitet  sich 
eine  Methode  {Zerlegungsprosess)  ab,  die  Berechnung  der  Trägheits- 
momente für  einen  Körper  auf  die  Betrachtung  einfacherer  Körper 
zurückzuführen^  in  die  sich  der  vorgelegte  Körper  zerlegen  lasst.  Die 
Methode  gilt  auch  für  Flächen  und  Bögen  (vgl.  Nr.  24,  a). 

24.  Die  Auswertung  linearer  und  quadratisoher  Momente  für 
Schwersysteme.  Es  seien  im  folgenden  einige  Methoden  zur  Be- 
stimmung des  Schwerpunkts,  der  quadratischen  Momente  und  des 
Antipolarsystems  eines  vorgelegten  Schwersystems  aufgeführt. 

a)  Subsütutionsmethoden:  Das  Schwersystem  wird  durch  einfachere 
Systeme  entweder  durch  den  Zerlegungsprozess  (vgl.  Nr.  23  Ende  und 
Nr.  5)  oder  durch  Reduktion  auf  ein  quadratisch  äquivalentes  System 
(vgl.  Nr.  22)  ersetzt  oder  endlich  durch  beide  Prozesse  zusammen**^). 
In  dem  einen  wie  anderen  Falle  kann  die  Rechnung  analytisch  oder 
graphisch  erfolgen. 

b)  Analytische  MetJwden:  Und  zwar: 

a.  Kennt  man  das  SchwerhaupttnLgheitstripel,  so  erfordert  die 
Festlegung  des  Culmann'scheD.  Zentralellipsoid  (Formel  (37)  und  (37')) 
die  Bestimmung  der  drei  Konstanten  A^  B,  C.  Sind  Sl^,  Sl^,  Sl^  die 
Flächeninhalte  der  Schnitte  des  Systems  mit  den  drei  durch  einen 
Punkt  X,  y,  z  gehenden  und  mit  den  Hauptträgheitsebenen  parallelen 
Ebenen,  so  ergeben  sich  die  drei  Konstanten  einfach  —  wenn  (»  die 
Dichte  in  dem  Punkte  x^  y,  z  ist  —  aus  den  Formeln: 

A=^qx^SlßXy     B=fQy^£l^dy,      C=f(fZ*Sl,de, 

womit   man    die   zugehörigen  planaren  Trägheitsradien  aus  den  Be- 
ziehungen: 

a^ii  =  A,    b^ii  =  B,    c«.^  =  C*iö) 
erhält. 

Das  Ctdmann^sche  Zentralellipsoid  bestimmt  dann  in  einfacher 
Weise  das  Antipolarsystem,  das  seinerseits  wieder  die  quadratischen 
Momente  J ,  J^,  J^  in  Bezug  auf  alle  Punkte,  Ebenen  und  Geraden 
des  Raumes  giebt. 

ß.  In  derselben  Weise  verfährt  man,  wenn  an  Stelle  des  Schwer- 
hauptträgheitstripels  ein  anderes  Binefsches  konjugiertes  Tripel  des 
Schwerpunktes  bekannt  ist,  denn  die  Formeln  des  Culniann^schen 
Zentralellipsoids  bleiben  dieselbe.  Die  Hauptträgheitsaxen  des  Schwer- 
punktes werden  dann  durch  die  Axen  des  EUipsoids  bestimmt. 


110)  Vgl.  W.  Schett,  Theorie  der  Bewegung  1,  p.  129—180. 
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y.  In  yielen  Fallen  gelingt  es  nun^  ein  solches  jßitt^^'sches  Tripel 
and  damit  den  Schwerpunkt  des  Systems  auf  Grund  folgenden 
Theorems  zu  finden:  Enthält  eine  Qerade  g  einer  homogenen  körper- 
lichen oder  ebenen  Figur  die  Schwerpunkte  aller  Querschnitte,  die 
parallel  zu  derselben  Schwerebene  n  gelegt  sind,  so  enthält  sie  den 
Schwerpunkt  S  der  Figur  (Nr.  6)  und  zwar  ist  g  der  konjugierte 
Durchmesser  zu  <^  in  dem  durch  das  System  bestimmten  Antipolar- 
system  (Binet)-^  und  umgekehrt:  Halbiert  eine  Ebene  6  alle  Geraden 
eines  homogenen  Systems,  die  derselben  Schwergeraden  g  parallel  sind, 
so  enthält  sie  den  Schwerpunkt  S  des  Systems  (Nr.  5)  und  6  ist  gerade 
die  zu  g  in  demselben  Antipolarsystem  konjugierte  Diametralebene. 
Damit  ist  in  einem  homogenen  System  jede  Symmetrieebene  oder  -axe 
eine  Schwerhauptträgheitsebene  oder  -axe.  Dieses  gilt  auch  noch  für  ein 
nichthomogenes  System,  wenn  in  den  symmetrisch  gelegenen  Punkten 
die  Dichte  dieselbe  ist. 

S,  In  dem  allgemeinen  Falle  wird  für  die  Anwendung  der  Formeln 
(Öl')  oder  (51)  (in  denen  man,  wenn  das  Antipolarsystem  verlangt 
wird,  den  Punkt  0  mit  dem  Schwerpunkt  zusammenfallen  lasse  und 
ausserdem  noch  die  in  der  Fussn.  61  angegebene  Substitution  aus- 
geführt denke)  die  Bestimmung  von  sechs  Konstanten  (^  o^,  Q,  @, 
Ä,  ^)  erfordert,  die  sich  aber  sehr  selten  analytisch  ausführen  lässt. 

£.  Die  Tr^heitsmomente  für  dünne  Schichten  und  Flächen  kann 
man  durch  Differentiation  aus  bekannten  Trägheitsmomenten  für 
körperliche  Figuren  ableiten;  analogerweise  die  für  dünne  Flächen- 
ringe und  Linien  aus  Trägheitsmomenten  für  Flächen  ^^^). 

Die  analytische  Bestimmung  des  Schwerpunkts  erfolgt  durch  die 
direkte  Anwendung  der  Formel  (3  a). 

c)  GeomeMsche  Methoden:  Ausser  den  ÄhnliclJieits-  und  Affinitäts- 
transfonnationen^^^)  (Nr.  8  u.  23)  ist  zur  Erleichterung  der  Bestimmung 
der  Trägheitsmomente  oft  die  Transformation  durch  reziproke  Radien 
(oder  Inversion  in  Bezug  auf  ein  Zentrum  0)  von  Vorteil.  Es  gelten 
folgende  Sätze: 

Sind  Q  und  q'  die  Dichten,  r  und  r'  die  Radiivektoren  zweier 


111)  Vgl  W.  Schell,  Theorie  der  Bewegung  1,  p.  142  und  /.  Samoff,  Me- 
chanik 2,  p.  92. 

112)  Für  das  direkte  Problem  (BestimmuDg  des  Trägheitsmomentes  einer 
gegebenen  Figur)  Tgl.  Beispiele  bei  W.ScheU,  Theorie  der  Bewegung  1,  p.  134  ff., 
for  das  indirekte  Problem  (gegeben  das  Trägheitsmoment,  oder  der  Wideratands- 
modul  (Nr.  28),  Konstruktion  der  Figur  unter  gegebenen  anderen  Bedingungen) 
vgl  G.Jwng,  Ist.  Lomb.  Rend.  (2)  9  (1876),  p.  388;  513—697;  „H  Politecnico"  24 
(1876);  Brit.  Assoc.  Rep.  1876,  p.  21—23,  London  1877. 
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sich  entsprechenden  Punkte  der  inversen  Figuren  in  Bezug  auf  ein 
willkürliches  Zentrum  (sodass  rr  =  x'  =  consi)  und  ist 

•'-»(7)". 

so  haben  die  beiden  Figuren  gleiche  Trägheitsmomente  in  Bezug  auf 
alle  Geraden  durch  0.  Dabei  ist  n  =  10^  8  oder  6,  je  nachdem  die 
Figur  ein  Volumen,  eine  Flache  oder  ein  Bogen  ist  Die  beiden 
Figuren  haben  auch  dieselben  Ebupttragheitsaxen  durch  0. 

Sind  femer  J^  und  J^  die  polaren  Trägheitsmomente  der  beiden 
Systeme  in  Bezug  auf  zwei  inverse  Punkte  P  und  F,  so  gilt 

die  Berechnung  des  polaren  Momentes  fOr  ein  System  folgt  also  in 
einfEichster  Weise   aus   der   des  inversen  Systems.    Dabei  ist  wieder 

q'=  Q  (  rl    angenommen,  wo  n  =  8,  6  oder  4  ist,  je  nachdem  das 

System  ein  Volumen,  eine  Fläche  oder  ein  Bogen  ist  (2%am50fi)  "*'). 

d)  Graphische  Methoden:  Es  sind  dies  Approximationsmethoden, 
die  besonders  wegen  ihrer  sehr  grossen  Allgemeinheit  vorteilhaft  sind 
Sie  sind,  in  erster  Linie  fOr  ebene  Systeme^  bei  allen  Problemen  an- 
wendbar, bei  denen  das  Vorkommen  empirischer  Koeffizienten  die 
Approximation  rechtfertigt.  Die  Technik  bietet  sehr  häufig  derartige 
Probleme.    Im  übrigen  vgl.  hierfür  das  Referat  IV  5  (Hemieberg), 

e)  Experimentelle  Methoden:  Ist  der  gegebene  Körper  sowohl 
seiner  Form  wie  auch  Dichtigkeitsverteilung  nach  irr^ulär,  so  ver- 
sagen die  bisher  genannten  Methoden.  Man  greift  dann  auf  das  Ex- 
periment zurück  : 

Wenn  möglich  lässt  man  den  Körper  um  eine  beliebige  horizon- 
tale Axe  g'  pendeln  und  berechnet  mit  den  bekannten  Grössen  (Masse 
(i,  Gewicht  p,  experimentell  bestimmte  Entfernung  d  des  Schwer- 
punktes S  von  der  Axe  g',  beobachtete  halbe  Schwingungsdauer  t) 
aus  der  Formel 

j         p    d    t*  ^ 

das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  zu  g  parallele  Schwergrade  g,  "') 
Man  kann  aber  auch  den  Körper  auf  einem  Pendel  von  bekannter 
Masse  befestigen,  dessen  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  eine  horizon- 
tale Axe  man  vorher  durch  Beobachtung  bestimmt  hat.    Bestimmt 


112»)  Vgl.  E.J,Bauth,  Dynamik  1,  p.  34. 

118)  Vgl.  B.  Taumsend,  Cambr.  and  Dnbl    Math.  J.  2  (1847),  p.  26;  siehe 
auch  E.J.BoiUh,  Dynamik  1,  p.  81. 
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man  dann  von  nenem  experimentell  die  Schwingungsdauer^  so  kann 
man  das  Trägheitsmoment  des  ganzen  Systems  finden  und  darans 
dann  das  des  gegebenen^  vorausgesetzt  ist  dabei^  dass  man  deren 
Masse  kennt  ^^). 

Wiederholt  man  das  Experiment  genügend  oft^  so  bestimmt  sich 
das    Mcui  OidUigh'Qche   Zentralellipsoid    aus    den   gefundenen  Werten 

-^;   aus  diesem  ergeben  sich  dann  leicht  die  übrigen  drei  Zentral- 

ellipsoide. 

f)  Mechanische  Methoden:  Man  kann  sich  auch  verschiedener 
Apparate  und  Instrumente  bedienen^  von  denen  nur  die  folgenden 
beiden  Beispiele  genannt  seien: 

J.  Amsler^^^)  konstruierte  ein  Planitneter  und  Br.  Äbdank-Äbdka' 
novich^^*)  einen  Integrwpheny  die  nicht  nur  das  Trägheitsmoment  homogener 
Aener  Figuren  in  Bezug  auf  eine  beliebige  Gerade  der  Ebene,  sondern 
auch  die  linearen  Momente,  die  Flächen  und  die  Schwerpunkte  auf 
mechanischem  Wege  bestimmen  ^^'). 

IT.   Höhere  Momente. 

25.  Allgemeine  Definition  der  höheren  Momente.  Unter  dem 
Momente  w**°  Qrades  eines  Massensystems  *^®)  für  eine  Gruppe  von 
m  Ebenen,  unter  denen  beliebig  viele  zusammenfallen  dürfen,  versteht 
man  den  Summenausdruck: 

in  dem  p^^  den  Abstand  des  i*^  Massenpunktes  von  der  Ä**"  Ebene 
bezeichnet  und  w^  1  ist***).  Dieses  Moment  ist  nur  ein  besonderer 
Fall  von  dem  Momente  des  Massensystems  für  eine  allgemeine  Fläche 
!»*•'  Ordnung  *w).    ffierunter  versteht  man  den  Ausdruck 

(73)  m=2^iF(x,,y,,z,), 

in  dem  F{Xj  y,  ^)  <=  0  die  Gleichung  der  F^che  sein  soll. 

114)  Vgl.  Äm<Ä,  Dynamik  1,  §  97. 

115)  Vierteljahrsschr.  d.  Naturf.  Ges.  in  Zürich  1  (1856);  OviXmann^  Graphische 
Statik  1875,  §  114  giebt  eine  eingehende  Beschreibung. 

116)  Les  intägraphes,  la  courbe  integrale  et  ses  applications,  Paris  1886. 

117)  Einen  Apparat  zur  Bestimmung  der  Trägheitsmomente  eines  beliebigen 
Körpers  konstruierte  N.Joukowsky,  Bull,  de  la  Soc.  des  Naturalistes  de  Moscou 
(1891),  p.  416. 

118)  Im  Texte  sind  die  Modifikationen  übergangen,  welche  die  Theorie 
der  höheren  Momente  und  der  Äquivalenz  für  ebene  Massensjsteme  erfährt. 

119)  Beye,  J.  f.  Math.  72  (1870),  p.  306,  §  4. 

120)  Heye,  J.  f.  Math.  78  (1874),  p.  98,  §  2. 


i 
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Zieht  man  in  einer  bestimmten  Richtung  von  jedem  Punkte  j1^ 
des  Massensystems  eine  Transversale  und  sind  g^^y  q^^^  . . ,,  Q^^  die  Ent- 
fernungen des  Punktes  Ä^  von  den  m  Schnittpunkten  dieser  Trans- 
versalen mit  der  Fläche  w*"'^  Ordnung,  so  wird  das  vorige  Moment  SR 
dem  folgenden  Ausdrucke  proportional 

i 

Ebenso  wird,  wenn  tp^  die  Winkel  sind,  welche  eine  beliebig  ange- 
nommene Richtung  mit  den  Normalen  von  m  Ebenen  i^j^  bildet  und 
auf  einer  in  dieser  Richtung  durch  Ä^  gezogenen  Transversale  von 
ri^.  das  Stück  q^^  abgeschnitten  wird,  da  p^^  =  q^j^  cos  ^j^,  das  Moment 
des  Massensystems  fUr  diese  Gruppe  von  Ebenen: 

(76)  SR  =  cos  9i  cos  g)j . . .  cos  tp^ ^ a^  p^  p,., . . .  q^^. 

m 

Die  Abstände  p^^  stellen  sich  analytisch  dar  wie  folgt:  Es  ist 

wo  U^y  V^y  Wj^y  Tj^  dic  homogenen  Koordinaten  der  Ebene  ly^  sind. 
Lässt  man  die  m  Ebenen  iqj^  in  eine  zusammenfallen,  so  erhält  man 
hiemach  das  Moment  m^  Grades  des  Massensystems  fOr  eine  Ebene  17 
in  der  Form: 

Dasselbe  kann  für  jede  Ebene  des  Raumes  berechnet  werden,  sobald 

es  für 

(w+  l)(w  +  2)(m  +  3)  _  ^,    .        . 

von  einander  unabhängige  Ebenen  bekannt  ist. 

26.  Die  Nullfläohen  eines  MassenBystems.  Diejenigen  Ebenen, 
deren  Momente  w**®  Grades  einen  konstanten  Wert  SR  haben,  um- 
hüllen eine  algebraische  Fläche,  deren  Gleichung  bei  geradem  m  in 
Ebenenkoordinaten  Uy  F,  Wy  T  lautet: 


m 


(77)       ^t^iiUx,  +  Vyt  +  Wgt  —  T)"«  =  2»  (fP  +  7»  +  TT»)» , 

beziehungsweise  wenn  m  ungerade  ist: 

(770    [2ai(UXi+ry,+Wz,—  T)^}^  =  m'(ü^  +  r^  +  W^)'^y 

Die  Fläche  ist  also  für  ein  gerades  m  von  der  m*^,  für  ein  ungerades 
m  von  der  2m*^  Belasse.  Für  SR  =  0  ergiebt  sich  immer  eine  Fläche 
w**'  Klasse 
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3)  0)«  =^a,(J7a;,  +  Vy,  +  Wz,  —  TY  =  0.  ^) 

ese  Flache  ist  die  m^  Nullfläche  des  Massensystems. 

Die  samtlichen  Momentenflächen  sind  unabhängig  von  der  Wahl 
8  zugrunde  gelegten  Koordinatensystems.  Differentiiert  man  ihre 
anstehenden  Gleichungen  nach  T,  so  zeigt  sich^  dass  die  erste 
►lare  der  unendlich  fernen  Ebene  för  sämtliche  w**°  Momenten- 
chen  die  (m  —  1)**  Nullfläche  des  Massensystems  ist. 

Die  Gesamtmasse  des  Massensystems  kann  dessen  verschiedenen 
illflächen  als  deren  „Gewicht"  beigelegt  werden,  und  mit  diesem 
bwicht"  versehen  bestimmt  die  m^  Nullfläche  das  Massensystem 
asichtlich  aller  Momente  bis  zum  m^"  Grade  inclusive.  Für  die 
ttischen  Momente  wird  die  Nullfläche  ein  Punkt,  der  Schwerpunkt 
8  Systems,  und  dieser  Punkt  mit  der  in  ihm  konzentrierten  Ge- 
tntmasse  ersetzt  in  der  That  das  vorgelegte  Massensystem  hinsieht- 
h  seiner  statischen  Momente.  Für  die  quadratischen  Momente 
les  Massensystems  wird  die  Nullfläche  die  Ordnungsfläche  des  zu- 
hörigen Antipolarsystems,  und  die  zu  ihr  konjugierte^^)  Fläche  wird 
i  zugehörige  CWmann'sche  Zentralfläche,  u.  s.  w.  So  erscheint 
3  mit  einem  bestimmten  Gewichte  versehene  Fläche  m^  Klasse  als 
le  einfache  Verallgemeinerung  des  Massenpunktes.  Um  eine  ein- 
übe Bezeichnung  zu  haben,  können  wir  sie  eine  Massenfläche  nennen, 
ne  Massenfläche  m*«'  Klasse  ist  dann  das  voUständige  Äquivalent 
ler  quatemären  algebraischen  Form  rn^  Grades.  Von  hier  aus 
nn  man  die  ganze  Theorie  der  quatemären  algebraischen  Formen 
t  der  Geometrie  der  Massen  in  Verbindung  bringen,  wie  dies  ins- 
sondere  Th,  Beye^^)  ausgeführt  hat. 

27.  Äquivalenz  höheren  Grades.    Indifferenz  höheren  Grades. 

7ei  Massensysteme  heissen  im  m*^  Grade  äquivaient^^^),  wenn  für 
le  Ebene  des  Raumes  ihre  Momente  bis  zum  m*^  inclusive  denselben 
ert  haben.  Dann  sind  auch  für  jede  Gruppe  von  höchstens  m 
>enen  und  jede  Fläche  von  höchstens  m^  Ordnung  die  Momente 
ider  Systeme  gleich. 

Bei  solchen  Systemen  stimmen  alle  Nullflächen  bis  zur  m^^  inclu- 


121)  Eeye,  J.  f.  Math.  72  (1870),  p.  296. 

122)  J.  f.  Math.  72  (1870),  p.  813,  319  u.  321,  §  8  und  78  (1874),  p.  99—100 
p.  114ff. 

123)  Beye,  J.  f.  Math.  72  (1870),  p.  293,  78  (1874),  p.  97.  Einige  besondere 
Ue  behandelte  Eauih  (Qnart.  J.  of  math.  21  (1886)).  Die  Theorie  hat  8.  Kantor 
f  einen  Kaum  von  beliebig  vielen  Dimensionen  ausgedehnt  (Münch.  Ber.  26 
)96),  p.  631). 
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sive  und  auch  die  Umhüllungsflächen  der  Ebenen  konstanten  Momentes 
bis  zum  m^^  Momente  überein.  Umgekehrt  sind  zwei  Systeme^  die 
dieselbe  m^  NuUfiache  und  gleiche  Gesamtmasse  besitzen^  im  wt^  Ghrade 
äquivalent. 

Ein  Massensystem  heisst  im  m*^  Grade  indifferent,  wenn  fiir  jede 
Ebene  des  Raumes  alle  seine  Momente  bis  zum  m*^  inclusive  ver- 
schwinden. Es  ist  dann  jede  Nullfläche  bis  zur  m^  unbestimmt,  die 
Gleichung  (78)  wird  eine  Identität  ftlr  w  =  1,  2, . . .,  m.  Es  wird 
femer  für  jede  Gruppe  von  nicht  mehr  als  m  Ebenen  und  fQr  jede 
Fläche  der  m^^  oder  niedrigerer  Ordnung  das  Moment  des  Systems 
gleich  Null. 

Sind  zwei  Massensysteme  im  m^^  Grade  äquivalent,  so  geht  das 
eine  aus  dem  anderen  durch  Hinzufügung  eines  in  demselben  Grade 
indifferenten  Systems  hervor,  und  man  kann  also  ein  solches  indiffe- 
rentes System  als  die  Differenz  zweier  im  m^^  Gh*ade  äquivalenter 
Systeme  ansehen. 

Ist  ein  Massensystem  im  (m  —  1)*^  Grade  indifferent,  und  ent- 
wickelt man  die  Gleichung  der  zugehörigen  i»*~  Nullfläche  O^  =  0 
nach  Potenzen  von  T,  so  verschwinden  in  dieser  Gleichung  alle  Glieder 
bis  auf  das  von  T  unabhängige.  Die  m^  Nullfläche  reduziert  sich 
damit  auf  eine  unendlich  ferne  Eurve^  und  die  Momente  wf^  QnnAß» 
des  Systems  sind  für  zwei  parallele  Ebenen  jeweils  gleich. 

Zwei  Massensysteme,  welche  für  jede  Ebene  eines  Bündels  gleiche 
Momente  w**^  und  niedrigeren  Grades  haben,  sind  im  m*~  Grade 
äquivalent^  wenn  sie  auch  gleiche  Gesamtmasse  besitzen.  Denn  in  der 
Entwickelung  der  Gleichung  <^  :=-=  0  für  beide  Systeme  nach  Potenzen 
von  T  stimmen  dann  alle  Glieder  überein,  und  die  beiden  Systeme 
haben  demnach  dieselbe  m^  Nullfläche. 

Ist  SR  =  2^iPr  ^®^  Ausdruck  für  das  Moment  m*^  Grades 
eines  Massensystems  bezüglich  einer  Ebene  jr,  so  wird  das  Moment 
fdr  eine  parallele  Ebene  it\  welche  von  %  den  Abstand  a  hat: 

(79)  aR'=^«,(p,-a)». 
Die  Wurzeln  der  Gleichung  m**°  Ghrades: 

(80)  J'«,(p,-o)''  =  0 

sind  daher  die  Abstände  o^^  o^y-jO^^  der  Ebene  %  von  den  zu  ihr 
parallelen  Tangentialebenen  der  w*^  Nullfläche  O^.***)  Der  Koeffizient 
von  a*""^  in  dieser  Gleichung  ist  das  k^  Moment  des  Massensystems 
fQr    die   Ebene  jr.     Der   Koeffizient    von    a^    ist    die   Gesamtmasse 


124)  Beye,  J.  f.  Math.  72  (1870),  p.  302,  §  3. 
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*=  ^«f  Es  sind  daher  die  Momente  bis  zum  w^  Grade  inclusive 
I  Funktionen  von  ^^  ^>  •  •  •;  ^m  d^^^h  die  bekannten  Relationen 
ischen  den  Koeffizienten  und  Wurzeln  einer  Gleichung  ntf^  Grades 
stimmt.  Z.  B.  findet  man  das  m^  Moment  des  Massensystems  für 
le  beliebige  Ebene^  indem  man  die  Gesamtmasse  multipliziert  mit 
n  Abstanden  der  Ebene  von  den  m  zu  ihr  parallelen  Berührungs- 
enen  der  m*^  Nullflache  ^**)  u.  s.  w. 

In  einem  beliebigen  Büschel  sei  ij  eine  veränderliche  und  %  eine 
ite  Ebene,  welche  die  w**  Nullfläche  nicht  berührt,  ö,  0^^  Ö^,  ...,  Ö^ 
ien  die  Winkel,  welche  n  mit  17  und  den  m  in  dem  Büschel  ent- 
Itenen  Tangentialebenen  der  Nullfläche  bildet.  Sind  dann  3R  und 
;^  die  m^  Momente  des  Massensystems  für  17  und  jr,  so  wird: 

-^  fl  sin  0^  sin  0,  ...  sin  0m  '       n-     ) 

lemach  lässt  sich,  wenn  9K^  und  die  m  Tangentialebenen  der  Null- 
45he  bekannt  sind,  das  Moment  für  jede  Ebene  des  Büschels  be- 
shnen.  Ist  die  ganze  Nullfläche  bekannt,  so  lässt  sich  weiter,  indem 
m  die  Axe  des  Büschels  in  der  festen  Ebene  n  verschiebt,  das 
dment  für  jede  Ebene  des  Raumes  finden. 

28.  Polarität  and  Apolarität.  Es  wurde  oben  bereits  eine 
sthode  erörtert,  nach  der  man  mit  Hülfe  einer  beliebigen  Ebene  % 
1  g^;ebenes  Massensystem  in  ein  neues  verwandelt.  Es  wurde  nämlich 
le  Masse  «^  mit  einer  linearen  Funktion  {ax^  +  ßy^  +  yZi  —  p) 
ultipliziert^  welche  den  Abstand  des  betreffenden  Massenpunktes  von 
r  Ebene  %  angiebt  (Nr.  11).  Analog  kann  man  allgemein  aus  einem  ge- 
ibenen  Massensysteme  ein  anderes  herleiten,  in  dem  man  die  Masse  a^ 
8  f^  Massenpunktes  (o;^,  y^y  e^  durch  die  Masse 

setzt,  wo  Fj^  eine  bestimmte  Funktion  Ä*^  Grades  der  Punkt- 
»ordinaten  x,  y,  z  bedeutet  Die  ^  Nullfiäche  des  neuen  Massen- 
Btems  wird  durch  die  Gleichung: 

2)  J"«,  JiCa;,,  y,,  z^iJJx,  +  Vy,  +  Wz^  -  T)'  =  0 

üTgestellt.  Denkt  man  sich  diese  Gleichung  entwickelt^  so  wird  der 
oeffizient  von  TJ^  V^  TTT^ 


126)  Ist  5«!  =  0,  so  wird  eine  Wurzel  a.  unendlich  gross.    ^  wird  von 

or  unendlich  fernen  Ebene  berührt,  und  die  Gleichung  (80)  reduziert  sich  auf 
tte  Gleichung  (m  —  1)*"  Grades.  Hierdurch  wird  gegebenenfalls  eine  leicht  er- 
shtliche  Modifikation  des  ausgesprochenen  Theorems  bedingt. 
126)  Äeye,  J.  f.  Math.  72  (1870),  p.  304,  Nr.  19. 
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und  dieser  Koeffizient  setzt  sich  linear  zusammen  aus  Ausdrücken 
von  der  Form 

Diese  Ausdrücke  sind  aber  alle  selbst  Koeffizienten  in  der  Gleichung 
der  (k  +  sj*^  Nullfläche  des  vorgelegten  Massensystems,  und  erscheinen 
hier  multipliziert  mit  Koeffizienten  der  Gleichung  i^;fc(a:,  y,  £?)==  0. 
Die  s^  Nullfläche  des  neuen  Massensystems  ist  deshalb  eindeutig  be- 
stimmt durch  die  Gleichung  jFj  =  0  und  die  {Je  +  «)*•  Nullfläche  des 
ursprünglichen  Massensystems ,  und  heisst  nach  Beye  die  ^  Polare 
der  Fläche  Ä*"  Ordnung  j;  ^^  bezüglich  der  Nullfläche  (*  +  s)^ 
Klasse.  Sie  ist  selbst  eine  Fläche  s^  Klasse.  Für  ^  =  1  reduziert 
sie  sich  auf  einen  Punkt,  für  dessen  Koordinaten  sich  aus  (82)  die 
Beziehungen  ergeben: 

Mxj,  =  ^cc^XiFt(x,,  y„  0,), 

M  =  2a^Fj^{x^yy,,z^). 

Er  kann  der  Pd  der  Fläche  IT^  =  0  für  das  gegebene  Massensystem 
heissen. 

Es  kaxm  nun  insbesondere  eintreten,  dass  die  Gleichu^  (82) 
identisch  erfüllt  ist,  indem  das  abgeleitete  Massensystem  im  s^^  Gh-ade 
indifferent  wird**®).  Dann  heisst  nach  Heye  die  Fläche  k^  Ordnui^ 
Fji  =  0  a^lar  zu  der  Fläche  (k  +  s)*«'  Klasse  «^^^  =  0.  *»*) 

29.  Ersetzung  eines  MassensystemB  hinsichtlich  seiner  Momente 
my^  Grades  durch  einzelne  PuJikte.  Jedes  Massensystem  kann  hin- 
sichtlich seiner  Momente  fnf^  Grades  durch  eine  Gruppe  von 

(».+  l)(m+2)(.n  +  8)_ 

1     ■     iB     *     O 

127)  Die  Fläche  Fj^  kann  dabei  in  eine  Gruppe  von  k  Ebenen  ausarten,  die 
ihrerseits  teilweise  oder  alle  zusammenfallen  können. 

128)  Damit  das  abgeleitete  Massensystem  nicht  im  Grade  s  indifferent  sei, 
ist  ausreichend,  dass  das  Moment  des  vorgelegten  Massensystems  für  die  Fl&che 
Fj^  nicht  verschwinde.  Umgekehrt  genügt  diese  letztere  Eigenschaft  aber  nicht 
für  die  Indifferenz  des  abgeleiteten  Massensystems.  Dasselbe  ist  jedoch  sicher 
indifferent  im  Grade  s,  wenn  Fj^  durch  alle  Punkte  des  urprünglichen  Systems 
oder  eines  ihm  im  Grade  k'\-8  äquivalenten  Systems  hindurchgeht. 

129)  Über  apohire  Flächen  vgl.  Beye,  J.  f.  Math.  78  (1874),  p.  104  ff.  und 
79  (1875),  p.  169  ff. 
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Maasenpunkten  a^  ersetzt  werden^  die  nicht  auf  einer  und  derselben 
Flache  der  w***  Ordnung  liegen  dürfen,  sonst  aber  beliebig  wählbar 
sind.  Dem  Punkte  aj  ist  hierbei  eine  solche  Masse  [ij  beizulegen, 
dass  sein  Moment  in  Bezug  auf  die  Fläche  m**'  Ordnung  F^y  die 
durch  die  übrigen  N{m)  Punkte  hindurchgeht,  gleich  wird  dem 
Momente  des  vorgelegten  Massensystems  für  dieselbe  Fläche.  Diese 
Masse  ^^  bestimmt  sich  also,  nach  (73),  aus  der  Gleichung: 

(84)  (t, .  F^  ix„  y„  z;)  =  ^a,  i^  {x,,  y„  z,).  i«) 

i 

Ein  Massensystem  lässt  sich  im  allgemeinen  auch  durch  weniger 
als  N(in)  -f-  1  Punkte  ersetzen,  wenn  die  Lage  dieser  Punkte  geeignet 
gewählt  wird**^).  Die  kleinstmöglichste  Zahl  von  Punkten  zu  be- 
stimmen, ist  für  ein  allgemeines  m  noch  nicht  gelungen.  Für  m  =  1, 
also  hinsichtlich  der  statischen  Momente,  ist  ein  Massensystem  im 
allgemeinen  einem  einzigen,  bestimmten  Massenpunkte  äquivalent,  für 
»1  =  2  müssen  es,  wie  wir  gesehen  haben,  im  allgemeinen  mindestens 
vier  Massenpunkte  sein^^^).  Hinsichtlich  der  Momente  dritten  Qrades  ^'^) 
lässt  sich  ein  allgemeines  Massensystem  auf  oo^  Arten  durch  6  Massen- 
punkte ersetzen,  für  die  von  zweien  die  Verbindungslinie  willkürlich 
angenommen  werden  darf,  und  auf  eine  einzige  Art  durch  5  Massen- 
punkte^^).  Hinsichtlich  der  Momente  vierten  Grades^**)  lässt  sich  ein 
aUgemeines  Massensytem  auf  oo^  Arten  ersetzen  durch  10  Massen- 
punkte,  von  denen  einer  ganz  willkürlich  ist  und  ein  anderer  auf  einer 
bestimmten,  von  dem  ersten  Punkte  abhängigen  Fläche  zweiter  Ordnung 
beliebig  angenommen  werden  darf,  während  die  übrigen  acht  Punkte 
auf  dieser  Fläche  eine  bestimmte  Lage  haben.  Nur  in  einem  be- 
sonderen Falle  ist  das  Massensystem  bezüglich  seiner  Momente  vierten 
Grades  durch  weniger  als  10  Punkte,  nämlich  durch  9  Punkte,  von 
denen   einer   die  übrigen  bestimmt,   ersetzbar.     Dies  tritt  dann  ein, 


130)  Beye,  J.  f.  Math.  78  (J874),  p.  110,  Nr.  19.   Es  ist  offenbar,  in  welcher 
Weise  man  eine  solche  Reduktion  für  die  Berechnung  der  Integrale  von  der  Form 

fi^dS,  rF^(x,  y,  z)d8,  wo  dS  das  Element  eines  gegebenen  Ausdehnungs- 
gebietes bezeichnet,  nutzbar  machen  kann.  EotUh  wendet  (Quart.  J.  of  math.  21 
(1866);  das  Integrationsverfahren  auf  einige  besondere  Fälle  an,  welche  sich 
auf  den  Druckmittelpunkt  einer  ebenen  Fläche  und  den  Schwerpunkt  eines 
Tetraeders  beziehen^  wenn  der  Druck  oder  die  Dichtigkeit  im  Elemente  dS 
durch  die  ganze  Funktion  F^  des  Ortes  dargestellt  wird.  (Vgl.  auch  Routh, 
Dynamik  1,  §  45.) 

181)  Beye,  J.  f.  Math.  72  (1870),  p.  321  (§  8). 

132)  Eeye,  J.  f.  Math.  72  (1870),  p.  816  (§  7)  und  78  (1874),  p.  114  ff. 

183)  In  allen  diesen  Fällen  sind  mit  den  Punkten  auch  die  Massen  bestimmt. 

184)  Beye,  J.  f.  Math.  78  (1874),  p.  128  ff. 

Enoyklop.  d.  math.  Wiiienich.    IV  1.  ^3 
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wenn  die  vierte  Nollfläche  des  Massensystems  eine  apolare  Flache 
zweiten  Grades  besitzt. 

Algebraisch  zn  reden  handelt  es  sich  bei  diesen  Sätzen  um  die 
Darstellung  quatemärer  Formen  als  Summe  von  Potenzen  linearer 
Formen.  Man  vergl.  in  dieser  Hinsicht  das  Referat  über  Invarianten- 
iheorie  in  Bd.  I  (TT.  Franz  Meyer\  insbesondere  Nr.  10. 

30.  Das  Problem  der  Grenzwerte  von  P.  L.  TBchebsraoheff. 
Eine  besondere  Wendung  hat  P.  L.  Tschebyscheff^^)  der  Betrachtung  der 
höheren  Momente^  zunächst  nur  fQr  eine  Variable^  gegeben.    Für  eine 

B 

unbekannte^  positive  Dichte  f(x),  nimmt  er  die  hxtegrslej  f(x)  dx, 

B  B  B  A 

xf(x)  dXf  Jx^f{x)  dx,  •  •  'J(xf^f(x)  dx  als  g^eben  an,  wo  J.  >  a 

A  A  b 

und  B<Cb  ist^  und  fragt;  zwischen  welchen  Grenzen  dann  dBaJ  f(x)dx 

a 

gelegen  sein  kann.  Diese  Grenzen  werden  inmier  durch  Massenver- 
teilungen  geliefert,  bei  denen  nur  einzelne  Punkte  der  x-Axe  mit 
Masse  belegt  sind.  Vgl.  die  erste  Mitteilung  Ton  Tschebyscheff^^)^  in 
der  folgendes  Problem  gestellt  ist:  Gegeben  die  Länge,  das  Gewicht, 
der  Schwerpunkt  und  das  SchwerhaupttnLgheitsmoment  einer  materiellen 
geraden  Linie,  deren  Dichtigkeit  unbekannt  ist  und  sich  von  Punkt  zu 
Punkt  ändern  darf;  man  soll  die  Grenzen  finden,  zwischen  den^  sich 
das  Gewicht  eines  Teiles  dieser  geraden  Linie  bewegen  kann.  Die 
Lösung  dieses  Problems  gab  P.  L.  Tschebyschejf  ohne  Beweis,  den 
dann  A,  MarJcoff^^'^  lieferte.  Eine  ausführliche  Zusanmienstellung 
dieser  Dinge  gab  C  Posse  ^^).  Bei  ihm  wird  die  Frage  in  der  Weise 
analytisch  verallgemeinert,  dass  statt  der  Potenzen  von  x  Funktionen 
H  (x)f  Hl  (x)  ' '  -  H^  (x)  eingeführt  werden,  die  geeigneten  Einschrän- 
kungen unterworfen  sind"»). 

136)  P.  Tschebyscheff,  J.  de  math.  (2)  S  (1858),  12  (1867)  und  19  (1874).  Vgl. 
auch  Petersb.  M^m.  de  TAcad.  (7)  1  (1869)  und  Acta  math.  9  (1886),  sowie  die 
Arbeiten  seiner  Schüler  {E.  J.  Zolotareff,  J.  de  math.  19  (1874);  A.  Markoff, 
Math.  Ann.  24  (1884)  und  Acta  math.  9  (1886)). 

136)  J.  de  math.  19  (1874),  p.  159. 

187)  Math.  Ann.  24  (1884),  p.  179. 

138)  C.  Po8s6,  Math.  Ann.  26  (1886)  imd  C.  Possi,  Sur  quelques  appli- 
cations  des  fractions  continues  alg^riques,  Petersburg  1886,  eh.  6. 

139)  Diese  Fragestellungen  yon  Tschebyscheff  finden  ihre  besondere  An- 
wendung bei  den  Untersuchungen  über  die  Massenverteilung  im  Innern  der  Erde. 
Vgl.  hierüber  das  Nähere  in  Bd.  VI  (Geophysik). 


(Abgeschlossen  im  März  1903.) 
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1.  Vorbemerkung.  Da  die  Statik  der  starren  Systeme  in  theo- 
retischer und  insbesondere  analytischer  Richtung  schon  in  den  Artikeln 
IV  2  {Timerding)  und  IV  4  {Jung)  behandelt  wird,  so  sollen  hier  nur 
die  graphischen  Methoden  gegeben  werden.  Dabei  wird  die  Be- 
schränkung auf  die  starren  Systeme  festgehalten,  indem  die  sich  auf 
elastische  Körper  beziehenden  graphischen  Methoden  später  in  den 
Referaten  über  Elastizität  und  Festigkeitslehre  behandelt  werden. 

2.  HistoriBOhes.  Die  Methoden  der  graphischen  Statik  starrer 
Korper  beruhen  im  wesentlichen  auf  der  Verwendung  des  Kräfte-  und 
SeUpoh/gones.  P.  Varignon^)  gab  zuerst  den  Satz,  dass  sich  beliebige 
im  Gleichgewicht  befindliche  Ejräfte,  wenn  man  sie  durch  gerichtete 
Strecken  darstellt,  stets  zu  einem  geschlossenen  Polygone  zusammen- 
f^en  lassen  (vgl.  IV  2,  20,  Timerding).  Ebenso  war  er  der  erste, 
der  die  Aufgabe  behandelte,  das  Gleichgewicht  eines  Seilzuges,  auf 
welchen  in  den  verschiedenen  Eckpunkten  beliebige  Kräfte  wirken,  zu 
ermitteln,  sowie  die  Spannungen  in  den  einzelnen  Teilen  des  SeUes  zu 
finden.  Von  da  aus  kam  er  dazu,  den  Zusammenhang  des  Kräfte-  und 
Seilpolygones  zu  untersuchen  und  zwar  sowohl  für  parallele  wie 
für  nichtparallele  Kj^fte*).  Auch  wird  von  Varignon  mit  Hülfe  des 
Seilpolygones  schon  die  Resultante  von  Kräften  bestimmt^  ohne  dass  er 
jedoch,  da  er  nur  an  ein  Seil  denkt,  der  Konstruktion  eine  weitere 
Bedeutung  beilegt').    Später  sind  es  G.  Lame  und  B,  P.  E.  CUipeyron% 


1)  Nonvelle  mäcaniqne,  1  n.  2. 

2)  Nonvelle  m^anique  1,  p.  198  u.  f ;  planche  11,  fig.  92  u.  93. 

8)  So  findet  sich  bei  Varignon  die  folgende  Figur  (t.  1,  planche  11,  fig.  6): 
sowie   die  Bemerkung   (p.  199):   Les  Corel.  19  et  20  du  Lern.  3  fönt  voir  que 
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J.V.Ponceld^),  A.F.  W.  Brix^)  und  andere,  welche  das  Eiufto- 
und  Seilpolygon  bei  der  Untersuchung  der  Gleichgewichtsfigur  des 
Seües  verwenden,  dieselben  gehen  jedoch  nicht  wesentUch  in  der  Er- 
kenntnis  des  Seilpolygones  über  Varignon  hinaus.  Das  nämliche 
lässt  sich  von  B,  E.  Cousinery'')  sagen,  der  sich  mehr  damit  beschäftigte, 
graphische  Methoden  f&r  die  gewöhnlichen  Bechnungsoperationen  zu 
finden,  ebenso  wie  Poncelet  bemüht  war,  für  eine  Reihe  von  Rech- 
nungsausdrücken Konstruktionen  herzuleiten.  Für  die  Schwerpunkts- 
bestimmung soll  Poncelet  das  Seilpolygon  in  seinen  Vorträgen  an  der 
Artillerie-   und  Genieschule   in  Metz   verwandt   haben®).     Der  erste. 


Teffort  r^ultant   du  conconrs  des  poissances  K,  L  est  dirig^  suivant  EB  oa 
FB;  que  le  r^soltant  du  concours  de  celui-ci  et  de  la  pgissance  M^  est  dirig^ 


A 


!     \     : 


suivant  FS  ou  GS;  que  le  r^sultant  de  celui-ci  et  de  la  puissance  N  est  dirig^ 
suiTant  GT;  et  toujours  de  mSme. 

4)  Joom.  des  voies  de  commimication,  St.  P^tersbourg,  Jan.  1827,  p.  44  u.  f. 

6)  Ck^urs  de  m^anique  industrielle,  Metz  1829,  p.  77,  79,  85  etc. 

6)  Lehrbuch  der  Statik  fester  Körper^  2.  Aufl.,  Berlin  1849,  p.  422  u.  f. 

7)  Le  calcul  par  le  trait,  Paris  1838. 

8)  C.  Culmann,  Gr.  St  2.  Aufl.,  Vorrede,  p.  VIU. 
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welcher  die  Verwendbarkeit  des  Seilpolygones  fQr  die  allgemeinen 
Aufgaben  der  Statik  erkannte ,  und  dasselbe  lediglich  als  Konstruk- 
tionsmittel und  unabhängig  von  seiner  Bedeutung  als  Gleichgewichts- 
figur des  Seiles  beiai'achtete,  war  C.  Culmann^),  der  daher  als  Be- 
gründer der  graphischen  Statik  anzusehen  ist^^).  Bezüglich  der  An- 
wendungen der  graphischen  Statik  ist  J,  Clerk  Maxwell  hervorzuheben, 
der  insbesondere  die  reziproken  Kräftepläue  der  Fachwerke  begründet.e. 


I.  6rnndzttge  der  graphischen  Statik. 

A.   Das  ebene  Eräftesystem. 

3«  Die  analytische  Zusammensetzung  der  Kräfte.  Aus  den  in 
lY  2,  III  {Timerding)  behandelten  Regeln  für  die  Zusammensetzung 
beUebiger  an  einem  starren  Körper  angreifenden  Kräfte  folgt  für  den 
besonderen  Fall,  in  dem  alle  diese  Ejräfte  in  einer  Ebene  liegen,  dass 
dieselben  im  allgemeinen  einer  einzigen  resultierenden  Ejraft  ^^)  statisch 
äquivalent  sind,  welche  auch  in  ein  Poi^isot^aeheB  Kräftepaar  über- 
gehen kann. 

Sind  Z,.,  Y^  die  Komponenten  der  Kraft  P^ ,  x^,  y^  die  Koordinaten 
des  Angriffspunktes  imd  M^  =  Xiy^ —  Y^x^  das  Drehmoment  um  den 
Koordinatenanfangspunkt,  so  berechnet  sich  die  Resultante  aus  den 
Gleichungen 

Gleichgewicht  ist  yorhanden,  wenn  alle  drei  Ausdrücke  verschwinden. 

4«  Graphische  Bestimmung  des  resultierenden  statischen  Mo- 
mentes. Das  statische  Moment  einer  Kraft  für  einen  gegebenen 
Punkt  0  als  Drehpunkt  oder  Pol  wird  schon  bei  Varignon^^  durch 
den  doppelten  Inhalt  des  Dreieckes  dargestellt,  welches  die  Kraft 
zur  Basis  und  den  Drehpunkt  zur  Spitze  hat^^).  Das  resultie- 
rende  Moment  eines  ebenen  Kräflesystemes  wird  demnach  gefunden 


9)  CJarl  Culmann,  geb.  1821  in  Bergzabern  (Rheinpfalz),  gest.  am  9.  Dez. 
1881  in  Zürich,  war  von  1854  bis  zu  seinem  Tode  Professor  der  Ingenieur- 
wissenschaften  und  der  erste  Direktor  am  Polytechnikum  in  Zürich.  Sein  Haupt- 
werk ist  „Die  graphische  Statik". 

10)  Vgl.  auch  die  ausführliche  Darstellung  in  M.  Eühlmann,  Vorträge  über 
Geschichte  der  technischen  Mechanik,  Leipzig  1885,  §  89. 

11)  C.  CtUfnatm  bezeichnet  die  Besultante  auch  als  Mittelkraft. 

12)  Nouyelle  m^canique  1,  p.  304,  sowie  Lemme  XYI,  p.  84  ff. 

13)  Infolge  dieser  graphischen  Darstellung  des  Momentes  bezeichnet  Cul- 
mann die  Grösse  der  Kraft  als  die  Basis  des  Momentes. 
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durch  algebraische  Addition  aller  der  Dreiecke,  welche  die  einzelnen 
Kräfte  des  Systemes  zur  Grundlinie  und  den  angenommenen  Dreh- 
punkt zur  Spitze  haben.  Hierfür  werden  Yon  Ouhnann  zwei  gra- 
phische Verfahren  gegeben,  indem  sämtliche  Dreiecksflächen  auf  die- 
selbe Grundlinie  bezw.  Hohe  gebracht  und  dann  addiert  werden  ^^). 
Die  Methode  ist  im  besonderen  anwendbar,  wenn  alle  Kräfte  paar- 
weise an  Grösse  gleich  und  entgegengesetzt  gerichtet  sind,  also  zur 
Ermittelung  des  Momentes  eines  aus  beliebig  vielen  Kräftepaaren 
resultierenden  Paares^*). 

5.  Graphische  ZuBammenBetzting  der  Kräfte  durch  das  Seil- 
poly^on.  Die  Grösse  und  Richtung  der  Resultante  eines  ebenen 
Kräftesjstemes  ergiebt  sich  durch  die  SchltiSsUnie  des  Kräftepolygones^^, 
nämHch  die  Linie,  welche  die  nach  Grösse  und  Richtung  aneinander- 
gelegten Kräfte  des  Systemes  zu  einem  geschlossenen  Polygon  erj^zL 
Die  graphische  Addition  der  Momente  (fQr  einen  angenommenen 
Drehpunkt)  ergiebt  die  Lage  der  Resultanten. 

Es  genügt  aber  zur  Festlegung  der  Resultante  schon  die  Kenntnis 
eines  einzigen  Punktes  auf  ihrer  Aktionslinie.  Zur  Bestimmung  eines 
solchen  wird  von  Culmann^'^  ein  Seüpolygon^^  (jpolygone  funicolaire, 
funicdar  polygon,  pdigono  fumcolare)  gezeichnet^  dessen  Knotef^rüäe 
(Eckpunkte)  auf  den  Aktionslinien  Ixfl^jlij  -  --  der  aufeinanderfolgen- 
den Kräfte  P^,P^jP^f.,,  liegen,  während  dessen  Seiten  parallel  sind 
zu  den  Strahlen  (Diagonalen),  welche  von  einem  beliebig  angenommenen 
Punkte  C,  dem  Pole  des  Kräftepolygones  (Pol  des  Seilpolygones),  nach 
den  Eckpunkten  0, 1,  2,  3, . . .  des  Kräftepolygones  gehen  (vgl.  Fig.  2). 
Durch  dieses  Seilpolygon  werden  die  einzelnen  Kräfte  in  je  zwei 
Komponenten  zerlegt,  die  in  den  beiden,  in  der  betreffenden  Kraft 
zusammenkommenden  Seiten  des  Seilpolygones  liegen  und  die  Grösse 
der  betreffenden  parallelen  Diagonale  des  Ejräftepolygones  besitzen. 
Hierbei  bekommen  die  beiden  gleichgrossen  Ejräfte,  welche  mit  Aus- 
nahme der   beiden  äussersten  Seiten^^)   in   den   einzelnen   Seiten   des 


14)  Gr.  St.f  p.  103  u.  f.    CiUmann  spricht  von  einer  Reduktion  der  Momente 
auf  eine  vorgeschriebene  Basis  bezw.  vorgeschriebenen  Hebelarm. 
16)  Gr.  St.,  p.  106  u.  f. 

16)  Bezeichnung  von  Culmann,  CtUmann  nennt  femer  das  Ej-äftepolygon 
ein  offenes  bezw.  ein  geschlossenes  ^  je  nachdem  der  Endpunkt  des  Kräfbezugea 
nicht  in  den  Anfangspunkt  oder  wieder  in  denselben  fällt.   Gr.  St.,  p.  77. 

17)  Gr.  St.,  p.  78  u.  f 

18)  Seüeck  nach  G.  Lang,  ebenso  Kräfteeck  statt  Eräftepolygon. 

19)  dJmonn'sche  Bezeichnung. 
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Seilpolygones  liegen,  entgegengesetzte  Richtung  und  heben  sich  auf  ^). 
Somit  seM  sich  die  BesuUante  des  ganzen  Kräfiesysiemes  aus  den 
beiden  Kräften  isusammen,  welche  sich  in  den  äussersten  Seiten  des 
SeHpcHygones  ergeben,  und  geht  durch  deren  Schnittpunkt  hindurch. 

Beispielsweise  geht  die  Resultante  Jß  der  drei  in  lijlf,l^  liegen- 
den Kräfte  P^j  P^,  P,  durch  den  Schnittpunkt  Ä  der  äussersten  Seiten 

« 

\ 


-./..---■  A 


i 

6-4 


Fig.  2, 

g^  und  g^  des  Seilpolygones  und  hat  die  Grösse  und  Richtung  der 
Schlusslinie  03  des  Eräftepolygones  (s.  Fig.  2). 

Die  Figur  links  wird  ab  Kräfteplan  für  die  Figur  rechts  be- 
zeichnet. Die  Längen  der  Polstrahlen  CO;  Cl,  C2,  CS  stellen  die 
Komponenten  dar^  welche  sich  bei  Zerlegung  der  in  l^^  Z,,  l^  liegen- 
den Kräfte  Pj,  P,,  Pg  in  den  Seiten  g^,  ^,,  ^j,  g^  des  Seilpolygones 
ergeben;  umgekehrt  repräsentieren  sie  auch  die  Spannungen ,  die  in 
den  Seiten  des  Seilpolygones  angebracht  werden  müssen,  um  den 
E^räften  P^,  P^,  P^,  bezw.  ihrer  negativ  genommenen  Resultanten,  das 
Gleichgewicht  zu  halten. 

Übrigens  ergeben  sich  sofort  die  charakteristischen  Sätze: 

20)  Werden  die  einzebien  Seiten  des  Seilpolygones  materiell  gedacht,  so 
stellen  die  Längen  der  parallelen  Diagonalen  des  Eräfbepolygones  die  Spannungen 
in  den  einzelnen  Seiten  des  Seilpolygones  dar.  Man  hat  Zug-  und  Druck- 
spannungen zu  unterscheiden.  Treten  nur  Druckspannungen  auf,  so  bezeichnet 
Cidmann  das  Seilpolygon  auch  als  Drucklinie,  Or.  St.,  p.  79. 
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Ist  das  Kräftepolygon  geschlossen^  das  Seilpolygon  dagegen  offen^% 
so  lässt  sich  das  Kräftesystem  auf  ein  Kröftq^aar  zuriickführen. 

Ist  Kräftepolygon  und  SeUpölygon  geschlossen^  so  ist  Gleichgewicht 
vorhanden. 

6.  Die  versohiedenen  Seilpolygone  des  nämlichen  Kräfbe- 
systemes.  Schon  von  Oulmann  wird  die  Frage  aufgeworfen  nach  den 
verschiedenen  Seilpolygonen,  die  zu  dem  nämlichen  Kraftesystem  ge- 
hören*^. Ihre  Anzahl  ist  oo^  Am  wichtigsten  sind  hierbei  diejen^n 
SeilpolygonC;  welche  sich  durch  Änderung  des  Poles  im  Kräftepolygon, 
aber  unter  Beibehaltung  der  Reihenfolge  der  Kräfte  ergeben. 

Das  spezielle  Seilpolygon,  welches  für  den  Anfangspunkt  des 
Kräftepolygones  als  Pol  gezeichnet  ist,  wird  von  Oulmann  die  Mittel- 
hraftslinie  (jpoligono  deUe  snccessive  resultanti)  genannt,  da  in  dessen 
aufeinanderfolgenden  Seiten  die  Resultanten  (Mittelkräfte)  der  beiden 
ersten  Kräfte,  der  drei  ersten  Kräfte  u.  s.  w.  liegen.  Mit  Hülfe  dieser 
Mittelkraftslinie  beweist  Oulmann  den  Satz: 

Bei  zwei  Seilpolygonen,  die  zu  dem  nämlichen  Kräftesystem  gehören 
und  für  dieselbe  Beihenfolge  der  Kräfte,  aber  verschiedene  Pole  kan- 
struiert  sind,  schneiden  sich  die  gleichvieUen  {entsprechenden)  Seiten  in 
den  Punkten  einer  geraden  Linie  {Pa/raXUixe)y  die  parallel  ist  zur  Ver- 
bindungslinie der  beiden  Pole  (Polaxe)^^). 

Von  diesem  Satze  macht  Ä  G.  Zeuihen^)  Gebrauch,  um  Poly- 
gone zu  zeichnen,  welche  vorgeschriebenen  Bedingungen  genügen. 
Insbesondere  lösen  0.  Mohr,  M.  Levy  und  später  (7.  Saviotti  die 
Aufgabe,  ein  Seilpolygon  zu  zeichnen,  von  dem  drei  Seiten  durch 
vorgeschriebene  Punkte  gehen**).  Auch  0.  Hüppner^),  L.  Geusen^ 
und  Ä,  Ludin  ^)  behandeln  diese  Aufgabe. 

7.  Das  Seilpolygon  als  Projektion  des  Schnittes  eines  räum- 
lichen Gebildes.     Ein   tieferer   Einblick   in   die   geometrischen   Be- 


21)  CtUtnann  nennt  das  Seilpolygon  offen,  wenn  die  äussersten  Seiten  nicht 
zusammenfallen;  im  anderen  Falle  geschlossen. 

22)  Gr.  St.,  p.  82  u.  f. 

23)  Oulmann  bemerkt  hierzu:  .^Dieser  Satz  ist  ausserordentlich  nützlich; 
er  setzt  ims  in  den  Stand  ohne  auf  das  Eräfbepolygon  zurückzugreifen,  ein 
neues  Seilpolygon  zu  konstruieren."   Gr.  St.,  p.  84. 

24)  Zeuthen,  Tidsskr.  for  Math.  (4)  1  (1877),  p.  27;  siehe  auch  E.  Boucki, 
Nouv.  ann.  (3)  6  (1887),  p.  439. 

26)  0.  Mohr,  Civiling.  (2)  32(1886),  p.  536;  M.  Levy,  La  statique  graphique, 
Paris  1886,  t  1,  p.  67;  C.  Saviotti,  La  statica  grafica  2,  Milano  1888,  p.  26—29. 

26)  Civiling.  (2)  83  (1887),  p.  89. 

27)  Civiling.  (2)  42  (1896),  p.  471. 

28)  Zeitschr.  f.  Math.  Phjs.  48  (1908),  p.  469. 
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Ziehungen  zwischen  den  Seilpolygonen,  die  zn  dem  nämlichen  Eräfte- 
systeme  gehören^  ergiebt  sich,  wenn  man  nach  J,  Clerk  MaocweU  (siehe 
Nr.  12)  die  gezeichneten  Figuren  als  Projektionen  von  räumlichen 
Gebilden  betrachtet.  Ausgehend  von  den  Untersuchungen  von  Max- 
well hat  L.  Cremona  den  Satz  hergeleitet^),  d(iss  jedes  Seilpolygon 
sich  als  Projektion  eines  ebenen  Schnittes  eines  n-Flcxhes  ansehen  lässt, 
dessen  Kanten  sich  in  die  aufeinanderfolgenden  Aktionslinien  der  Kräfte 
projizieren.  Die  betreffende  analytische  Untersuchung  ist  von  F,  Klein 
durchgefahrt~): 

Wir  nehmen  der  Einfachheit  halber  an,  dass  die  gegebenen  Kräfte 
für  sich  ein  Gleichgewichtssystem  bilden  (anderenfalls  müsste  man 
ihnen  die  Resultante,  negativ  genommen,  hinzufügen).  Femer  seien 
X^y  Y^  die  Komponenten  der  gegebenen  Kräfte  und  M^  deren  Dreh- 
momente (i  =  1,  2, . . . ,  n).  In  Übereinstimmung  hiermit  mögen  die 
aufeinanderfolgenden  Ecken  des  in  Fig.  2  (p.  353)  dargestellten  Kräfte- 
polygons die  Koordinaten 

0,  0;     Zi,  r^;     J^Z,,  ^F,;     etc. 


erhalten;  der  Pol  C  habe  die  Koordinaten 

X,  r. 

Es  sind  dann  erstlich  die  Aktionsb'nien  der  gegebenen  Kräfte  durch 
folgende  Gleichungen  gegeben: 

(1)  0  =  x-Yt-yX^  +  M^. 

Nimmt  man  femer  als  Gleichung  der  ersten  Seite  des  Seilpolygons 
(die  zu  der  Verbindungslinie  der  Punkte  0, 0  und  X,  F  parallel  sein  soll) 

(2)  0  =  x-Y-yX-\-M 

(wo  M  beliebig),  so  ergeben  sich  fOr  die  ferneren  Seiten  die  Glei- 
chungen: 

[0  =  x{Y-Y,)-y{X-X,)-\-{M-M,), 


(3) 


die  letzte  Seite: 


Wlij  wie  es  sein  muß  (weil  Gleichgewicht  vorausgesetzt  wurde),  mit 
der  ersten  zusammen. 


29)  Oremona-Sofoiotti,  Les  fi^res  r^ciproques,  p.  10  u.  folg. 

80)  Collegienheft  von  F,  Klein  1896:  Technische  Mechanik  (nicht  publiziert). 
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Man  betrachte  nun  folgende  Reihe  von  Ebenen  im  Baume: 

0  =  0, 

s  s  s 

e  =  x2y^  —  y2^  +  2^if 


(4) 


111 


z  =  x^Y^  —  y2^  +  2m^, 


deren  letzte  mit  der  ersten  {z  =  0)  zusammenfallt. 

Die  EUmination  von  z  zwischen  je  zwei  aufeinanderfolgenden 
Gleichungen  (4)  ergiebt  die  Gleichungen  (1).  Die  aufeinanderfolgenden 
Ebenen  (4)  schneiden  sich  also  im  Baume  in  geraden  Linien,  wdche 
orthogonal  projiziert  die  Aktionslinien  der  unrkenden  Kräfte  ergAen. 

Man  eliminiere  andererseits  z  zwischen  den  einzelnen  Gleichungen 

(4)  und  der  folgenden  Gleichung: 

(5)  z^X'Y—y-X  +  M. 

Man  erhalt  dann  gerade  die  Gleichungen  (2),  (3)  der  aufeinander- 
folgenden Seiten  unseres  Seilpolygons.  Die  Ebene  (5)  schneidet  also 
die  aufeinanderfolgenden  Ebenen  (4)  in  solchen  Baumgeraden,  die  orÜuh 
gonal  projiziert  die  swxessiven  Seiten  des  Seüpdtygons  ergaben.  Die 
dreifach  unendlich  vielen  Seilpolygone  ergeben  sich,  wenn  man  der 
Ebene  (5)  alle  möglichen  Lagen  erteilt. 

Aus  dieser  DarsteUung  lassen  sich  leicht  die  geometrischen  Be- 
ziehungen erkennen,  welche  zwischen  zwei  Seilpolygonen,  die  zu  dem 
nämlichen  Eraftesysteme  gehören,  bestehen. 

Weitere  Sätze  über  die  Konfigurationen  zwischen  den  ver- 
schiedenen Seilpolygonen,  die  sich  für  das  nämliche  Eraftesystem 
zeichnen  lassen,  bezw.  zwischen  den  Aktionslinien  der  Eraftesysteme, 
die  sich  dem  nämlichen  Seilpolygone  zuordnen  lassen,  haben  L.  Cre- 
mona^^),   W.  ScheU^*),   Th.  Beye^^   sowie  G.  Jung^)  gefunden. 

8«  Das  Gelenkpolygon  als  Seilpolygon.  Die  allgemeinen  Gleich- 
gewichtsbedingungen  für  Kräfte,   die  an  mit   einander   verbundenen 


31)  Le  figure  reciproche  nella  statica  grafica,  S.  ed.,  Milano  1879. 
S2)  Theorie  der  Bewegung  und  der  Er&fte,  2.  Aufl.,  Leipzig  1880,  Bd.  2,  p.  74. 
SS)  Acta  math.  1  (1882),  p.  98. 

84)  Ann.  di  mat.  (2)  12  (1884),   p.   169;    Ist.  Lomb.  Rend.  (2)  18  (1886), 
p.  887. 


t^rj:.!. > 
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Körpern  angreifen,  hat  A.  F.  Moebitts  gegeben^).  Insbesondere  hat 
MoMus  die  allgemeinen  Sätze  über  das  Gleichgewicht  eines  Gelenk- 
polygones  gefunden  und  die  Untersuchung  für  das  Viereck  und  Fünf- 
eck analytisch  durchgeführt.  Ein  klarerer  Einblick  in  die  Gleich- 
gewichtsbedingungen bei  einem  Gelenkpolygone  wird  gewonnen,  wenn 
das  Gelenkpolygon  als  ein  Seilpolygon  betrachtet,  bezw.  mit  einem 
Seilpolygon  in  Verbindung  gebracht  wird,  auf  welches  dann  die  ge- 
wöhnlichen Sätze  der  graphischen  Statik  angewandt  werden  können. 
Greifen  die  Kräfte  lediglich  in  den  Gelenken  an,  so  muss  im 
Falle  des  Gleichgewichtes  das  Gelenkpolygon  als  ein  zu  den  Straften 
gehörendes  Seilpolygon  betrach- 
tet werden  können.  In  dem  ein- 
fjEudien  Falle  eines  Viereckes 
ABCD,  den  W.  ScheU  behan- 
delt'^y  ergiebt  sich,  dass  die 
Aktionslinien  l^,  ^,  ^3,  l^  der 
auf  die  Gelenke  wirkenden  Kräfte 
mit  geschlossenem  Kräffcepoly- 
gon  sich  in  vier  Punkten  E^, 
E^,  JPi,  JPj  schneiden,  deren 
Verbindungslinien  E^  E^  und 
F^F^   durch   die  Schnittpunkte  ^ig.  s. 

E  und  F  der  gegenüberliegen- 
den Seiten  des  Gelenkviereckes  gehen.    Für  das  n-Eck  hat  G.  Jung  die 
Untersuchung  durchgeführt**). 

Den  Fall,  bei  dem  die  Kräfte  nicht  in  den  Gelenken,  sondern  in 
beliebigen  Punkten  der  Seiten  des  Gelenkpolygones  angreifen,  hat 
JF.  P.  Buffini  analytisch  mit  Hülfe  des  Prinzipes  der  virtuellen  Ver- 
rückungen behandelt'^.  Bei  der  graphischen  Behandlung  ist  zu  be- 
rücksichtigen, dass  im  Falle  des  Gleichgewichtes  die  Resultanten  der 
auf  die  einzelnen  Stäbe  wirkenden  Kräfte  sich  in  durch  die  Gelenke 
des  betreffenden  Stabes  hindurchlaufende  Komponenten  zerlegen  lassen 
müssen,  und  zwar  so,  dass  sich  hierbei  in  jedem  Gelenke  zwei  gleich 
^osse,  aber  entgegengesetzt  gerichtete,  Gelenkdrücke  ^)  ergeben.  Es 
muss  sich  somit  für  die  Resultanten  der  auf  die  einzelnen  Stäbe  wirken- 
den Kräfte  ein  Seilpolygon  konstruieren  lassen,  dessen  Seiten  durch  die 

86)  Lehrbuch  der  Statik,  Leipzig  1887,  2,  Kap.  1—8. 

36)  TT.  SeheU^  Theorie  der  Bewegung  und  der  Ki^ite,  1.  Aufl.  Leipzig  1870, 
p.  682. 

87)  Bologna,  Mem.  (8)  10  (1879),  p.  8. 

88)  Gegenkräfte  nach  Maebius. 
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aufeinanderfolgenden  Gelenke  hindurchgehen,  d.h.  mit  anderen  Worten: 
es  muss  sich  ein  Polygon  zeichnen  lassen,  welches  dem  durch  die 
Aktionslinien  der  Kräfte  gebildeten  Polygone  einbeschrieben  und  dem 
Gelenkpolygon  umschrieben  ist. 

In  dem  speziellen  Fall,  bei  welchem  auf  einen  Stab  des  Gelenk- 
systemes  eine  Kraft  wirkt  und  das  Gelenksystem  im  Gleichgewicht 
gehalten  werden  soll  durch  eine  an  einem  anderen  Stab  wirkende 
Kraft  von  gegebener  Richtung,  hat  Ä,  B,  W.  Kennedy  eine  graphische 
Lösung  gegeben'^).  Die  allgemeinere  Aufgabe,  bei  einem  Gelenkpoly- 
gone die  Aktionslinie  der  auf  die  letzte  Seite  wirkenden  Kraft  f&r 
den  FaU  des  Gleichgewichtes  zu  finden,  wenn  die  Aktionslinien  der 
auf  die  übrigen  Seiten  wirkenden  Kräfte  gegeben  sind,  hat  L.  Henne- 
berg  graphisch  behandelt*®). 

9.  Weitere  Methoden  für  die  graphische  ZnsammenBetsung  der 
Kräfte.  Solche  wurden  ausser  von  F.P.Ruffini^^)  und  M.d'Ocagne^ 
von  K  T.  Eddy^)  und  H.  HoUender^)  gegeben. 

Eddy^s  Methode,  welche  von  C  Saviotti^^)  weiter  ausgebildet 
wurde,  ist  eine  Verallgemeinerung  des  Seilpolygones.  Bei  dieser 
Methode  des  ,/rame  pendV  oder  „metodo  del  fascio  funicolare^'  wird 
irgend  ein  Polygonzug  gezeichnet,  dessen  Eckpunkte  Ä^  in  den  auf- 
einanderfolgenden Kräften  P^  liegen.  Jede  der  Kräfte  P,.  lässt  sich 
dann  in  eine  Kraft  durch  einen  beliebig  wählbaren  Punkt  E  und 
in  Komponenten  zerlegen,  die  in  den  in  Ä^  zusammenkommenden 
Seiten  des  Polygonzuges  liegen,  und  zwar  so,  dass  zwei  in  derselben 
Seite  des  Polygonzuges  wirkende  Komponenten  sich  aufheben.  Die 
Krafte  P^  werden  hierdurch  zurückgeführt  auf  die  durch  E  gehende 
Resultante  der  in  EÄ^ ,  EA^  . . .  liegenden  Komponenten  und  auf  eine 
Kraft,  welche  die  letzte  Seite  des  Polygonzuges  zur  Aktionslinie  hat. 


89)  Lond.  Math.  Soc.  Proc.  9  (1878),  p.  221. 

40)  Festschrift  z.  d.  Jubelfeier  d.  60 jähr.  Bestehens  d.  techn.  Hochsch.  z. 
Darmstadt  (1886),  p.  71. 

41)  Bologna,  Mem.  (4)  6  (1886),  p.  88. 

42)  Nouv.  ann.  (2)  19  (1880),  p.  116. 

43)  Van  Kostrand's  Engineering  Magazine  10  (1878);  Amer.  J.  of  math.  1 
(1878),  p.  822. 

44)  H.  J.  Hottender,  Über  eine  graphische  Methode  zur  Zusammensetzong 
von  Kräften,  Leipzig  1896. 

46)  Borna,  Acc.  dei  Line.  Atti  (Mem.)  (8)  8  (1879),  p.  240  und  La  statica 
grafica  2,  Milano  1888,  p.  29 — 38.  Saviotti  untersucht  auch  die  Beziehung  dieser 
Methode  zu  den  reziproken  Figuren  der  graphischen  Statik  ygl.  unten  Nr.  11 
resp.  Nr.  12. 
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So  lassen  sich  die 
drei  Kräfte  P^,  P,, 
Pi  in  2^,  2,^  ^,  zu 
welchen  das  Erafte- 
polygon  c^y(^y(^,c^ 
nnd  eine  Resultante  i 
R  von  der  Gfrösse  und 
Richtung  der  Linie 
c^  gehört,  zurück- 
fahren auf  eine  Kraft 
in  Eä  von  der  Grosse 
und    Richtung    der 


Fig.  4. 


Linie  c^h^  und  in  eine 

solche  von  der  Grosse  und  Richtung  der  Linie  h^c^  ia  der  letzten 
Seite  A^A  des  Poly^nzuges.  Die  Resultante  R  der  Kräfte  P^^  P^,  P, 
liegt  in  2,  wo  2 1  CqC^. 

Gehen  die  zu  den  Seiten  des  Polygonzuges  parallelen  Linien 
Cih^ ,  c^h^ ,  c^b^  durch  denselben  Punkt,  so  geht  die  Methode  in  die- 
jenige des  Seilpolygones  über. 

Eine  Vereinfachung  tritt  ein,  wenn  an  die  Stelle  des  Polygon- 
znges  eine  gerade 
Linie  L  gesetzt 
wird**).  Es  sind 
dann  die  Kräfte  P,. 
in  je  zwei  Kompo- 
nenten zu  zerlegen, 
Yon  denen  die  eine 
durch  '  einen  ange- 
nommenen Punkt  E 
geht,    während    die  x" 


Fig.  6. 


46)  Mit  diesem  speziellen  Fall  beschäftigt  sich  H.  J.  HoUender  und  be- 
nutzt denselben  auch  zur  Bestimmung  des  statischen  Momentes  und  des  Träg- 
Heitsmomentes. 


Encyklop.  d.  math.  Wiaaensoh.    IV  1. 
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andere  in  einer  yorgeschriebenen  Geraden  L  liegt.  An  die  Stelle  des 
Seilpolygones  tritt  das  Polygon  aus  den  durch  E  gehenden  Komponenten 
der  KnLfte  Pj  {Komponentenpolygon).  In  der  umstehenden  Zeichnung 
ist  die  Resultante  der  in  lijlf,li  liegenden  Kräfte  P^^,  P^,  P^  be- 
stimmt. Ef  Ci,(^,c^  ist  das  Kraftepolygon.  Die  Resultante  R  der 
Kräfte  Pj^,  P^,  P^f  welche  der  Grösse  und  Richtung  nach  durch  die 

Schlusslinie  Ec^  des  Kräftepolygones  bestimmt  ist,  geht  durch  den 
Schnittpimkt  Ä  der  Schlusslinie  Eb^  des  Komponentenpolygones  mit 
der  Geraden  L  (s.  Fig.  5). 

Diese  Methode  der  Zusammensetzung  der  Kräfte  leistet  im  wesent- 
lichen dieselben  Dienste,  wie  diejenige  des  Kräfte-  und  Seilpolygones. 

10.  Kräftekorve  und  Seilkurve.  Bei  einer  kontinuierlichen 
Folge  von  Kräften  geht  das  Kräftepolygon  in  eine  Kräftekurre 
und  das  Seilpolygon  in  eine  Seilkurve  über^^.  ^  Die  Seilkurve  kann 
angesehen  werden  als  die  orthogonale  Projektion  des  Schnittes  einer 
abwickelbaren  Fläche,  deren  Erzeugende  sich  in  die  Aktionslinien  der 
Kräfte  projizieren  (vgL  Nr.  7).  Die  Tangenten  der  Seilkurve  sind 
hierbei  parallel  zu  den  entsprechenden  yom  Pole  ausgehenden  Diago- 
nalen der  Kräftekurve.  Die  Kraft,  welche  auf  ein  Längenelement  ds 
der  Seilkunre  wirkt,  wird  in  der  Kräftekurre  durch  die  beiden  Diago- 
nalen ausgeschnitten,  die  paraUel  sind  zu  den  Tangenten  der  Seilkurve 
in  den  Endpunkten  des  Längenelementes  ds.  Um  die  Seilkurve  zu 
konstruieren,  welche  sich  aus  einer  gegebenen  Sj^ftekurve  ei^ebty 
ist  es  erforderlich  die  Kräftekurve  zunächst  durch  ein  Kräfbepolygon 
zu  ersetzen,  das  sich  derselben  möglichst  anschmiegt.  Wird  hierzu 
ein  Kräftepolygon  gewählt,  das  der  Kräftekurve  eingeschrieben  ist, 
so  ist  das  sich  ergebende  Seilpolygon  der  gesuchten  Seilkurve  um- 
schrieben und  würde  daher  nachträglich  durch  eine  einbeschriebene 
Kurve  zu  ersetzen  sein. 

Ergeben  sich  die  Spannungen  in  der  SeUkurve  als  Zugspannungen, 
so  stellt  die  Seilkurve  die  Gleichgewichtsfigur  eines  Seiles  dar,  auf 
welches  die  durch  die  Kräftekurve  bestimmten  Kräfte  wirken.  Sind 
die  Kräfte  Schwerkräfte,  so  wird  die  Seilkurve  als  Kettenlinie  be- 
zeichnet. 

Sind  die  Spannungen  in  der  Seilkurve  Druckspannungen,  so  wird 
die  SeUkurve  als  Drucklinie  bezeichnet.  Diese  Drucklinien  oder  Stute- 
linien  haben  in  der  Gewölbetheorie  eine  grosse  Bedeutung,  da  sie 
herkömmlicher   Weise    benutzt    werden,    um    zu    untersuchen,    wie 

47)  Varignon,  NouveUe  mäcanique,  1 1,  p.  201  u.  folg.  Siehe  auch  C.  SaviotH, 
La  Btatica  grafica  2,  p.  187  u.  folg. 


10,  Krftftekurve  und  Seilknrve.    11«  Reziproke  Figuren. 
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sich  der  Druck  im  Inneren  eines  Gewölbes  fortpflanzt  nnd  auf 
die  Lager  wirkt.  Mit  Hülfe  der  Beziehungen,  welche  zwischen 
den  Seilpolygonen  bestehen,  die  sich  für  ein  vorgeschriebenes  Erafte- 
system  konstruieren  lassen  (Nr.  6),  ist  man  imstande  Seilkurven  zu 
finden,  welche  vorgeschriebenen  Bedingungen  genügen,  z.  B.  eine  Stütz- 
linie bei  vorgeschriebener  Belastung  zu  finden,  welche  durch  zwei 
gegebene  Punkte  geht  und  eine  bekannte  Höhe  hat.  Welche  der 
Seilkurven,  die  sich  bei  vorgeschriebener  Belastung  zeichnen  lassen, 
als  Stützlinie  eines  Gewölbes  einzuführen  ist,  erfordert  eine  besondere 
Untersuchung,  die  in  der  Gewölbetheorie  durchgeführt  wird. 

11.  ErSite  mit  demselben  AngrifßEipunkt.  Beziproke  Figuren. 
Wird  zu  einem  System  von  Sanften  mit  demselben  Angriffspunkt  0 
ein  Eräfbepolygon  mit  dem  Pol  (/  und  ein  Seilpolygon  konstruiert, 
80  ergeben  sich  zwei  vertauschungsfahige  Figuren,  insofern  als  das 


Fig.  6. 


anfangliche  Eraftepolygon  auch  aufgefasst  werden  kann  als  ein  Seil- 
polygon für  Kräfte  mit  dem  Angriffspunkte  0',  für  welches  das  an- 
föngliche  Seilpolygon  in  das  Eraftepolygon  übergeht.  Ctdmann  be- 
zeichnet demgemäss  Kräfte-  und  Seilpolygon  für  Kräfbe  mit  dem- 
selben Angriffspunkt  als  reziproke  Figuren  und  die  Punkte  0  und 
(/  als  Pole  der  Reziprozität  (s.  Fig.  6).  Jede  der  beiden  reziproken 
Figuren  kann  als  Kräfteplan  (Nr.  6)  für  die  andere  angesehen  werden. 
Wird  jedem  Knotenpunkte  A  des  Seilpolygones  die  entsprechende 

zum  Polstrahle  OA  parallele  Seite  a'  des  Ejräftepolygones  zugeordnet, 
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so  ergiebt  sich  der  Satz:  Das  Produkt  aus  den  Entfernungen  ent- 
sprechender Elemente  von  den  beiden  Polen  ist  konstant: 

h'K  =  const. 

Die  Reziprozität  ist  demgemäss  durch  die  beiden  Pole  0^  Cf  und  ein 
Elementenpaar  A^  a\  wo  OÄ  ||  a\  bestimmt ,  oder  auch  statt  dessen 
durch  zwei  beKebig  gewählte  Elementenpaare*»). 

Die  Beziehung^  welche  zwischen  zwei  Seilpolygonen  des  imm- 
lichen Eräftesystemes  besteht  (Nr.  6),  geht  bei  Kräften  mit  demselben 
Angriffspunkt  in  eine  KoUineation  über  und  zwar  für  den  Angriffspunkt 
der  Kräfte  als  Gentrum  und  für  die  Parallaxe  als  Kollineatiousaxe. 
Diese  KoUineation  geht  in  dem  speziellen  Falle^  in  welchem  der 
Schnittpunkt  0  der  Aktionslinien  der  Kräfte  in  das  Unendliche  fällig 
die  Kräfte  also  parallel  werden  und  das  Kräftepolygon  in  eine  einzige 
zu  den  Kräften  parallele  Gerade  fällt,  in  eine  Affinität  über. 

Allgemein  werden  von  J,  C.  MaxweU^^  zwei  ebene  geradlinige 
Figuren,  von  denen  die  eine  aus  den  Aktionslinien  der  Spannungen 
eines  Grleichgewichtssystemes,  die  andere  aus  dem  zugehörenden  Kräfte- 
plan gebildet  ist,  als  reziproke  Figuren  bezeichnet,  sobald  die  beiden 
Figuren  in  der  Weise  vertauschungsfähig  sind,  dass  umgekehrt  die  erste 
Figur  auch  aufgefasst  werden  kann  als  Krafteplan  für  Spannungen, 
welche  die  Linien  der  zweiten  Figur  als  Aktionslinien  haben  und 
an  ihr  im  Gleichgewichte  stehen.  Wird  in  der  ersten  Figur  dem 
Angriffspunkte  A  einer  Kraft  diejenige  Strecke  der  zweiten  Figur  zu- 
geordnet, welche  die  Grösse  und  Bichtimg  derselben  angiebt,  so  wird, 
wenn  einige  der  Kräfte  denselben  Angriffspunkt  haben,  bezw.  deren 
Aktionslinien  sich  in  demselben  Punkt  A  schneiden,  diesem  Punkt  A 
in  der  zweiten  Figur  ein  Polygonzug  entsprechen  müssen,  welcher 
geschlossen  ist. 

12«  Allgemeine  Theorie  der  reziproken  Figuren.  Wir  berichten 
nunmehr  über  MaxwdVs  weitere  Untersuchungen  der  reziproken  Figuren, 
die  insbesondere  für  die  Theorie  der  Fachwerke  so  wichtig  geworden 
sind  (s.  u.  Nr.  33). 

Maxwell  untersucht  zunächst  ^^),  wann  überhaupt  sich  zu  einem 
Spannungssystem  eine  reziproke  Figur  konstruieren  lässt,  und  findet: 

Dann  und  nur  dann  ergehen  sich  zwei  reziproke  Figuren,  wem 
die  eine  Figur  als  Projektion  eines  Polyeders  betrachtet  werden  kann. 

Die  andere  Figur  erscheint  dann  ebenfalls  als  Projektion   eines 


48)  (Mmann,  Gr.  St.,  p.  86  u.  87,  sowie  2.  Aufl.  p.  284. 

49)  Phil.  Mag.  (4)  27  (1864),  p.  250. 
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jlyeders.  (Man  vgl.  Fig.  6,  deren  beide  Teile  als  Projektionen 
erseitiger  Pyramiden  mit  den  Spitzen  in  0  bez.  0'  angesehen 
erden  können.)  Die  Beziehung  der  beiden  Polyeder  ist  dabei  die, 
ISS  jeder  Ecke  des  einen  Polyeders  eine  Seitenfläche  des  anderen 
[geordnet  ist  nnd  umgekehrt,  also  eine  Beziehung  derselben  Art, 
ie  sie  bei  der  Pölarre^siprozität  hinsichÜich  einer  Fläche  2,  Grades 
iftritt.  Und  in  der  That  gelang  es  Maxwell,  die  Beziehung  der 
liden  Polyeder  durch  eine  solche  Polarreziprozitat  zu  ermitteln^), 
r  drehte  zu  diesem  Zwecke  die  eine  ebene  Figur  gegen  die  andere 
n  90^.  Die  beiden  zugehörigen  Raumpolyeder  erscheinen  dann 
rekt  als  Polarpolyeder  in  Bezug  auf  ein  Rotationsparaboloid,  dessen 
otationsaxe  senkrecht  zur  Ebene  der  Zeichnung  steht. 

Die  Drehung  um  90®  ist  immerhin  unbequem.  Um  sie  zu  ver- 
eiden wurde  von  L.  Cremona  an  Stelle  des  Botationsparaboloides 
T  Begründung  der  reziproken  Figuren  der  graphischen  Statik  das 
^.oebius'sche  NuUsystem  gesetzt.  Die  reziproken  Figuren  ergeben  sich 
rekt  als  orthogonale  Projektion  von  Polyedern,  die  in  Bezug  auf  ein 
uUsystem  polarreziprok  sind,  dessen  Axe  zur  Ebene  der  Zeichnung 
nkrecht  steht  ^^).  In  der  That  ergeben  zwei  in  Bezug  auf  das  Null- 
stem  konjugierte  Baumgerade  vermöge  dieser  Projektion  auf  die 
sichnungsebene  zwei  parallele  Gerade. 

Für  die  Herstellung  reziproker  Figuren  leistet  die  frühere 
ethode  von  Maxwell  an  sich  das  nämliche,  wie  diejenige  von  Cre- 
yna.  Wenn  es  daher  auch  nicht  so  wichtig  ist,  ob  bei  der  Her- 
^llung  des  reziproken  Kräfteplanes  das  Botationsparaboloid  oder  das 
illsystem  zu  Grunde  gelegt  wird,  so  ist  doch  immerhin  durch  die 
nfühnmg  des  Nullsystems  und  die  Vermeidung  der  Drehung  des 
räfbeplanes  in  theoretischer  Richtung  eine  Abrundung  erzielt. 

Während  Cremona  bei  der  Herstellung  der  reziproken  Figuren 
genüber  dem  Polarsystem  des  Botationsparaboloides  bei  Maxwell 
8  Nullsystem  zu  Grunde  legt,  stellte  sich  G.  Hauck^^)  die  Frage, 
>  sich  nicht  durch  das  Polarsystem  einer  dreiaxigen  Fläche  zweiter 
-dnung  das  nämliche  erreichen  lässt,  wenn  die  orthogonale  Projek- 
>n,  die  bei  Maxwell  und  Cremona  allein  verwandt  ist,  durch  eine 
hiefe  Parallelprojektion  bezw.  durch  Centralprojektion  ersetzt  wird, 
ierbei  ergab  sich,  sofern  noch  geeignete  ümklappungen  hinzugefügt 
3rden,  der  Satz: 

60)  Zunächst  mitgeteilt  1867  in  den  Reports  der  British  Association,  dann 
rfährlicher  Edinb.  Roy.  Soc.  Trans.  26  (1872),  p.  1. 

61)  L.  Oremona^  Le  fignre  reciproche  nella  statica  grafica,  Milano  1872. 

62)  J.  f.  Math.  100  (1887),  p.  866  und  120  (1899),  p.  109. 
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Ein  ebenes  Stabnetz  und  ein  eugehäriges  Kräßenete  Jcönnm  ange- 
sehen werden  als  die  Projektionen  eweier  reziproken  Pol/yedergAüde  im 
Polarsystem  irgend  einer  allgemeinen  Fläche  zweiter  Ordnung  auf  eine 
Projektionsebene^  welche  parallel  zu  einer  cyklischen  Ebene  ist;  und  zwar 
das  Stabnetz  als  schiefe  Parallelprojektion  in  der  Bichtung  des  zuge- 
hörigen konjugierten  Durchmessers,  das  Kräftenetz  als  Cmtralprqjeiktum 
aus  dem  Mittelpunkt  des  Polarsystemes.  Beim  hyperbolischen  Paraboloid 
tritt  an  die  Stelle  der  cyklischen  Ebene  die  Ebene  eines  gleichseitigen 
Hyperbelschnittes, 

Den  Nachweis;  dass  allgemein  die  Wirknngslinien  der  Kräfte  eines 
beUebigen  ebenen  Eraftesystemes  zusammen  mit  einem  zugehörigen 
SeUpolygon  einerseits  und  das  entsprechende  Eraftepolygon  nebst 
den  Linien ;  welche  seine  Ecken  mit  dem  Pole  des  Seilpolygons  yer- 
binden,  andererseits  im  Maxwdl'schQn  Sinne  als  reziproke  Figuren 
angesehen  werden  können,  hat  zuerst  L,  Cremona  gefährt  Die  zu- 
gehörigen Baumfiguren  ergeben  sich  direkt  durch  die  in  Nr.  7  be- 
rührten Entwickelungen.    Die  Ecken 

0,0;    X„  F.;    2X,,2Yr,... 

1  1 

des  Eräftepolygons  erscheinen  als  orthogonale  Projektionen  von  Raum- 
pirnkteU;  die  folgende  Koordinaten  haben: 

2  2  8 

(1)  0,  0,  0;     X„  T„  M,',    2^i,  2Yi,  2M,;   . . ., 

111 

ebenso  der  Pol 

X,  Y 

des  Kräftepolygons  als  Projektion  des  Raumpunktes 

(2)  X,  r,  M, 

Man  ordne  nun  jedem  Raumpimkte  i,  rj,  i  vermöge  des  Nullsystems 

(3)  z  —  i  =  xri  —  yl 

eine  (durch  ihn  hindurchgehende)  Ebene  zu.  Tragt  man  hier  f&r 
I,  rij  J  die  Werte  (1),  bezw.  (2)  ein,  so  erhält  man  genau  die  Ebenen 
(4),  bezw.  (5)  der  Nr.  7.  —  In  ganz  entsprechender  Weise  lässt  sich 
übrigens  die  allgemeine  Theorie  der  reziproken  Figuren  von  Maxwdt- 
Cremona  analytisch  formulieren  (Klein). 

Auch  die  von  Eddy  gefundene  Methode  der  Zusammensetzung 
der  Kräfte  (s.  Nr.  9  und  insbes.  Fig.  4)  fahrt  auf  reziproke  Figuren. 

13«  Zerlegung  einer  Kraft  in  Komponenten  in  derselben  Ebene. 
Nach  dem  Parallelogrammgesetze  müssen  zwei  Kräfte  P^  und  P,;  die 
eine  gegebene  Kraft  P  ersetzen  sollen,   in   zwei  Linien  wirken,  die 


-\ 


18«  Zerlegusg  einer  Erafb  in  Komponenten  in  derselben  Ebene. 
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sich  auf  der  Aktionslinie  von  P  schneiden  und  mit  ihr  in  derselben 
Ebene  liegen,  im  übrigen  aber  willkürlich  zu  wählen  sind.  Culmann 
behandelt  im  besonderen  den  Fall,  dass  diese  Linien  durch  zwei  ge- 
gegebene Punkte  ^  und  B  gehen  sollen.  Ihr  Schnittpunkt  S  kann 
dann  auf  der  Aktionslinie  g  von  P  beliebig  angenommen  werden.  Ist 
er  gewählt;  so  geschieht  die  Zerlegung  durch  ein  Kräftepolygon,  in 


jar(r-k-- 


M 


Fig.  7. 

desem  Falle  ein  Dreieck  (s.  Fig.  7).  Man  zeigt  leicht,  dass  hierbei 
c3er  Schnittpunkt  N  der  beiden  die  Komponenten  P^  und  Pj  liefem- 
fien  Linien  ON  und  ^1  auf  einer  ganz  bestimmten  zu  AB  parallelen 
Geraden  Je  liegt.  Durch  den  Schnittpunkt  mit  dieser  Geraden  k  wird 
cdso  die  Strecke  Ol  so  geteilt,  dass  OM  und  Ml  die  einem  unend- 
lich fernen  Punkte  S  entsprechenden  parallelen  Komponenten  von  P 
darstellen. 

Für  die  Zerlegung  einer  Kraft  in  drei  Komponenten  in  drei  ge- 
gebenen Geraden  haben  A.  BiUer^^  und  (Mmann^)  Methoden  an- 
gegeben^^). A.  Bitter  bestimmt  die  Komponenten  durch  den  Satz 
^om  statischen  Moment,  indem  er,  um  Gleichungen  zu  erhalten,  die 
nur  je  eine  Unbekannte  haben,  die  Drehpunkte  in  den  Schnittpunkten 
der  Aktionslinien  der  Komponenten  annimmt^^).     Culmann  findet  die 


6B)  Elementare  Theorie  und  Berechnung  eiserner  Dach-  und  Brücken- 
iLonstmktionen,  Hannoyer  1868. 

54)  Gr.  Si,  p.  868. 

56)  Auch  Hottender  giebt  eine  Methode  für  die  Zerlegung  einer  Erafb  in 
zwei  und  drei  Komponenten. 

66)  Die  üt^ter^Bche  Methode  pflegt  im  Gegensatz  zu  der  OuZmonn'schen  als 
eine  rein  analytische  angesehen  zu  werden.    Dies  ist  nicht  richtig,  da  sich  mit 
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drei  in  Qi^g^jg^  liegenden  Komponenten  durch  die  Bemerkung,  dass 
die  Resultante  Q  der  beiden  in  g^  und  g^  liegenden  Komponenten 
einerseits  durch  den  Schnitt  von  g^  und  g^  und  andererseits  durch 
denjenigen  von  g^  mit  der  gegebenen  und  zu  zerlegenden  Kraft  P 
gehen  muss. 

B.   Das  ebene  Er&ftesTstem.   Anwendungen. 

Die  in  den  folgenden  Nummern  14 — 23  zur  Besprechung  kom- 
menden Anwendungen  sind  allgemein  geometrisch  und  analytisch 
bereits  in  dem  Toraufgehenden  Artikel  (lY  4,  Jung)  behandelt,  auf 
den  wegen  der  Einzelheiten  überall  verwiesen  sei;  der  Torliegende 
Artikel  bringt  ergänzend  die  graphischen  Konstruktionen. 

14.  Gn^hisohe  Sohwerpunktsbestinmiiing.  Die  Bestimmung  des 
Mittelpunktes  eines  Systemes  yon  parallelen  Kräften  in  derselben  Ebene, 
bezw.  des  Sdiwerpunktes  eines  ebenen  Systemes,  läuft  auf  eine  zwei- 
malige Zusammensetzung  der  parallelen  Kräfte  in  zwei  yerschiedenen 
Richtungen  hinaus.  Die  beiden  gefundenen  Resultanten  bestimmen 
durch  ihren  Schnittpunkt  den  gesuchten  Mittelpunkt.  In  dieser 
Weise  wird  von  dUmann^'^)  die  graphische  Bestimmung  des  Schwer- 
punktes mit  Hülfe  yon  zwei  Seilpolygonen  ausgeführt.  Handelt  es 
sich  hierbei  um  den  Schwerpunkt  einer  gleichmässig  belasteten  Poly- 
gonfläche, so  zerlegt  Culmann  dieselbe  in  lauter  Dreiecke  mit  der- 
selben Spitze,  die  er  dann  auf  die  nämliche  Grundlinie  bringt.  Der 
Schwerpunkt  der  Polygonfläche  ergiebt  sich  als  Mittelpunkt  eines 
Systemes  yon  parallelen  Kräften,  die  in  den  Schwerpunkten  der  ein- 
zelnen Dreiecke  angreifen,  und  deren  Grössen  proportional  sind  den 
gefundenen  Höhen  der  auf  dieselbe  Grundlinie  gebrachten  Dreiecke. 
Im  Falle  yon  nicht  geradlinig  begrenzten  Flächen  zerlegt  Culmann  die- 
selben durch  parallele  Linien  in  gleich  breite  Streifen,  die  näherungs- 
weise als  Trapeze  betrachtet  werden.  Die  Bestimmung  der  jedes- 
maligen Resultante  wird  in  allen  diesen  Fällen  durch  das  Seilpolygon 
bewerkstelligt. 

15.  Weitere  graphische  Methoden  für  die  Sohwerpunkts- 
bestinmiung.  Andere  graphische  Schwerpunktsbestimmungen  finden 
sich  schon  bei  G,Monge^^\  A.F.  W,Brix^^)  und  anderen^).    Hierbei 

Momenten  auf  Grund  der  Darstellung  derselben  durch  Flächen  ebenso  gut  kon- 
struieren, wie  rechnen  lässt. 

57)  bezw.  von  Poncelet,  Fussn.  8. 

68)  Trait^  äl^mentaire  de  statique,  eh.  III,  Paris  1810. 

59)  Lehrbuch  der  Statik  fester  Körper,  2.  Aufl.  Berlin  1849,  Kap.  5. 

60)  S.  auch  L.  Cremona,  Elemente  des  graphischen  Calculs.  Übers.  Ton 
M.  Cwrtee,  Kap.  8,  Leipzig  1876. 
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wird  yielfach  der  Satz  Tom  statischen  Momente  der  Kräfte  verwandt. 
Häufig  wird  anch  der  Schwerpunkt  erst  durch  Rechnung  bestimmt  und 
dann  f&r  den  Bechnungsausdruck  eine  Konstruktion  gegeben.  Auch 
Oidmatm  verfährt  so  in  einer  Reihe  von  Fällen®^).  Von  Brix  wird 
schon  eine  allgemeine  Methode  angegeben,  um  den  Schwerpunkt  der 
Fläche  eines  Poljgones  zu  finden.  Dieselbe  beruht  darauf;  dass  die 
Verbindungslinie  der  Schwerpunkte  zweier  Polygone,  in  welche  das 
gegebene  Polygon  durch  eine  Diagonale  zerf  ällt,  eine  Schwerlinie  des 
gegebenen  Polygones  ist.  Auf  diese  Weise  wird  die  Bestimmung  des 
Schwerpunktes  eines  Polygones  auf  diejenige  von  Polygonen  mit  weniger 
Eckpunkten,  somit  in  letzter  Linie  auf  die  von  Dreiecken  zurückgeführt^*). 
Weitere  aUgemeine  Methoden  für  die  graphische  Bestimmung 
des  Schwerpunktes  einer  Polygonfläche  sind  von  Most^^),  A,  Laisant^) 
und  J,  Gysd^^)  angegeben. 

16.    Besümmung  des  statisohen  Momentes  einer  Kraft  diiroh 
das  Seilpolygon.     Aus  dem  Kräfte-  und  Seilpolygon  lässt  sich  nach 


I  / 
I 


Fig.  8. 


61)  So  z.  B.  bei  dem  Schwerpunkt  des  Trapezes,  des  Kreis-  und  Parabel- 
abschnittes,  Gr.  St.,  p.  149. 

62)  Für  Polygone,  welche  eine  grössere  Zahl  von  Eckpunkten  haben,  wird 
die  Methode  unübersichtlich,  und  demgemäss  wird  von  Brix  in  solchen  Fallen 
die  Rechnung  empfohlen. 

68)  Arch.  d.  Math.  49  (1869),  p.  866.  Die  Methode  ist  auch  anwendbar 
auf  Polyeder. 

64)  Nouv.  ann.  (2)  16  (1877),  p.  407,  sowie  Bull.  Soc.  math.  de  France  10 


368 


IV  6.  L.  Henneberg.    Graphische  Statik:  Ebenes  Erftftesystem. 


Culmann  das  statische  Moment  irgend  einer  der  Kräfte  oder  auch  der 
Resultante  einer  Gruppe  von  aufeinanderfolgenden  Kräften  angeben, 
und  zwar  ist  das  Moment  einer  Kraft  P  in  Bemg  auf  einen  Dreh- 
punkt 0  gleich  dem  Produkte  aus  der  Strecke,  welche  auf  einer  durch  0 
zu  P  parallelen  Geraden  durch  die  beiden  sich  auf  P  schneidenden  Seiten 
des  Seilpolygones  ausgeschnitten  unrd,  und  dem  Abstände  des  Poles  von 
der  betreffenden  Kraft  im  Kräftepolygon.  So  ist  (Fig.  8)  Ä^A^'h^  das 
Moment  der  in  l^  liegenden  Kraft  P^,  und  B^B^-h  dasjenige  der  Resul- 
tante Yon  P^,  Pg ;  P,  für  0  als  Drehpunkt.  Wichtigkeit  erlangt  diese 
Darstellung  des  Momentes  erst  bei  parallelen  Kräften^)  (Fig.  9).  Die 
Momente  aller  Kräfte  werden  dann  gleich  auf  dieselbe  Basis  reduziert 
und  bei  demselben  Drehpunkt  0  auf  der  nämlichen  Geraden  ausge- 
schnitten. So  ist  bei  den  in  l^,  l^,  l^  liegenden  Kräften  Pj^,  P^,  P, 
für  0  als  Drehpunkt: 
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Fig.  9. 


das  Moment  von  P^     =  A^A^-h^ 
das  Moment  von  Pj     =  -4j-4j  •  A, 

das  Moment  der  Resultante  der  Kräfte  P^,  Pj,  P,     =^  A^Ä^-h. 

Auf  diesem  Verfahren  beruht  die  OuZmonn'sche  Darstellung  des 
Biegungsmomentes  beim  belasteten  Balken. 

(1882),  p.  40.  Im  Anschluss  daraa  die  Arbeit  von  B.  Lciqui^e^  Bull.  See.  math. 
de  France  10  (1882),  p.  181. 

66)  Arch.  sciences  phys.  (3)  82  (1894)  p.  276. 

66)  Die  von  Hellender  gegebene  Methode  zur  Bestimmang  des  Momentes 
hat  in  dem  allgemeinen  Falle  manche  Vorzüge,  vgl.  Fassnote  46. 
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17.  Biegnuigsmoment.  Biegungsmomentenfläohe.  Einflnsslinie. 
Die  Eeimtnis  des  Biegungsmomentes  ist  erforderUch,  wenn  es  sich 
um  die  Untersuchung  der  Festigkeit  eines  belasteten  Balkens  handelt. 
BcTor  an  die  Bestimmung  des  Biegungsmomentes  herangetreten  werden 
kann,  sind  die  LagerreaMionen  zu  finden,  welche  bei  zwei  Lagern 
durch  die  Bedingung  bestimmt  sind,  dass  sie  den  den  Balken  belasten- 
den EiBften  das  Gleichgewicht  halten  müssen.  Diese  Lagerreaktionen 
lassen  sich  auf  Grund  der  in  Nr.  13  für  die  Zerlegung  einer  Kraft 
in  zwei  Komponenten  angegebenen  CtiZmann'schen  Methode  in  fol- 
gender Art  finden.  Nach  Konstruktion  des  Kräftepol jgones,  das 
ganz  in  eine  vertikale  gerade  Linie  fällt,  und  des  Seilpolygones  ist 
die  Schlusslinie  des  letzteren  zu  ziehen,  d.  h.  die  Verbindungslinie 
der  Punkte,  in  denen  die  äussersten  Seilpolygonseiten  die  yertikalen 
Aktionslinien  der  Lagerreaktionen  schneiden.  Die  durch  den  Pol  des 
Kräftepoljgones  gehende,  zu  dieser  Schlusslinie  parallele  Gerade  teilt 
die  vertikale  Strecke,  welche  das  Kräftepoljgon  bildet,  so,  dass  die 
Stücke  die  Lagerreaktionen  ergeben  ^^. 

Unter  Biegwngsmoment  (moment  flechissanty  moment  of  flexurcy 
momento  fleüente)  tmrd  verstanden  die  Summe  atis  den  Drehmomenten 
derjenigen  Kräfte^  welche  auf  der  einen  Seite  des  zu  betrachtenden 
Querschnittes  liegen,  und  zwar  für  die  in  dem  Querschnitte  liegende 
Biegungsaxe  als  Drehungsaxe,  Für  vertikale  Kräfte,  welche  in  der- 
selben Ebene  liegen,  die  eine  Sjmmetrieebene  fiir  den  Balken  ist,  und 
für  zur  Längsaxe  des  Balkens  senkrechte  Querschnitte  ist  die  Biegungs- 
axe die  horizontale  Schwerlinie  des  Querschnittes.  Es  kann  dem- 
gemäss  in  diesem  Falle  das  Biegungsmoment  definiert  werden  als 
die  Summe  der  Drehmomente  der  auf  der  einen  Seite  liegenden  Kräfte 
für  einen  Punkt  der  Axe  ais  Drehpunkt 

Wird  nach  Culmann  die  Fläche,  welche  durch  das  für  die  Kräfte 
konstruierte  Seilpolygon  und  dessen  Schlusslinie  begrenzt  ist,  die 
Momentenfläche  und  deren  Höhe  an  irgend  einer  Stelle  die  Momenten- 
höhe,  bezw.  die  Ordinate  der  Momentenfläche,  genannt,  so  ergiebt  sich 
der  Satz:  Das  Biegungsmoment  eines  belasteten  Baikens  ist  gleich  dem 
Produkte  aus  der  Momentenhöhe  und  dem  Polai)stand, 

Das  Biegungsmoment  für  den  Querschnitt  AB  ist  gleich  m  •  h. 
Für   die   Dimensionenbestimmung    des   Balkens    kommt    das   grösste 


67)  Vgl.  Fig.  10  auf  p.  370.  Die  beiden  den  Balken  belastenden  KräitePj  undP,, 
welche  im  Kräfbepolygon  durch  die  Strecken  Pj  ==  Ol  und  P,  »=  12  dargestellt 
sind,  liefern  in  den  Lagerpunkten  die  beiden  Lagerreaktionen  It^^=^MO  und 
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Biegangsmoment  (MaaimalmomefU)  in  Betracht.    In  beistehender  Figur 
würde  dasselbe  gleich  tn  •  h  sein. 
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Fig.  10. 

Cfdmann  giebt  eine  Regel  für  das  Vorzeichen  des  Biegongs- 
momenteS;  welche  auch  den  Fall  erledigt^  bei  dem  die  Vertikale  in 
irgend  einem  Punkte  der  Axe  aus  der  Begrenzung  der  Momenten- 
fläche mehr  als  zwei  Punkte  ausschneidet^). 

Es  kommt  häufig  yor^  dass  der  Balken  durch  eine  auf  den  ganzen 
Balken  oder  auf  einen  Teil  desselben  stetig  wirkende  Belastung  be- 
ansprucht ist.  Die  Begrenzung  der  Momentenfläche^  bezw.  das  Seil- 
polygon aus  den  wirkenden  Kräften^  geht  dann  für  den  betreffenden 
Teil  des  Balkens  in  eine  Kurve  über  (vgl.  Nr.  10)^  und  das  Maximal- 
moment  findet  sich  an  einer  Stelle  ^  an  welcher  die  Tangente  dieser 
Kurve  parallel  zur  Schlusslinie  der  Momentenfläche  ist,  vorausgesetzt^ 
dass  das  Maximalmoment  sich  überhaupt  im  Innern  des  betreffenden 
Intervalls  befindet. 

In  vielen  Fällen  ist  es  zweckmässig,  die  vorhandene  Belastung 
in  Teile  zu  zerlegen  und  die  Momentenfläche  jedes  Teiles  für  sich  zu 
bestimmen.  Ist  hierbei  der  Polabstand  jedesmal  derselbe ,  so  ergiebt 
sich  die  Hohe  der  resultierenden  Momentenfläche  aus  den  Momenten- 
höhen der  für  die  Einzelbelastungen  gezeichneten  Momentenflachen 
durch  eine  algebraische  Addition.  Besonders  wichtig  ist  eine  der- 
artige Zerlegung  der  Belastung,  wenn  ausser  einer  unveränderlichen 
Belastung  eine  bewegliche  Lotst  vorhanden  ist.  Mit  diesem  Falle  und 
der  dann  erforderlichen  Bestimmung  des  Maximalmomentes  hat  sich 
schon  Cutmann  beschäftigt^®).  Das  Verfahren  besteht  im  wesent- 
lichen darin,  dass  anstatt  der  Last  der  Balken  verschoben  wird.  Es 
ist  dann  möglich,  das  Kräfte-  und  Seilpolygon  beizubehalten  und  nur 


68)  Gr.  St.,  2.  Aufl.  Zürich  1875,  p.  334. 

69)  Gr.  St.,  p.  129  u.  f. ;  siehe  aach  Levy,  La  statique  graphiqae,  Paris  1886. 
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die  Schlusslinie  des  letzteren  der  Lage  des  Balkens  entsprechend  zu 
andern.  Die  Sdhhisslinien  des  Seüpolygones  umhüllen  hierbei  eine  Parabel, 
und  die  Höhe  der  durch  das  Seilpolygon  und  diese  Parabel  begrenzten 
Fläche  liefert  für  die  verschiedenen  Stellungen  der  bewegten  Last  das 
sich  aus  derselben  ergehende  Maxivnalmoment  Sind  mehrere  bewegte 
Lasten  vorhanden^  die  unter  sich  in  fester  Verbindung  stehen,  so  tritt 
an  die  Stelle  der  Parabel  ein  Linienzug,  der  sich  aus  mehreren  Parabel- 
bögen zusammensetzt. 

Im  Gegensatz  zu  Oulmarm  nimmt  W.  StaJd  '^^)  und  nach  ihm 
H.  G.  Zeuthen  '^^)  die  Schlusslinie  des  Seilpolygones  als  unveränderlich 
an  und  verschiebt  das  Lastensjstem  statt  des  Balkens.  Bei  Bei- 
behaltung des  Polabstandes  ergeben  sich  dann  bezüglich  der  Ande- 
rung;  welche  das  Seilpolygon  erfährt,  die  Sätze: 

Jeder  Eckpunkt  des  Seilpolygones  bewegt  sich  auf  einer  Parabel, 
aUe  diese  Parabeln  sind  untereinander  kongruent  und  gleich  gericJUet 
Jede  Seite  des  Seüpolygones  *dreht  sich  um  einen  festen  Punkt,  und  zwar 
ist  dieser  Punkt  der  Schnittpunkt  der  beiden  Parabeln,  in  welchen  sich 
die  Endpunkte  dieser  Seite  bewegen. 

W.  Stahl  zeigt,  wie  sich  mit  Hülfe  dieser  Sätze  die  Maximal- 
tnomentenkurve  bestimmen  und  das  absolute  Maximum  finden  lässt^^). 

Von  J.  Weyrcmch'^^)  werden  zur  Untersuchung  der  Träger  bei  Ein- 
wirkung einer  beweglichen  Last  die  sog.  Influenz-  oder  Einflusslinien 
eingeführt.  Unter  der  Einflusslinie 
für  irgend  eine  vorgeschriebene  Stelle 
E  des  Balkens  bez.  des  Trägers  wird 
hierbei  eine  Linie  verstanden,  deren 
Ordinaten  für  die  verschiedenen  Lagen  Fig.  ii. 

der  bewegten  Last  den  Einfluss  der- 
selben auf  die  Stelle  E  ausdrückt,  also  hier  das  Biegungsmoment, 
welches  sich  bei  den  verschiedenen  Lagen  der  bewegten  Last  für  die 
Stelle  E  ergiebt.  In  beistehender  Figur  (Fig.  11)  stellt  ÄEB  die  Einfluss- 
linie für  die  Stelle  E  dar.  Ist  in  derselben  EE'  das  Biegungsmoment 
für  den   Querschnitt  E,  wenn  die  Last  sich  in  E  befindet,   so   ist 


70)  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  21  (1877),  p.  7. 

71)  Tekn.  Foren.  Tidsskr.  1877. 

72)  Vgl.  J.  ScMoiJce,  Civiling.  (2)  31  (1885),  p.  501,  sowie  H.  T,  Eddy,  Zeit- 
schr. f.  Bauwesen  40  (1890),  p.  397. 

78)  Allgemeine  Theorie  u.  Berechnung  d.  kontinuierlichen  und  einfachen 
Träger,  Leipzig  1873,  p.  60;  Zeitschr.  des  Arch.-  u.  Ing.-Ver.  zu  Hannover  21 
(1875),  p.  467.     Die  Untersuchungen  von  J.  Weyrauch  sind  mehr  analytisch. 
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Diy  das  Biegangsmoment  für  denselben  Querschnitt,  wenn  die  Last 
in  D  ist. 

Diese  Einflosslinien  haben  f&r  den  Fall  einer  beweglichen  Last 
eine  grosse  Bedeutung  erlangt  nicht  allein  beim  Balken,  sondern  auch 
bei  den  Fachwerken''*). 

18.  Konstruktion  des  Trägheitsmomentes  duroh  das  Seil- 
polygon. Zur  graphischen  Bestimmung  des  Traglieitsmomentes  eines 
Sjstemes  von  Massenpunkten,  die  in  den  Punkten  Ä^  einer  Ebene  E 
liegen,  für  eine  Trägheitsaxe  ^  in  ^  zeichnet  Culmann  nach  Ersetzung 
der  Massen  durch  Erafte  P^ ,  welche  in  A^  angreifen  und  parallel  zu  g 
sind,  das  Ejräfte-  und  Seilpoljgon.  Darauf  wird  ein  zweites  Seil- 
poljgon  gezeichnet  für  ein  gleichgerichtetes  und  zu  der  Geraden  g 
paralleles  System  von  ebenfalls  in  den  Punkten  A^  angreifenden 
Kräften,  wobei  die  Grössen  dieser  Kräfte  gleich  den  Strecken  zu 
nehmen  sind,  die  aus  der  Trägheitsaxe  g  durcli  je  zwei  aufein- 
anderfolgende Seiten  des  ersten  Seilpoljgones  geschnitten  werden. 
Hat  der  Polabstand  bei  beiden  Kräftepoljgonen  die  nämUche  Grosse  h, 
so  besitzt  das  Trägheitsmoment  für  die  Axe  g  den  Wert 

J^AB'h\ 


wo  AB  ^e  Strecke  ist^  welche  durch  die  äussersten  Seiten  des  zweiten 
Seilpoljgones  aus  g  geschnitten  wird^*). 

Beistehend  (Fig.  12)  ist  die  Konstruktion  des  Tnlgheitsmomentes 
durchgeführt  für  die  drei  in  A^y  A^y  A^  angreifenden  Kräfte  P^  =  Ol, 
Pj  =  12,  Ps  =  23  und  für  die  Axe  g  als  Trägheitsaxe. 

Nach  einer  Bemerkung  von  Mohr  ''*)  dient  das  zweite  Seilpolygon 
nur  dazu,  um  den  Inhalt  des  Flächenstückes  zu  finden,  welches  durch 

74)  Graphisch  sind  die  Einflasslinien  von  W.  Fränkel,  Ciyiling.  (2)  22  (1876), 
p.  442  behandelt.  Weiter  ausgebildet  und  auf  die  Fachwerkträger  angewandt 
ist  die  Theorie  der  Einflusslinien  wesentlich  von  H.  Müller- Breslau.  Siehe  auch 
M.  Levy,  La  statique  graphique  2  ed.,  Paris  1886,  t.  2,  p.  39. 

76)  Durch  dieses  Verfahren  wird  die  Bestimmung  des  Trägheitsmomentes 
auf  zweimalige  Bestimmung  von  statischen  Momenten  zurückgeführt ,  s.  auch 
Nr.  16.  In  entsprechender  Weise  konstruiert  Culmann  die  höheren  Momente. 
Es  ist  dies  derselbe  Gedanke,  der  in  lY  4,  Nr.  11  (Jung)  zur  Konstruktion  des 
einem  Massensystem  zugehörigen  Antipolarsjstems  benutzt  wird. 

76)  Zeitschr.  des  Arch.-  u.  Ing.-Ver.  zu  Hannover  16  (1870),  p.  41.  Um- 
gekehrt kann  daher  auch  das  Seilpolygon  zur  Bestimmung  des  Inhaltes  eines 
Flächenstückes  verwandt  werden.  Später  hat  Culmann  gezeigt  (Gr.  St.  2.  Aufl.,  p.21)^ 
dass  das  Seilpolygon  als  Summationspolygon  sich  allgemein  zur  Konstruktion 

eines  Ausdruckes  von  der  Form    ^Xj  „  *  benutzen  lässt. 


Form  J^Xf-g^ 
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das  erste  Seilpolygon  und  die  Tnlgheitsaxe  begrenzt  ist,  und  dessen 
Inhalt  auch  auf  andere  Weise  z.  B.  durch  das  Planimeter  bestimmt 
werden  kann.  Ist  O  der  Inhalt  dieses  Flächenstückes^  so  ist  das 
Trägheitsmoment 

A 


Fig.  12. 

Durch  das  nämliche  Seilpolygon  kann  dann  auch  das  Trägheits- 
moment f&r  jede  zu  g  parallele  Trägheitsaxe  und  insbesondere  für 
die  zu  g  parallele  Schwerlinie  gefunden  werden.  In  der  umstehenden 
Figur  (Fig.  13)  ist  2<b"h  das  Trägheitsmoment  für  die  drei  m  A^^  A,^y 
A^  angreifenden  Kräfte  P^  =  01,  P,  =  12 ,  P«  =  23  far  die  Schwer- 
linie 8  als  Trägheitsaxe. 

Handelt  es  sich  um  das  Trägheitsmoment  eines  Flächenstückes  F, 
80  ist  dasselbe  bei  unregelmässiger  Begrenzung  in  Streifen  parallel 


374         IV  6.  L.Henneherg.    Graphische  Statik:  Ebenes  Kräfkesystem. 

zur  Tnlgheitsaxe  zu  zerlegen  und  die  Kräfte  P|  sind  dann  in  den 
Mittellinien  dieser  Streifen  proportional  zu  den  Inhalten,  abo  pro- 
portional zu  den  mittleren  Höhen  für  gleiche  Breiten  S  der  Streifen 


Fig.  18. 

anzunehmen.     Ist  n  dieser  Proportionalitatsfaktor,   so  hat  das  Tnlg- 

heitsmoment  den  Wert 

J=2nSh'0. 

Da   für  £  als  Länge  des  Eräftepoljgones   der  Inhalt   des  Flächen- 
stückes 

F=nBS 

ist,  so  wird  der  sog.  Trägheitsradius 

bezw.  h  =  ]/^, 

wenn  nach  dem  Vorschlage  Mohr^s  der  Polabstand  h  gleich  -^  g^~ 

wählt  ist.    Zur  Bestimmung  des  Tragheitsradius  würde  demnach  die 
Fläche  ä>  in  eiu  Quadrat  zu  verwandeln  sein. 

19.  Weitere  graphische  Methoden  zur  Bestimmung  des  Träg- 
heitsmomentes. An  weiteren  Methoden  für  die  graphische  Bestim- 
mung des  Trägheitsmomentes  ist  zunächst  diejenige  yon  H.J.HoUender  ^^ 
zu  erwähnen,  bei  welcher  das  sogenannte  Komponentenpolygon  die 
Stelle  des  Seilpolygones  vertritt. 

Yon  Culfnann  werden  sodann  die  Trägheitsmomente  von  solchen 
ebenen  Flächenstücken,  deren  Trägheitsmomente  sich  durch  Integration 


77)  S.  Fussn.  46. 
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lücht  ennitteln  lassen,  vieliach  durch  direkte  Konatruktion  dea  Rech- 
rnrngsanadruckes  auf  Gniiid  der  Methoden  von  B.  E.  Cousinery  ^")  ge- 
funden. Ftlr  ebene  Flächenstflcte,  die  ron  nicht  geaetzmäsaigen  Eurren 
begrenzt  aind,  werden  von  Vcijdcek,  Coüignon''^, 
CÄr.  iVeWs»),  ÄTTemer"),  L.  Lewicfti«*)  durch  ^ 
direkte  graphische  Integration  nach  Cousinery, 
indem  die  Beg^enznl^plime  als  Ausgang  genommen 
wird,  reduzierte  Flüchen  hergeleitet,  deren  Inhalte 
das  betreffende  Ti^heitsmoment  bezw.  höhere 
Moment  darstellen.  Die  Terschiedenen  Konstruk- 
tioneo  unterscheiden  aich  im  weaentlichen  nur 
durch  eine  veracbiedene  Art  der  Zerlegung  des 
gegebenen  Fläeheostfickes  in  Streifen,  sowie  durch  _ 
andere  Anordnung  der  Hülfslinien.  So  stellt  (nach 
Nehls)  fQr  die  Fläche  F  und  die  Axe  g  der  In- 
halt Fl  der  durch  die  Eurre  AP,B  und  die  y-Aze  begrenzten  Fläche 
das  statische  TAoment  Jydf,  der  Inhalt  F^  der  durch  die  Eurre 
APfB  and  die  y-Axe  b^reuzten  Fläche  das  Ti^heitsmomeat  dar. 

30.  Eonatruktion  der  TrägbeltaeUipse^).  Für  die  technischen 
Zwecke,  insbesondere  für  diejenigen  der  Festigkeitalehre,  empfiehlt  es 
sich,  die  tou  (Mmann  eingefOhri«  TrägheitaeUipse  zu  yerwenden. 
Für  die  Eonatruktion  derselben  kommt  die  Eigenschaft  in  Betracht, 
dass  für  jede  durch  den  Mittelpunkt  gehende  Ti^heitaaxe  der  Träg- 
ieitsradius  gleich  dem  Abstände  der  beiden  parallelen  Tangenten 
vom  Mittelpunkt  ist.  Ctdmann  konatruiert  demgemäss  für  drei  durch 
den  Mittelpunkt  gehende  Axen  die  Trägheitsradien  und  findet  so 
aecha  Tangenten,  darch  welche  die  EUipse  schon  mehr  als  bestimmt 
ist").    Ist  die  Centralellipse  gezeichnet,  so  ergiebt  sich  aus  derselben 


Fig.  14. 


78)  Le  calcul  par  le  trait,  Paris  1839,  vgl.  oben  Nr.  2. 

79)  Vortrag  gehalten  1874  in  Lille.  Referat  daraber  TOn  M.  d'OcagTie, 
BuU.  Soc.  math.  de  Ftance  12  (1884),  p.  21.  M.  d'Oeagne  zeigt  auch,  wie  die 
Tangenten  und  die  Erümmungaradieu  der  reduzierten  Flächen  sich  fiadeu  lassen. 

80)  Civiling.  (2)  20  (1874),  p.  886;  81  (1876),  p.  131, 199,  261.  Sodann„Über 
graphische  Integration  und  ihre  Anwendung  in  der  graphischen  Statut",  UannOTer 
1877,  2.  Änfl.  Leipzig  1886. 

81)  Zeitochr.  d.  Ver.  deutsch.  lag.  21  (1877),  p.  366. 
89)  Cinling.  (8)  86  (1679),  p.  627. 

88)  FOr  die  Niunmem  20—22  dea  Textes  vgl.  insbesondere  1T4,  Nr.  20  (Jvitg). 

84)  F.  Oraefe  achlOgt  vor,  die  Trägheitsradien  für  drei  Axen  zu  bestimmen, 
deren  eine  mit  jeder  der  beiden  anderen  einen  Winkel  von  46°  einschliesst,  und 
giebt  dann  eine  einfache  Eonstmktion  für  zwei  konjugierte  Durchmesser,  sowie 

Sncjklop.  d.  mmib.  Wliienieh.    IV  1.  26 
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die  TriLgheitsellipse  für  einen  anderen  Mittelpunkt  mit  Hülfe  der  Be- 
ziehungen^ die  zwischen  den  TnLgheitsmomenten  bezw.  den  Tragheits- 
radien  zweier  parallelen  Trägheitsaxen  bestehen. 

Um  den  Übergang  von  der  Centralellipse  einer  Fläche  F  zn  einer 
anderen  Trägheitsellipse  zu  erleichtem,  werden  von  Mohr^)  die 
beiden  Punkte  q>  und  q>'  (Brennpunkte^^)  der  gegebenen  Fläche  F) 
eingeführt,  für  welche  die  Tiugheitsellipse  ein  Kreis  isi  Dieselben 
liegen  auf  der  Meinen  Axe  der  ÖMZmonn'schen  Centralellipse^^)  und 
haben,  wenn  a  und  b  deren  Halbaxen  sind,  vom  Schwerpunkte  S  die 
Entfernung 

c  =  )/a* —  6*,    wenn  a  >  &, 

d.  h.  dieselbe  Entfernung,  wie  die  Brennpunkte.  Das  Trägheitsmoment  J 
und  der  Trägheitsradius  Je  fQr  eine  beliebige  Gerade  g  haben  dann 
den  Wert 

J=  F(a'  +  e,e,),        k  =  Va'  +  e,e,, 

wo  e^  und  e^  die  Entfernungen  der  Trägheitsaxe  g  von  den  beiden 
Brennpunkten  der  Fläche  F  sind.  Sodann  ergiebt  sich  der  Satz: 
Die  beiden  Hauptaxen  eines  beliebigen  Punktes  C  halbieren  die  Winkd 
zwischen  den  von  C  nach  den  Brennpunkten  der  Fläche  F  gehenden 
Strahlen^). 

21«  Trägheitskreifl  und  CentralkreiB.  Vielfach  ist  es  zweck- 
mässig, die  Trägheitsradien  nicht  durch  die  Trägheitsellipse,  sondern 
durch  einen  Kreis  darzustellen.    Eine  derartige  Darstellung  findet  sich 


für  die  Halbaxen,  Zeitschr.  d.  Yer.  deutsch.  Ing.  43  (1899),  p.  210.     Siehe  aach 
A.  Sayno,  Ist.  Lomb.  Bend.  (2)  8  (1876),  p.  614. 

86)  Zeitschr.  d.  Arch.-  u.  Ing.-Ver.  zu  Hannover  16  (1870),  p.  48. 

86)  Diese  Bezeichnung  findet  sich  bei  Mohr  erst  in  einer  späteren  Arbeit, 
Civiling.  (2)  33  (1887),  p.  60.  Unabhängig  Yon  Mohr  sind  später  diese  beiden 
Punkte  von  O.  Jung  gefunden  und  als  Brennpunkte  des  Antipolarsjstemes  der 
Fläche  F  „Antifochi  di  F"  bezeichnet  worden,  Ist.  Lomb.  Rend.  (2)  8  (1876), 
p.  888—890,  Nr.  19—22. 

87)  Diejenige  Hauptträgheitsaxe ,  für  v^elche  das  Trägheitsmoment  den 
grössten  Wert  hat,  wird  von  Mohr  als  die  erste  bezeichnet.  Dieselbe  ist  die 
kleine  Axe  der  CWinann' sehen  Trägheitsellipse,  Zeitschr.  d.  Arch.-  u.  Ing.-Ver. 
zu  Hannover  16  (1870),  p.  48. 

88)  Dieser  Satz  ist  in  einem  allgemeineren  Satze  enthalten.  Die  Brenn- 
punkte  qp,  qp'  der  Fläche  F  bestimmen  eine  konfokale  Kegelschnittschar;  jede  Kurve 
der  Schar  (die  in  q>,  qp'  ausgeartete  eingeschlossen)  ist  ein  Kegelschnitt  konstanten 
Trägheitsmomentes  (vgl.  O.  Jung,  Ist.  Lomb.  Rend.  (2)  12  (1870),  p.  226).  Die 
Hauptträgheitsaxen  eines  Punktes  P  sind  die  Tangenten  in  P  der  beiden  kon- 
fokalen Kegelschnitte,  die  durch  ihn  gehen  und  halbieren  daher  den  Winkel 
zwischen  den  von  P  nach  9  und  9'  gehenden  Strahlen  (vgl.  IV  4,  21  {Jung)). 
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schon  bei  Mohr,  Die  Tragheitsradien  werden  nach  Mohr  durch  die  halbe 

Lange  der  durch  die  Trägheitsaxen  aus  einem  Kreis^  dem  Träghettskreis^ 

geschnittenen  Sehnen  bestimmt^)®*).    Der 

MoJif^sche  Tragheitskreis  für  die  Schwer- 
ponktsaxen  ist  hierbei  ein  Kreis,  welcher 
um  den  einen  Brennpunkt  B  der  Fläche  F  j^j 
mit  einem  Radius  a  gleich  dem  Trägheits- 
radius  der  ersten  Schwerpunktshauptaxe  ge- 
schrieben wird.  Aus  demselben  ergeben 
sich  fOr  das  Trägheitsmoment  J  und  den 
Tragheitsradius  Je  einer  beliebigen  Axe  g 
die  Werte:  Pig  15 

J=FEH\       k  =  EH, 

^wo  E  der  eine  Schnittpunkt  der  zu  g  parallelen  Schwerlinie  mit 
dem  Kreise  und  H  der  Fusspimkt  ist  des  vom  Mittelpunkte  B  des 
Oeises  auf  g  gefällten  Perpendikels.  Aus  dem  Trägheitskreis  für  den 
Schwerpunkt  S  lässt  sich  derjenige  fiir  einen  beliebigen  Punkt  her- 
leiten. Der  Tragheitskreis  kommt  bei  Mohr  zur  Verwendung,  wenn 
es  sich  um  die  Bestimmung  des  Mittelpunktes  der  Spannung  in  einem 
Querschnitt  handelt  bei  gegebener  neutraler  Axe®^). 

G,  Jung  hat  gezeigt^),  dass  der  -MbAr'sche  Trägheitskreis  für 
den  Schwerpunkt  nichts  anderes  ist  als  die  CWi^^ann'sche  Trägheits- 
ellipse für  jeden  der  Brennpunkte  fp  und  q)'  der  Fläche  F,  sowie  dass 
die  Anwendung  desselben  noch  erleichtert  wird,  wenn  man  einen 
anderen  auf  Sq)  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreis  hinzufügt. 

Sind  femer  f  und  f  die  Brennpunkte  und  AA  die  grosse  Axe 
der  Tragheitsellipse  für  einen  Punkt  0,  so  wird  andererseits  von  Jung 
dej  auf  AA'  als  Durchmesser  geschlagene  Kreis,  der  CentrcUJcreis,  he- 
nützt  *^).  Dieser  Kreis  ist  die  Fusspunktkurve  für  die  zu  0  gehörende 
Tragheitsellipse.  Für  eine  beliebige  Axe  g  durch  0  wird  nach  Jung 
der  Trägheitsradius  halb  so  gross  als  die  durch  f  (oder  f)  gehende 
rmd  zu  g  rechtwinklige  Sehne  des  Centralkreises. 

22.  Centriftigalmoment  (DeviationBmoment).  Das  Centl-ifugal- 
:xnoment  eines  ebenen  Massensjstemes  für  zwei  Axen  in  ihrer  Ebene 
'wird  gebildet,  indem  man  die  einzelnen  Massen  mit  den  in  der  Rich- 


89)  Auch  in  der  späteren  Arbeit  von  Ä.  Lodge  werden  die  Trägheitsmomente 
durch  Kreise  dargestellt,  Phil.  Mag.  (5)  22  (1886),  p.  453,  sowie  Brit.  Ass.  Rep. 
X886,  p.  648. 

90)  Ist.  Lomb.  Kend.  (2)  8  (1876),  p.  890. 

91)  Brit.  Ass.  Rep.  1876,  p.  26. 

26* 
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tnng  der  Axen  genommenen  Abständen  von  diesen  Axen  multiplizieit 
nnd  alle  diese  Produkte  addiert. 

Die  graphische  Bestimmung  des  Centrifiigalmomentes  wird  von 
Culmann^*)  unter  Ersetzung  der  Massen  durch  ein  System  von  pa- 
rallelen Kräften  in  ähnlicher  Weise  wie  diejenige  des  Trägheits- 
momentes durchgeführt  (ygl.  Nr.  18).  Die  Krafte  werden  zunächst  paraUel 
zur  einen  Axe  angenommen,  und  deren  Momente  durch  ein  SeUpolygon 
für  einen  Drehpunkt  in  dieser  Axe  bestimmt.  Darauf  werden  die 
auf  denselben  Hebelarm  gebrachten  Momente  als  Kräfte  an  die  Stelle 
der  Massen  gesetzt,  wobei  diese  Kräfte  nunmehr  die  Richtung  der 
zweiten  Axe  erhalten.  Das  resultierende  Moment  dieser  Kräfte  f&r 
einen  Punkt  der  zweiten  Axe  als  Drehpunkt  liefert  das  Centrifugal- 
moment.  Da  die  Bestimmung  dieses  resultierenden  Momentes  eben- 
falls durch  ein  Seilpoljgon  geschehen  kann,  so  lässt  sich  das  Cen- 
trifugalmoment  mit  Hülfe  yon  zwei  Seilpolygonen  konstruieren. 
Fallen  die  beiden  Axen. zusammen,  so  läuft  die  Konstruktion  auf  die- 
jenige des  Trägheitsmomentes  hinaus. 

Ist  die  Centralellipse  eines  Flächenstückes  F  gezeichnet^  so  lässt 
sich  nach  Culmann  das  Centrifugalmoment  für  zwei  Axen  g^  und  g^, 

die  durch  den  Mittelpunkt  der  Centralellipse  gehen, 
sofort  angeben.  Ist  nämlich  Ä  der  Schnittpunkt 
des  zur  einen  Axe  ^^  konjugierten  Durchmessers  mit 
der  Centralellipse,  so  ist  das  Centrifugabnoment 
pqF,^^)  Aus  dem  Centrifugalmoment  für  zwei  durch 
den  Schwerpunkt  gehende  Axen  lässt  sich  dann  sofort 
dasjenige  für  zwei  parallele  Axen  herleiten,  wenn  man 
nicht  zu  dessen  Bestimmung  die  Trägheitsellipse  für 
den  Schnittpunkt  dieser  beiden  Axen  verwenden  wilL 
Um  das  Centrifugalmoment  und  mit  ihm  das  Träg- 
Fig.  16.  heitsmoment  für  Axen,  welche  durch  einen  Punkt  P 

gehen,  zurückzuführen  auf  statische  Momente,  legt 
Mohr  durch  P  einen  Kreis,  den  Grundkreis  ^)  {Mohr-LatuTsdier 
Trägheitskreis),  mit  einem  beliebigen  Radius  r  und  denkt  sich 
denselben    in    der    Weise    mit    Masse    belegt,    dass    sich    auf    dem 

Längenelement  d$  eine  Masse  -^  befindet,  wo  dJ^  das  polare  Träg- 
heitsmoment^^) des  Flächenstreifens  ist,  welcher  durch  die  von  P  nach 

92)  Gr.  St.,  1.  Aufl.  (1866),  p.  162. 

93)  Gr.  St.,  2.  Aufl.  (1876),  p.  401  u.  404. 

94)  Bezeichnung  von  i?.  Land,  Ciriling.  34  (1888),  p.  160. 
96)  Siehe  IV  4,  10  (Jung). 
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den  Endpunkten  des  Längenelemenies  d$  gehenden  Strahlen  aus  dem 
gegebenen  Flachenstück  F  geschnitten  wird,  und  zwar  für  P  als  Pol. 
Wird  von  der  Masse  auf  dem  Kreise  der  Schwerpunkt  T^  {Trägheits- 
schwerpunkt der  Fläche  F  für  den  Pol  P)  bestimmt  und  in  demselben 

die  ganze  Masse  ~    vereinigt    angenommen,    so   ergeben   sich   nach 

Mohr  die  Sätze: 

Das  Centrifugätmoment  der  Fläche  F  für  zwei  beliebige  Polstrahlen 
PA  und  PB  ist  gleich  dem  statischen  Moment  der  Masse  des  Trag- 
heitsschtoerpunktes  in  Bezug  auf  die  den  beiden  Polstrahlen  zugehörige 
Kreissehne  AB, 

Das  Trägheitsmoment  der  Fläche  F  für  eine  bdidnge  durch  den 
Pol  gehende  Axe  PA  ist  gleich  dem  statischen  Moment  der  Masse  des 
Trägheitsschwerpunktes  in  Bezug  auf  die  Kreistangente  im  Schnittpunkte 
A  des  Kreises  mit  der  Trägheitsaxe  PA. 

Die  Hauptträgheitsaxen  sind  die  StroMen,  welche  von  dem  Pole  P 
nach  den  Endpunkten  des  durch  den  Trägheitsschwerpunkt  bestimmten 
Durchmessers  des  Grundkreises  gehen. 

Der  Trägheitsschwerpunkt  kann  aus  drei  Tnlgheitsmomenten  be- 
stimmt werden.  Aus  dem  Tragheitsschwerpunkt  für  den  Schwerpunkt 
der  Fläche  F  lässt  sich  derjenige  für  einen  anderen  Pol  herleiten. 

Zur  Konstruktion  des  Mohr-Land' sehen  Trägheitskreises  ver- 
wendet 12.  Land  die  Trägheitsmomente  für  zwei  zu  einander  senk- 
rechte Axen  und  das  betreffende  Centrifugalmoment^. 

Die  Beziehungen  zwischen  dem  Mohr-Land'schen  Trägheitskreis 
und  der  Trägheitsellipse  sind  von  F,  Graefe  untersucht^'').  Insbesondere 
konstruiert  F,  Graefe  den  Trägheitskreis  für  den  Schwerpunkt  durch 
Ermittelung  eines  Punktes  der  Centralellipse. 

23.  Centralkem.  Durch  Cuhnann  hat  die  Centralellipse  eine 
weitere  Bedeutung  für  die  Festigkeitslehre  erhalten^). 

Wirkt  auf  einen  ebenen  Querschnitt  F  eines  Körpers  eine  in 
einem  beliebigen  Punkte  A  desselben  angreifende  und  zum  Querschnitt 
senkrechte  Kraft  P,  so  erleidet  derselbe  nach  Ctdmann  eine  Drehung 
um  eine  in  dem  Querschnitt  liegende  Biegungsaxe  {Nulllinie),  sodass 
die  Normalspannungen  des  Querschnittes  proportional  zu  der  Ent- 
fernung von  dieser  Biegungsaxe  werden.  Und  zwar  ist  diese  Biegungs- 
axe die  Antipolare  des  Punktes  A  in  Bezug  auf  die  CentraleUipse  des 


96)  Civiliog.  84  (1888),  p.  123;  Zeitschrift  f  Bauwesen  42  (1892),  p.  549. 

97)  Zeitschr.  Math.  Phys.  46  (1901),  p.  348. 

98)  Gr.  St.,  1.  Aufl.,  p.  172  u.  folg.;  2.  Aufl.,  p.  416  u.  folg. 
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Querschnittes,  d.  h.  die  Polare  des  dem  Pnnkte  A  diametral  gegenüber- 
liegenden Punktes  A\ 

Schneidet  die  Biegungsaxe  die  Begrenzung  des  Querschnittes; 
so  wird  auf  der  einen  Seite  der  Biegungsaxe  Zug  und  auf  der  anderen 
Seite  Druck  vorhanden  sein.  Dagegen  tntt  im  ganzen  Querschnitt 
dieselbe  Art  der  Spannung  auf^  sobald  die  Biegungsaxe  ausserhalb 
des  Querschnittes  zu  liegen  kommt,  bezw.  den  Querschnitt  nicht 
schneidet. 

Dasjenige  Gebiet,  in  welchem  der  Angriffspunkt  A  der  Kraft 
liegen  muss,  damit  die  Biegungsaxe  den  Querschnitt  nicht  schneide«^ 
wird  nun  von  Oulmann  al»  der  Centralkem  (noyau  central,  central 
nudeus,  nocciolo  centrale)  bezeichnet.  Demgemass  ist  der  Centralkem 
eines  Querschnittes  begrenzt  durch  die  Antipole  aller  geraden  Linien, 
welche  die  Begrenzungskurve  der  ursprünglichen  Figur  berühren,  aber 
nicht  schneiden.     Vgl.  IV  4,  23  (Jung). 

Mit  Hülfe  der  Centralellipse  oder  unter  Umgehung  derselben 
mit  Hülfe  des  Trägheitskreises  lasst  sich  der  Centralkem  für  einen 
gegebenen  Querschnitt  leicht  graphisch  ermitteln*^). 

In  Figur  17  ist  der  Centralkem  des  Rechteckes  AB  CD  bestimmt 
Derselbe  ist  begrenzt  durch  die  yier  Antipolaren  ayh,  c,  d  der  Punkte 
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Fig.  17. 


Fig.  18. 


A,  B,  C,  D  in  Bezug  auf  das  durch  die  Centralellipse  des  Viereckes 
bestimmte  Antipolarsystem. 

Ist  die  Begrenzungskurve  des  Querschnittes  teilweise  nach  innen 
gekrümmt,  so  ist  vor  Bestimmung  der  antipolaren  Figur  dieses  nach 
innen  gekrümmte  Stück  derselben  durch  die  dasselbe  abschneidende 
Tangente  zu  ersetzen,  da  die  Tangente  in  den  Punkten  des  nach  innen 

99)  Oulmann  benutzt  bei  der  BestimmuDg  des  Centralkemes  direkt  die 
Centralellipse,  während  Mahr  und  später  Land  mit  dem  Trägheitekreis  kon- 
struieren: Mohr^  Zeitechr.  d.  Arch.-  u.  Ing.-Ver.  zu  Hannover  16  (1870),  p.  66;  Land^ 
Zeitschr.  f.  Bauwesen  42  (1892)  p.  668. 
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gekrümmten  Teiles  der  Begrenzungskurve  dieselbe  sowolil  schneiden 
wie  berühren  würde.  Handelt  es  sich  demgemäss  um  das  Sechseck 
ABCDEF  (Fig.  18),  so  sind  die  beiden  einspringenden  Seiten  AF 
und  FE  durch  die  Linie  AE  zu  ersetzen.  Der  Kern  des  Sechseckes 
ist  dann  die  antipolare  Figur  des  Fünfeckes  ABCDE  in  Bezug  auf 
das  durch  die  Centralellipse  des  Sechseckes  bestimmte  Antipolar- 
System  ^°°). 

C.  Das  räumliclie  Eräftesystem  ^®^). 

24.  Ej^Lfte  mit  demselben  Angriffspunkt.  Der  Satz  vom  Kräfte- 
polygon  gilt  bei  Kräften  im  Baume  in  derselben  Weise,  wie  bei  Kräften 
in  der  Ebene.  Die  Besultante  von  Kräften  im  Baums  mit  demselben 
Angriffspwnkt  ist  die  SchltissUnie  des  räumlichen  Kräftepolygons.  Kräfte 
im  Baume  mit  demselben  Angriffspunkt  stehen  im  GleicJigeuneht,  wenn  das 
räumliche  Kräftepolygon  ein  geschlossenes  ist. 

Zur  graphischen  Bestimmung  der  Besultante  von  Kräften  im 
Räume  mit  demselben  Angriffspunkt  konstruiert  Culmann  *®*)  die  Poly- 
gone aus  den  Projektionen  der  Kräfte  in  drei  ^^^)  zu  einander  senkrechten 
Projektionsebenen.  Dieselben  sind  die  Projektionen  des  räumlichen 
Kräftepolygones.  Die  Projektionen  der  Besultante  sind  dann  die 
Schlusslinien  dieser  drei  Polygone.  Gleichgewicht  ist  vorhanden^ 
wenn  die  Polygone  aus  den  Projektionen  der  Kräfte  geschlossen  sind. 

Die  Zerlegung  einer  Kraft  P  in  drei  Komponenten  Pj ,  P^,  P^ 
mit  demselben  Angriffspunkt  wie  P  ist  eindeutig  möglich^  solange 
Pj,  Pg,  P3  nicht  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen.  Die  Kom- 
ponenten Pj,  P,,  P,  sind  dann  durch  den  Satz  vom  Kräfteparallel- 
epiped  bestimmt.  Die  Zerlegung  ist  rasch  durchführbar  mit  Hülfe  der 
Bemerkung  von  Cubnamh,  dass  die  Besultante  der  beiden  Kompo- 
nenten Pi  und  Pj  in  der  Schnittlinie  der  Ebene  PiP^  mit  der  Ebene 
PP3  liegen  muss.  Eine  nicht  weniger  bequeme  Methode  giebt 
H.  MUUer-Breslau  ^^).    Nach   derselben  wird   mit  dem  Zeichnen  des 

100)  In  den  Lehrbüchern  der  graphischen  Statik,  insbesondere  in  denjenigen 
Ton  Culmann  und  Saviotti  finden  sich  die  Centralkeme  für  eine  ganze  Reihe 
Ton  speziellen  Querschnitten  angegeben.  Bezüglich  der  technisch  wichtigen 
Qnerschnitte  siehe  F.  Heinzerling  und  0.  Intze,  Deutsches  Normalprofil -Buch 
f.  Walzeisen,  6.  Aufl.,  Aachen  1S97,  sowie  die  von  den  Hüttenwerken  heraus- 
gegebenen Profilbücher. 

101)  Vgl.  IV  2,  Abschnitt  EI  (Timerding). 

102)  Gr.  St.,  p.  113. 

103)  Das  dritte  Polygon  ist  nicht  unbedingt  notwendig,  es  dient  nur  zur 
Kontrolle. 

104)  Zentralbl.  d.  Bauyerwaltung  11  (1891),  p.  437. 
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räumlichen  Eräftepolygones  begonnen,  indem  durch  die  Endpunkte 
der  gegebenen  Kraft  P  parallele  Linien  zu  P^  und  P,  gezogen  werden. 
Auf  denselben  sind  dann  die  Endpunkte  von  P^  und  P,  so  zu  be- 
stimmen, dass  deren  Verbindungslinie  parallel  zu  P,  ist  Dieses  ge- 
lingt durch  zweimaliges  Probieren  unter  Anwendung  des  Satzes: 
Drehen  sich  die  Seiten  eines  n-Ecks  um  feste  Punkte,  die  auf  einer 
Geraden  liegen,  und  verschieben  sich  hierbei  zugleich  n  —  1  Eck- 
punkte längs  beliebigen  gegebenen  Geraden,  so  beschreibt  der  letzte 
Eckpunkt  auch  eine  Gerade. 

25.  Kräftepaare  in  versohiedenen  Ebenen.  Zur  Bestimmung  des 
resultierenden  Eraftepaares  einer  Reihe  von  EnLftepaaren  in  yerschie- 
denen  Ebenen  wird  bei  Oulmann  der  Satz  vom  Azenpolygon  direkt 
verwandt.  Dagegen  zerlegt  J.  Bauschinger^^),  wie  dieses  von  Poinsot  bei 
der  analytischen  Zusammensetzung  geschieht,  zunächst  jedes  Eräftepaar 
in  drei  Kräftepaare  in  drei  zu  einander  senkrechten  Projektionsebenen, 
und  ermittelt  dann,  nach  Zusammensetzung  der  Kräftepaare  in  der- 
selben Projektionsebene,  das  resultierende  Kräftepaar  durch  den  Satz 
vom  Axenparallelepiped^^). 

26.  Graphisohe  ZuBammensetsung  der  EMfte  im  Baum  mit 
versohiedenen  Angriftopunkten.  Die  graphische  Zusammensetzung 
von  Kräften  P^,  die  an  verschiedenen  Punkten  eines  starren  Systemes 
angreifen,  wird  von  Ckdmann  unter  Zugrundelegung  von  drei  zu  ein- 
ander rechtwinkligen  Projektionsebenen  zunächst  ganz  im  Sinne  von 
Painsot  ^^^)  in  der  Weise  ausgeführt,  dass  sämtliche  Kiufte  nach  einem 
Punkte,  der  am  besten  im  Schnittpunkt  0  der  drei  Projektionsebenen 
angenommen  wird,  verschoben  werden.  An  die  Stelle  jeder  Kraft  P^ 
tritt  hierbei  die  nach  0  verschobene  Kraft  und  ein  Kräftepaar.  Die 
parallel  verschobenen  Kräfte  können  durch  die  Kräftepolygone  aus 
den  Projektionen  der  Kräfte  zu  einer  in  0  angreifenden  Kraft  ver- 
einigt werden,  die  Kräftepaare  nach  den  in  Nr.  25  behandelten  Methoden 
zu  einem  einzigen  ICräftepaar,  sodass  sich  eine  in  0  angreifende  Ejuft 
und  ein  Kräftepaar  ergiebt. 

Wird   zur  Zusammensetzung   der  Kräftepaare   die  Methode   von 


106)  Elemente  der  graphischen  Statik,  München  1871,  p.  69. 

106)  Da  die  Kräftepaare  in  den  Projektionsebenen  schon  durch  die  Projek- 
tionen der  Kräfte  gegeben  sind,  so  hat  die  Bauschinger'sche  Methode  den  Yor- 
sug,  dass  sich  sämtliche  Konstruktionen  direkt  in  den  drei  Projektionsebenen 
ausführen  lassen  und  Umklappungen  u.  s.  w.  nicht  erfordern.  Die  Zusammen- 
setzung der  Kräftepaare  in  derselben  Projektionsebene  kann  durch  Kräfte-  und 
Seilpolygon  bewerkstelligt  werden. 
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Fig.  19. 


Baiuschi/nger  verwandt;  so  sind  die  Momente  der  drei  resultierenden 
Kraftepaare  in  den  drei  Projektionsebenen  gleich  den  Momenten- 
summen  der  Kräfte  für  die  Schnittlinien  der  Projektionsebenen^  bezw. 
gleich  den  Summen  aus  den  statischen  Momenten  der  ersten^  zweiten 
und  dritten  Projektionen  der  Kräfte  fär  den 
Punkt  0  (Fig.  19).  Die  Bestimmung  dieser 
Momentensummen  kann  nach  den  verschie- 
denen besprochenen  Methoden  erfolgen. 
Werden  hierbei  nach  BatiscJiinger  die  drei 
Seilpolygone  verwandt^  die  sich  in  den  drei 
Projektionsebenen  för  die  Projektionen  der 
Kräfte  konstruieren  lassen^  wobei  es  zweck- 
mässig ist^  die  Abstände  der  drei  Pole  von 
den  Schlusslinien  der  Kräftepolygone  gleich 
gross   zu   wählen,  so   läuft  die  graphische 

ZusammenseUffmg  der  Kräfte  im  Baum  mit  verschiedenen  Angriffspankten 
auf  die  Konstruktion  der  drei  Kräfte-  und  Seilpolygone  für  die.  Pro- 
iekHanen  der  Kräfte  hinaus.  Sind  die  drei  Ejilftepolygone  aus  den 
Projektionen  der  Kräfte  geschlossen ,  die  drei  Seilpolygone,  bezw. 
wenigstens  eines  derselben,  offSen,  so  lassen  sich  die  Kräfte  auf  ein 
einziges  Kräftepaar  zurückführen.  Sind  die  drei  Kräftepolygone  und 
Seilpolygone  geschlossen,  so  stehen  die  Kräfte  im  Gleichgewicht.  Also: 

Kräfte  im  Baum  sind  dann  und  nur  dann  im  GleichgeuncJUy  wenn 
sich  sowohl  die  Kräfte-  als  auch  die  Seilpolygone  aus  ihren  Projek- 
tionen auf  jede  von  drei  sich  schneidenden  Ebenen  scUiessen  ^^. 

Eine  weitere  Methode  von  Culmann^^)  besteht  darin,  dass  sämt- 
Uche  £jräfte  in  je  zwei  Komponenten  zerlegt  werden,  von  denen  eine 
m  einer  angenommenen  Ebene  E  liegt,  während  die  andere  durch 
einen  beliebig  gewählten  Punkt  Ä  geht.  Die  Kräfte  in  E  lassen  sich 
durch  Kräfte-  und  Seilpolygon  zu  einer  einzigen  Kraft  in  E  ver- 
einigen; die  durch  Ä  gehenden  Kräfte  können  durch  zwei  Kräfte- 
polygone zu  einer  einzigen  in  Ä  angreifenden  Kraft  zusammengesetzt 
werden,  sodass  die  Kräfte  auf  zwei  sich  kreuzende  Kräfte  zurück- 
geführt sind,  von  denen  die  eine  in  der  Ebene  E  liegt,  während  die 
andere  durch  den  Punkt  Ä  geht.  Dagegen  gibt  F.  Zuchetti  ^^^)  ein 
graphisches  Verfahren  zur  Zurückführung  des  Kräftesystemes  auf  zwei 
sich  kreuzende  Kräfte,  von  denen  die  eine  in  einer  vorgeschriebenen 
Geraden  liegt. 

107)  J.  BautMnger,  Graphische  Statik,  p.  68. 

108)  Gr.  St.,  2.  Aufl.,  Zürich  1876,  p.  216. 

109)  Torino,  Atti  12  (1877),  p.  44. 
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Für  die  Centralaxe  und  das  HaupOcräflepoujir^^^),  das  senkrecht  gegen 
die  Centralaxe  gestellt  ist;  wird  schon  von  CkUmann  eine  graphische 
Methode  gegeben^  welche  im  wesentlichen  auf  den  Pomsofachen  Aus- 
führungen beruht.  Sehr  bequem  ist  zur  Bestimmung  .von  Gentralaze 
und  Hauptkräftepaar  eine  Methode  von  Mohr^^^),  bei  welcher  der 
Satz  verwandt  wird^  dass  die  Projektion  eines  räumlichen  Oleichgewichts- 
systemes  wieder  ein  Qleichgewichtssystem  bildet.  Es  seien  in  den 
drei  Projektionsebenen  aus  den  ersten^  zweiten  und  dritten  Projektionen 
der  Kräfte  die  Resultanten  A,  B,  C  gefunden.  B  und  C  bestimmen^ 
als  zweite  und  dritte  Projektion  einer  Kraft  aufgefasst^  eine  solche  D, 
C  und  Ä  eine  Kraft  E,  Ä  und  B  eine  Kraft  F.  Diese  drei  Kräfte 
Dy  Ej  F  sind  parallel  zur  Centralaxe^  und  die  Centralaxe  ist  der  Schnitt 
der  drei  Ebenen^  welche  durch  die  Kanten  des  durch  die  Kräfte  Bj 
Ey  F  bestimmten  Prismas  normal  zu  den  gegenüberliegenden  Seiten 
desselben  gelegt  werden^**). 

An  sonstigen  Methoden  für  die  graphische  Zusammensetzung  von 
Kräften  im  Baum  mit  verschiedenen  Angriffspunkten  ist  zu  erwähnen 
eine  solche  von  M,  Levy  ^**),  die  von  F.  Steiner  ***)  weiter  ausgebildet 
ist.  Dieselbe  soll  die  für  die  E)>ene  durch  das  Seilpolygon  gegebene 
Methode  auf  den  Raum  verallgemeinem.  An  die  SteUe  des  Seü- 
polygones  tritt  hierbei  eine  Seüpyramide. 

Ist  auf  eine  dieser  Arten  ^^^)  das  räumliche  Kräftesystem  auf  eine 
Kraft  und  ein  Ej*äftepaar,  bezw.  auf  zwei  sich  kreuzende  Kräfte,  zurück- 
geführt, so  bereitet  es  keine  Schwierigkeiten,  dieses  Kraftkreuz  mit 
Hülfe  der  Sätze  über  das  Nullsystem  durch  ein  anderes  zu  ersetzen. 
Das  Gleiche  gilt  von  der  Zerlegung  einer  Kraft  in  drei,  vier,  fünf 
und  sechs  Komponenten  ^^^. 

110)  Siehe  IV  2,  Nr.  10  und  Nr.  28  {Timerding). 

111)  Civiüng.  (2)  22  (1876),  p.  121. 

112)  An  die  Arbeit  von  Mohr  schliessen  sich  die  Arbeiten  von  0.  Hüppner  und 
/.  Tesar  an,  Civiling.  (2)  29  (1888),  p.  146;  bezw.  Prag.  Ber.  (1886),  p.  269. 

113)  La  statique  graphique,  Paris  1874,  p.  220. 

114)  Über  die  graphische  Zusammensetzung  der  Kräfte  im  Raum,  Wien 
1876,  p.  10. 

116)  Mit  der  Frage,  welche  Methode  die  bequemste  ist  bei  dem  Zusammen- 
setzen und  Zerlegen  von  Kräften  beschäftigt  sich  eine  Arbeit  von  W.  Stäckel, 
Zeitschr.  Math.  Phys.  43  (1898),  p.  62. 

116)  Mit  der  graphischen  Zerlegung  einer  Kraft  in  sechs  Komponenten  hat 
sich  schon  Culmann  beschäftigt,  Gr.  St.,  2.  Aufl.  1876,  p.  276;  später  Mohr, 
Civiling.  (2)  22  (1876),  p.  129;  sowie  L.  Henneberg,  Civiling  (2)  80  (1884),  p.  881 
mit  Hülfe  der  Sätze  über  das  Nullsystem.  Vereinfachte  Konstruktionen  gaben 
W.  Stäckel  (Fussn.  116)  und  im  Anschluss  daran  B.  Skutsch,  Sitzungsber.  d.  Berl. 
Math.  Ges.  1  (1902),  p.  69.    Vgl.  IV  2,  Nr.  22—25  (Timerding). 
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27.  Parallele  Kräfte.  Mittelpunkt.  Schwerpunkt.  Die  Zusammen- 
Betznng  von  parallelen  Kräften  kann  nach  Culmann  erfolgen  durch  Zu- 
sammensetzung der  Projektionen  der  Kräfte  in  zwei  Projektionsebenen^ 
durch  Kräfte-  und  Seilpolygon.  Die  hierbei  sich  ergebenden  Resul- 
tanten sind  die  betreffenden  beiden  Projektionen  der  Resultante  der 
gegebenen  parallelen  Kräfte.  Sind  die  beiden  in  den  Projektions- 
ebenen gezeichneten  Kräftepolygone  geschlossen,  die  Seilpolygone  da- 
gegen offen,  so  vereinigen  sich  die  parallelen  Kräfte  zu  einem  £[räfte- 
paar.  Gleichgewicht  ist  dagegen  Yorhanden,  wenn  die  Kräfte-  und 
Seilpolygone  geschlossen  sind. 

Der  Mittelpunkt*^')  eines  Systemes  von  parallelen  ICräften  kann 
graphisch  gefunden  werden,  indem  die  Bestimmung  der  Resultante 
für  zwei  verschiedene  Richtungen  durchgeführt  wird.  Praktisch  ist 
es  hierbei,  die  Kräfte  zweimal  parallel  zu  einer  Projektionsebene  an- 
zunehmen, und  die  Kräfte  in  der  betreffenden  Projektionsebene  durch 
Kräfte-  und  Seilpolygon  zu  vereinigen.  Die  beiden  sich  so  ergeben- 
den Resultanten  bestimmen  durch  ihren  Schnitt  einen  projizierenden 
Strahl,  auf  welchem  der  Mittelpunkt  des  Kräftesystemes  liegt,  um  auf 
demselben  den  Mittelpunkt  zu  finden,  genügt  es,  nur  einmal  in  einer 
anderen  Projektionsebene  in  gleicher  Weise  die  Zusammensetzung 
durchzuführen.  Hiermit  ist  von  Culmann  eine  allgemeine  graphische 
Methode  zur  Bestimmung  des  Mittelpunktes  von  parallelen  E^nlften, 
bezw.  des  Schwerpunktes,  gefunden,  und  zwar  läuft  dieselbe  auf  die 
Konstruktion  von  drei  Seilpolygonen  hinaus.  Handelt  es  sich  nicht 
um  den  Schwerpunkt  von  einzelnen  schweren  Punkten,  sondern  um 
denjenigen  eines  Körpers,  so  sind  Ähnliche  Betrachtungen,  wie  bei 
den  Schwerpunktsbestimmungen  von  Flächenstücken  hinzuzufügen. 

n.   Die  bestimmten  Faehwerke.    Allgemeine  Tlieorie. 

A.  Ebene  Fackwerke. 

28.  Einleitung.  Eine  der  wichtigsten  Anwendungen  der  gra- 
phischen Statik  bildet  die  Theorie  der  Fachwerke.  Sie  gehört 
zu  deiyenigen  Theorien,  die  ganz  aus  dem  praktischen  Bedürfiiis 
heraus  entstanden  sind:  sie  hat  sich  ergeben  infolge  der  Aufgaben, 
welche  durch  die  Benutzung  des  Eisens  bei  den  Ingenieurhoch- 
bauten auftraten,  bezw.  dadurch,  dass  hierbei  Gerippe  von  verhältnis- 
mässig dünnen  Stäben  zur  Übertragung  der  Lasten  auf  die  Lager 
verwandt  wurden.   Alle  derartigen  Gerippe  von  Stäben,  wie  sie  wesent- 

117)  Siehe  IV  2,  Nr.  21  (Timerding),  sowie  IV  4,  Nr.  7  (Jung). 


386  IV  ^'   L.  Henneberg.    Graphische  Statik:  Ebene  Faohwerke. 

lieh  bei  den  Dach-  und  Brückenkonstraktionen  verkommen,  und  die 
ihrem  Zwecke  entsprechend  notwendig  stabä^^^  sein  müssen,  werden 
schlechtweg  als  Fachwerke  bezeichnet. 

Die  Hauptaufgabe,  die  bei  der  Untersuchung  eines  vorliegenden 
Fachwerkes  entsteht,  und  welche  auch  die  Hauptaufgabe  einer  Theorie 
der  Fachwerke  bildet,  ist  die  Bestimmung  der  infolge  der  vorhandenen 
Belastungen  in  den  einzelnen  Stäben  des  Fachwerkes  sich  ergebenden 
Spannungen.  In  der  Theorie  der  sog.  bestimmten  Fachwerke  (vgl. 
weiter  unten)  sind  die  Punkte,  in  denen  die  einzelnen  Stabe  mit 
einander  verbunden  sind,  stets  als. Gelenke  gedacht ^^^),  so  dass  die 
Bestimmung  der  Spannungen  auf  die  Aufgabe  einer  Eraftezerlegung 
hinausläuft.  Aus  diesen  Spannungen  sind  dann  von  dem  Ingenieur 
in  einem  praktischen  Falle  auf  Grund  der  Festigkeitslehre  die  Dimen- 
sionen zu  berechnen,  welche  die  einzelnen  Stäbe  erhalten  müssen,  um 
diese  Spannungen  aufnehmen  zu  können.  Die  Elastizität  der  Stäbe, 
die  Gestaltsveränderüng,  welche  sich  daraus  f&r  das  Fachwerk  ergiebt^ 
und  die  Änderung,  welche  die  Spannungen  wiederum  hierdurch  er- 
leiden (Nebenspannungen)  werden  in  der  Theorie  der  bestimmten  Fach- 
werke nicht  berücksichtigt^*®). 

Da  hier  nur  Fachwerke  behandelt  werden  sollen,  die  aus  starren, 
durch  Gelenke  mit  einander  verbundenen,  Stäben  hergestellt  sind,  so 
werden  im  folgenden  zunächst  die  Gelenksysteme  untersucht. 

29.  Gelenksysteme  und  deren  Klassifikation.  Definition  der 
f^ien  Faohwerke.  Unter  einem  Gelenksystem  soll  ein  System  von 
starren  Stäben  verstanden  werden,  die  in  ihren  Endpunkten  durch 
Gelenke  miteinander  verbunden  Sind. 

Ein  solches  Gelenksystem,  bei  dem  endliche  oder  unendlich  kleine 
Bewegungen  der  einzelnen  Stäbe  bezw.  Gelenke  gegen  einander  mög- 
lich sind^'^),  sei  als  kinemaHsch  unbestimmt  bezeichnet. 


118)  In  diesem  Artikel  soll  dementsprechend  unter  einem  Fachwerk  nur 
eine  stabile  Konstruktion  verstanden  werden. 

119)  Ein  Fach  werk,  in  dem  die  einzelnen  Stäbe  nicht  durch  Gelenke,  son- 
dern starr  mit  einander  verbunden  sind,  wird  als  ein  starres  Fachwerk  bezeichnet. 

120)  Alle  hierhergehörigen  Fragen  werden  in  einem  späteren  Artikel  behandelt. 

121)  Die  unbestimmten  Gelenksysteme  sind  nach  kinematischer  Seite  unter- 
sucht in  IV  S,  Nr.  28-80  (Ä,  Schoenflies  und  M.  Grübler),  Beiträge  zu  ihrer 
statischen  Untersuchung  geben  die  Entwickelungen  in  Nr.  8  oben.  Anderweitige 
komplizierte  Fälle  werden  in  der  Litteratur  mehrfach  behandelt,  auch  mit  gra- 
phischen Hilfsmitteln.  Vgl.  insbes.  S.  Finsterwalder,  Mechanische  Beziehungen 
bei  der  Flächendeformation,  Deutsche  Math.-Ver.  6  (1899),  p.  48,  sowie  TT.  Sehlifik, 
Über  die  Deformation  von  Häuten  rhombischer  Struktur,  Diss.  München  (Neu- 
wied) 1902. 
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Kinemcriisch  bestimmt  soll  ein  Gelenksystem  genannt  werden^  bei 
welchem  gegenseitige  Bewegungen  der  Gelenke  bezw.  Stabe  nicht  mög- 
lich sind^  und  ans  welchem  durch  die  Wegnahme  eines  jeden  Stabes 
ein  kinematisch  unbestimmtes  System  entstehen  würde.  Dagegen  sei 
ein  hinemaüsch  überbestimmtes  Gelenksystem  ein  solches,  bei  welchem 
gegenseitige  Bewegungen  der  Gelenke  nicht  mögHch  sind,  und  bei 
welchem  sich  wenigstens  ein  Stab  finden  lasst,  nach  dessen  Wegnahme 
das  System  noch  immer  unbeweglich  bleibt.  Jedes  kinematisch  über- 
b««l..e  (W«ü»y^„  l»i  .iL  »,  eine«  l.u...ati.ch  besitami» 
Gelenksystem  durch  Einschaltung  eines  oder  emiger  weiteren  Stabe 
herleiten. 

Die  kinemoHsch  bestimmten  wie  die  MnemaMsch  überbestimmten 
Gelenksysteme  werden  als  freie  FachwerTce  bezeichnet 

In  dieser  allgemeinen  Weise  sind  die  Fachwerke  zuerst  von 
0.  Mohr  und  sodann  von  A,  Föppl  aufgefasst,  während  A.  Rittery 
C  Cuimann  und  L.  Cretnona,  die  nebst  Clerk  Maxwell  als  die  Be- 
gründer der  Fachwerkstheorie  anzusehen  sind,  nur  ganz  spezielle  kine- 
matisch bestimmte  und  kinematisch  überbestimmte  Gelenksysteme  als 
Fachwerke  definieren. 

JfcföÄr***)  verstand  ursprünglich  unter  einem  Fachwerk  jede  aus 
stabformigen  Teilen  zusammengesetzte  Trägerkonstruktion,  welche  so 
unterstützt  ist,  dass  eine  Veränderung  der  Form  und  der  Lage  des 
Trägers  nur  infolge  von  Längenänderungen  der  Konstruktionsteile 
entstehen  kann.  Ein  solches  Fachwerk  nannte  Mohr  ein  einfaches, 
wenn  die  Längen  der  einzelnen  EonstruktionsteUe  voneinander  unab- 
hängig sind,  im  anderen  Falle  ein  zusammengesetztes. 

Zweckmässiger  sieht  A.  Föppl  ^*')  zunächst  von  den  besonderen 
Lagerbedingungen  (wie  auch  oben  geschehen)  ^'^)  ab  und  versteht 
unter  einem  Fachwerke  ein  System,  das  aus  moiterieUen  Punkten  und  ge- 
wissen Verbindungslinien  derselben  so  zusammengesetzt  ist,  dass  keine 
rdative  Bewegung  der  Teile  des  Systemes  gegen  einander  möglich  ist, 
ohne  dass  die  Länge  dieser  Verbindungslinien  geändert  unrd.  Diese 
Definition  ist  mit  der  oben  gegebenen  Definition  des  freien  Fach- 
werkes identisch. 

Die  materiellen  Punkte  {Gelenke,  Knotenpunkte^^))  und  die  Ver- 


122)  Zeitechr.  d.  Arch.-  u.  Ing.-Ver.  zu  Hannover  20  (1874),  p.  223,  609,  sowie 
21  (1876),  p.  17. 

123)  Theorie  des  Fachwerkes^  Leipzig  1880. 

124)  Auf  die  sogenannten  gestützten  Fachwerke  kommen  wir  in  Nr.  47  zurück. 
126)  Bei  den  Fachwerken  wird  in  der  Regel  von  Knotenpufikten  statt  von 

Gelenken  gesprochen. 
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bindungslinien  (ßiabe)  werden  als  Elemente  der  Fachwerke  bezeichnet, 
die  ihrerseits  ehene  oder  räunUiche  Fachwerke  genannt  werden^  je 
nachdem  das  ganze  System  in  einer  Ebene  liegt  oder  nicht. 

30.  Analytiflohe  Kennzeioheh  für  die  verschiedenen  Arten  von 
Gelenksystemen.  Je  zwei  Knotenpunkte  eines  ebenen  Qelenksystemes 
mit  den  Koordinaten  x^y  y^  nnd  Xj^y  y^,  welche  durch  einen  Stab  von 
der  Länge  Z^  mit  einander  verbunden  sind^  liefern  eine  Gleichung 

(1)  (*,  -  ^J*  +  (y,  -  y,y  =  ih  • 

Daraus,  dass  diese  Gleichungen  im  Falle  des  kinematisch  be- 
stimmten Gelenksystems  nach  Festiegung  des  Koordinatensystemes 
gegenüber  dem  Gelenksystem  fQr  die  Koordinaten  sämtlicher  Knoten- 
punkte bestimmte  Werte  liefern  müssen,  ergiebt  sich,  dass  die  Zahl  m 
der  Stäbe  eines  ebenen  Fachwerkes  von  n  Knotenpunkten  2»  —  3 
betragen  muss,  und  dass  in  diesem  Falle  die  obigen  Gleichungen 
voneinander  unabhängig  sein  müssen.  Dadurch  wird  für  das  Gelenk- 
system eine  ganz  bestimmte  ^^Struktur"'  festgelegt,  auf  deren  nähere 
Bestimmung  weiter  unten  (in  Nr.  34)  eingegangen  wird. 

Da  wir  auch  unendlich  kleine  Beweglichkeit  des  Gelenksystemes 
ausschliessen,  können  wir  die  (2n  —  3)  in  Betracht  kommenden  Glei- 
chungen durch  ihre  Differentialrelationen  ersetzen: 

(2)  (x,  -  x,)iSx,  -  *xj  +  (y,  -  y,)(<Jy,  -  dy,)  =  0. 

Zugleich  werden  wir,  um  das  Koordinatensystem  festzulegen,  etwa 

^1  =  0,    yi  =  0,    x^  =  0 
und  dementsprechend 

dxi  =  0,     dyi  =  0,    dx^  =  0 

setzen.  Es  muss  dann  verlangt  werden,  dass  auch  die  übrigen  (2n  —  3) 
Grössen  ^x^y  dy^  infolge  der  vorstehenden  linearen  Gleichungen  ver- 
schwinden. Man  ordne  also  die  Gleichungen  nach  diesen  Öx^,  dy^  und 
bilde  die  Koeffizientendeterminante  D.  Die  dx^^  dy^  sind  dann  not- 
wendig alle  gleich  Null,  wenn  D  ^  0 . 

Damit  ist  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  ein 
Gelenksystem  als  ein  freies  kinematisch  bestimmtes  Fachwerk  betrachtet 
werden  kann,  die,  dass  die  Zahl  m  der  Stabe  bei  n  Grelenken  (Knoten- 
punkten) 2n  —  3  beträgt,  und  dass  die  obige  Determinante  D  einen 
von  Null  verschiedenen  Wert  besitzt  ^^^). 

126)  Die  Anzahl  der  notwendigen  Stäbe  haben  unabhängig  von  einander 
Mohr  und  Levy  bestimmt;  Mohr,  Zeitschr.  d.  Arch.-  u.  Ing.-Ver.  zu  Hannover  20 
(1874),  p.  509;  Levy,  La  statique  graphique,  1.  äd.  Paris  1874,  p.  60  und  93—96; 

die  Bedingung  2)^0  findet  sich  zuerst  bei  Föppl,     Vorher  hat  jedoch  schon 


"% 
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Ist  m  <  2n  —  3;  so  ist  das  Gelenksystem  unter  allen  Umstanden 
lnem(itisch  unbestimmt,  wobei  es  jedoch  sein  kann^  dass  ein  Teil 
es  Gelenksystemes  für  sich  als  kinematisch  bestimmt  oder  selbst  als 
inematisch  überbestimmt  zu  betrachten  ist.  So  sind  die  beiden  ge- 
üchneten  Gelenksysteme  (Fig.  20),  für  welche  m  <  2n  —  3,  kine- 
latisch  unbestimmt,  obgleich  in  dem  ersten  ein  Teil  kinematisch 
estimmt,  in  dem  zweiten  ein  Teil  kinematisch  überbestimmt  ist. 

Ist  ein  Gelenksystem  von  n  Gelenken  (Eoiotenpunkten)  und 
\  =  2n  —  3  Stäben  kinematisch  unbestimmt,  so  sind  zwei  Fälle 
iöglich: 

a)  Es  kann  sein,  dass  die  für  die  kinematische  Bestimmtheit  er- 
>rderliche   Struktur   des  Gelenksystemes  nicht  vorhanden  ist.     Dies 


Fig.  20. 


Fig.  21. 


itt  z.  B.  ein,  wenn  ein  Teil  des  Gelenksystemes  ein  kinematisch 
berbestimmtes  Fach  werk  ist  (wie  in  Fig.  21),  während  der  andere 
'eil  zu  wenig  Stäbe  hai  Die  obigen  m  =  2n  —  3  Gleichungen  (1) 
ürden  sich  dann  auf  weniger  als  2n  —  3  von  einander  unabhängige 
leichungen  zurückführen  lassen;  für  das  lineare  Gleichungssystem  (2) 
edeutet  dies  ein  Verschwinden  der  Determinante  D. 

b)  Es  kann  aber  auch  sein,  dass  die  erforderliche  Struktur 
orliegt  und  trotzdem  D  =  0  ist.  Dieser  Fall  möge  der  Grenjsfaü 
enannt  werden**^).  Die  kinematische  Unbestimmtheit  ist  nur  hervor- 
erufen  durch  die  speziellen  Werte,  welche  die  Längen  der  einzelnen 
tabe   besitzen.    Beispiele   hierzu   bieten   ein   Dreieck  ABC,    dessen 


..  F.  Moebius,  Lehrbuch  der  Statik/  Leipzig  1837,  2.  Bd.,  Kap.  4  die  Frage 
itschieden  für  den  allgemeinen  Fall  verschiedener  mit  einander  verbundener 
Orper. 

127)  Diesen  Grenzfall  behandelt  Ä.  F.  Moebius,  vgl.  Fussn.  126.  Bei  den 
achwerken  machte  0.  Mohr  zuerst  auf  diesen  Fall  und  dessen  Wichtigkeit 
ifmerksam,  Ciyiling.  (2)  31  (1886),  p.  289.  Mohr  bezeichnet  diesen  Fall  als 
enjenigen,  bei  welchem  die  eine  Stablänge  als  Funktion  der  übrigen  betrachtet, 
n  Maximnm  oder  Minimum  ist.  Dass  bei  dem  Grenzfall  die  Struktur  des  Ge- 
nksystemes  übrigens  die  fär  die  kinematisch  bestimmten  Fachwerke  erforder- 
ehe  ist,  wurde  yon  L.  Henneberg,  Statik,  p.  219,  nachgewiesen. 
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Eckpunkte  in  dieselbe  Gerade  fallen^  sowie  das  Fachwerk  von  6  Ejioten- 
punkten  (Fig.  22),  bei  welchem  die  drei  Stäbe  ÄA^,  BB^,  00^,  bezw. 
deren  Verlängerungen,  sich  in  demselben  Punkte  0  schneiden.    In  be- 


Fig.  22. 


Fig.  23. 


sonderen  Fällen  kann  auch  endliche  Bewegung  auftreten^  vgl.  Fig.  23. 
Jedenfalls  lässt  sich  der  Satz  aussprechen: 

Hat  ein  Gelenksystem  von  t»  =  2«  —  3  Stäben  diyenige  Struktur, 
welche  für  ein  freies  kinematisch  bestimmtes  Fa/ihwerk  erforderlich  ist, 
so  ist  es  entweder  ein  solches,  oder  es  liegt  der  Gremfaü  vor. 

Hat  ein  Gelenksystem  mehr  als  2n  —  3  Stäbe^  so  ist  es  ent- 
weder kinematisch  überbestimmt  oder  kinematisch  unbestimmt  Bei 
der  Entscheidung  dieser  Frage  kommt  es  darauf  an  zu  untersuchen, 
ob  das  obige  System  der  Gleichungen  (1)  sich  auf  2n  —  3  voneinander 
unabhängige  zurückführen  lässt  oder  auf  weniger  als  2n  —  3. 

31.  Das  statisohe  Grandproblem  für  die  freien  Faohwerke. 
gestimmte**  Faohwerke.  Auf  die  Gelenke  (Knotenpunkte)  eines  Ge- 
lenksystemes  sollen  Kräfte  wirken^  welche  zusammengenommen  unter- 
einander im  Gleichgewichte  sich  befinden.  Die  sich  dann  ergebende 
Aufgabe,,  die  Spannungen  in  den  einzelnen  Stäben,  die  infolge 
dieser  Kräfte  auftreten,  zu  bestimmen,  lässt  sich  so  formulieren:  Die 
auf  die  Knotenpunkte  wirkenden  und  in  ihrer  Gesamtheit  im  Gleich- 
gewicht  stehenden  Kräfte  sollen  in  der  Weise  in  die  einzelnen  Stäbe 
gerlegt  werden,  dass  sich  in  jedem  Stabe  zwei  gleich  grosse  und  entgegen- 
gesetzt gerichtete  Kräfte  ergeben.  Die  absolute  Grösse  der  beiden  Kräfte 
in  einem  Stabe  giebt  die  absolute  Grösse  der  betreffenden  Spannung, 
während  durch  deren  Bichtung  bestimmt  ist,  ob  in  dem  Stabe  Zug 
oder  Druck  herrscht.  In  der  Regel  wird  diese  Aufgabe  der  Span- 
nungsbestimmung in  etwas  veranderter  Weise  gefasst.  Statt  der  be- 
treffenden Komponenten  der  auf  ein  Gelenk  wirkenden  Kraft  P  werden 
ihnen  entgegengesetzte,  gleich  grosse  Kräfte,  die  Gelenkdrücke,  ein- 
geführt.    Dann  ist  die  in  einem  Knotenpunkte  A  angreifende  Kraft  P 
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in  das  Oleichgewicht  zu  setzen  mit  den  auf  den  Punkt  Ä  wirkenden 
und  in  den  in  ^  zusammentreffenden  Stäben  liegenden  Gelenkdrücken, 
wobei  die  beiden  GelenkdrQcke,  welche  in  demselben  Stabe  liegen,  und 
die  auf  die  beiden  den  Stab  begrenzenden  Knotenpunkte  wirken,  die- 
selbe Gfrösse,  aber  entgegengesetzte  Richtung  haben  müssen.  Die  letzte 
AufEstösung  hat  den  Vorteil,  dass  man  die  für  jeden  Knotenpunkt  sich 
ergebenden  Kraftepolygone  in  derselben  Richtung  von  der  betreffen- 
den Kraft  P  ausgehend  zu  umfahren  hat  (siehe  die  Pölygonmethode  in 
Nr.  32).     Wir  erläutern  zimachst  den  analytischen  Ansatz. 

In  einem  Gelenksysteme  von  n  Knotenpunkten  und  m  Stäben 
seien  die  Koordinaten  der  Knotenpunkte  mit  x^,  y^,  die  Komponenten 
der  auf  rr^,  y^  wirkenden  Kraft  mit  X^,  Y^y  die  Länge  eines  zwei  Knoten- 
punkte Xi,  y^  und  x^,  y^  verbindenden  Stabes  mit  l^^  und  die  Spannung 
in  demselben  mit  S,j,  bezeichnet.  Dann  ergeben  sich  für  die  Spannungen 
die  Gleichungen 


y;=^s,*^^/") 


wobei  die  Summen  aber  diejenigen  Knotenpunkte  x^y^  zu  erstrecken 
aind,  welche  mit  dem  Knotenpunkte  Xfiff  durch  Stäbe  verbunden  sind. 
Die  Zahl  dieser  2»  Gleichungen  reduziert  sich  infolge  der  Gleich- 
gewichtsbedingnngen,  denen  die  Kräfte  genügen  sollen: 

auf  2n  —  3  voneinander  unabhängige.  Die  Bestimmung  der  Span- 
nungen erfolgt  durch  Auflösung  dieses  Systemes  von  2n  —  3  linearen 
Gleichungen  mit  m  Unbekannten. 

Soll  das  Gelenksystem  statisch  bestimmt  sein,  d.  h.  sollen  sich  für 
jedes  Gleichgewichtssystem  der  Kräfte  X^y  Y^  ganz  bestimmte  endliche 
imd  eindeutige  Werte  für  die  Spannungen  ergeben,  so  ist  erforderlich: 
a)  dass  die  Zahl  der  obigen  von  einander  unabhängigen  Glei- 
chungen übereinstimmt  mit  der  Zahl  der  unbekannten.  Das  Gelenk- 
system muss  somit  m  =  2n  —  3  Stäbe  haben,  also  ebensoviele  Stäbe 
haben,  wie  die  kinematisch  bestimmten  Fachwerke. 

128)  Ä.  Castigliano,  Theorie  de  requilibre  des  sjst^mes  dlastiques,  Turin 
1879f  p.  16.  Werden  die  Gleichungen  für  die  Spannungen  in  dieser  Weise  ge- 
schrieben,  wobei  in  den  Summen  auf  den  rechten  Seiten  stets  mit  den  Koor- 
dinaten Xi,  y^  angefangen  wird,  also  mit  den  Koordinaten  desjenigen  Knoten- 
punktes, auf  den  die  betreffende  Kraft  X^  Y^  wirkt,  so  wird  S^j^  positiv  im  Falle 
einer  Zugspannung  und  negativ  im  Falle  einer  Druckspannung,  vgl.  L.  Henne- 
herg,  Statik,  p.  223. 

Siic7klop.  d.  m»th.  Wiuenich.    lY  1.  26 
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b)  Es  muss  die  Eliminationsdeterminante  A  der  Qleichungeii 
einen  von  Null  yerschiedenen  Wert  besitzen. 

A.  Föppl  hat  nun  den  wichtigen  Satz  bemerkt  ^^),  dass  diese 
Determinante  A  übereinstimmt  mit  der  vorhin  besprochenen  Deter- 
minante Dy  von  welcher  es  abhängt,  ob  ein  Qelenksystem  von 
m  '=  2n  —  3  Stäben  kinematisch  bestimmt  ist  oder  nicht  So  ei^ebt 
sich  der  Satz  von  Ä.  F(^l: 

Die  freien  kinematisch  bestimmten  Fackwerke  sind  identisch  mü 
den  statisch  bestimmten  Gelenksystemen, 

Infolge  dieses  Satzes  werden  von  Ä.  Föppl  die  freien  kinematisch 
bestimmten  Fachwerke  schlechtweg  als  ^esiimmtff^  Fachwerke  bezeichnet 

Die  Bestimmung  der  Spannungen  in  einem  bestimmten  Fachwerke 
ist  ewrückgefiihrt  auf  die  Auflösung  des  obigen  Systemes  von  2n  —  3 
linearen  Gleichungen  mit  2n  —  3  Unbekemnten  und  nicht  verschwinden- 
der Determinante^^). 

Ist  ein  Qelenksystem  von  m  =  2n  —  3  Stäben  kinematisch  un- 
bestinmit,  sei  es  nun,  dass  ein  Teil  des  GelenksjBtemes  zu  yiel,  ein 
anderer  Teil  zu  wenig  Stäbe  hat,  sei  es,  dass  der  Grenzfall  yorli^t^ 
so  lässt  sich  die  Spannungsbestimmung  nur  für  spezielle  S^i^fbe- 
Systeme  durchführen  und  führt  dann  auf  unendlich  yiele  Werte  für 
die  Spannungen ^^*).    Daraus  folgt  der  Satz: 

129)  Dass  die  beiden  Determinanten  übereinstimmen,  ist  ausgesprochen  nnd 
der  Beweis  kurz  angedeutet  in  Föppl,  Theorie  des  Fachwerks,  p.  26.  Sp&ter  giebt 
A,  Föppl,  Schweiz.  Bauz.  9  (1B87),  p.  42  einen  ausführlicheren  Beweis.  Werden 
in  Bücksicht  darauf,  dass  oben  dx^  "=0,  ^2^j  =  0,  dx^^=^0  gesetzt  ist,  nun  die 
Gleichungen  für  JE^ ,  F^ ,  X,  weggelassen  und  dann  in  den  Gleichungen  für  die 

Spannungen  die  Grössen  -^  als  die  Unbekannten  betrachtet,  so  ergeben  sich 

diese  beiden  Determinanten  aus  einander  durch  Vertauschung  der  Reihen  und 
Zeilen,  wie  A.  Föppl  gezeigt  hat.  Bei  L.  Henneberg,  Statik,  wird  der  Satz  von 
Föppl  bewiesen  durch  den  Nachweis,  dass  die  kinematisch  bestimmten  Fach- 
werke und  die  statisch  bestimmten  Gtelenksysteme  dieselbe  Struktur  haben,  und 
dass  beide  Male  die  Grenzfälle  sich  decken. 

130)  In  den  folgenden  Nummern  werden  demgemäss  wesentlich  die  Methoden 
gegeben  werden  müssen,  welche  zur  graphischen  oder  analytischen  Auflösung 
dieses  Systemes  yon  linearen  Gleichungen  dienen.  Zunächst  soll  die  Unter- 
suchung durchgeführt  werden  für  spezielle  Fachwerksformen  (Nr.  82  und  SS). 
Daran  schliesst  sich  die  Untersuchung  der  Struktur  des  allgemeinen  bestinunten 
ebenen  Fachwerkes  (Nr.  84).  Auf  Grund  dieser  Struktur  werden  dann  (Nr.  85 — 88) 
die  allgemeinen  Methoden  für  die  Auflösung  des  obigen  Systemes  von  Gleichungen 
entwickelt.  Den  Schluss  des  Abschnittes  bilden  die  £[riterien  für  das  Auftreten 
der  Grenzfälle  (Nr.  89). 

ISO*)  Dass  die  Spannungen  beim  Grenzfall  im  allgemeinen  unendlich  gross 
werden,  hat  zuerst  O.  Mohr,  Civiling.  31  (1886),  p.  295  bemerkt;  vgL  aach 
L.  Henneberg ^  Statik,  p.  231. 
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Ein  Odeniksystem  von  m  =  2n  —  3  Stoben  ist  ein  bestimmtes 
Fachwerh,  sobald  sich  für  irgend  ein  angenommenes  Gleichgewichtssystem 
wmKräften  die  Spamnungen  als  endlich  und  eindeutig  bestimmen  lassen^^^). 

Ist  ein  hinenuUisch  uberbestimmtes  Fachwerk  gegeben  von  n  Knoten- 
punkten und  w  =  2n  —  3+2?  Stäben^  so  ist  die  Zahl  der  unbe- 
kannten Spannungen  um  jp  grösser  als  die  Zahl  der  linearen  Gleichungen. 
Es  ergeben  sich  somit  unendlich  viele  Werte  für  die  Spannungen. 
Die  kinematisch  überbestimmten  Fachwerke  werden  daher  als  statisch 
unbestimmte  Fachwerke  bezeichnet.  Die  Spannungen  lassen  sich  bei 
einem  statisch  unbestimmten  Fachwerke  in  der  Form  anschreiben 

wobei  j8J^^  ii^end  ein  mögliches  Wertesystem  der  Spannungen  dar- 
stellt^  während  5,'^,  •  •  •  S^jj  p  von  einander  verschiedene  Wertesysteme 
für  die  Spannungen  bedeuten^  die  möglich  sind^  wenn  sämtliche  äusseren 
Kräfte  gleich  Null  gesetzt  werden.  Die  spezifische  Untersuchung  der 
statisch  unbestimmten  Fachwerke  läuft  auf  die  Bestimmung  der 
p  Multiplikatoren  A^,  A^; . . .  A^  hinaus^  was  mit  Hülfe  der  Elastizitäts- 
lehre möglich  ist. 

Wir  werden  bei  den  folgenden  Betrachtungen  die  statisch  un- 
bestimmten Fachwerke  der  Kürze  halber  beiseite  lassen  ^'^^  womit 
dann  auch  die  Betrachtung  der  mehrfach  zusammenhängenden  Fach- 
werke entfällt^  über  die  MaaweU  in  seiner  Abhandlung  von  1869 
einige  vorläufige  Bemerkungen  macht. 

32.  Dreieoksfoohwerke.  Sobnittmethode.  Methode  der  Ej^Lfte- 
polygone.  Fachwerker  welche  man  sich  entstanden  denken  kann  durch 
Aneinanderlegen  von  Dreiecken^  werden  Dreiecksfachwerke  genannt 
wL  mtter^  und  C.  (Mmann^^)  haben  in  ihren  anfänglichen  Unter- 
suchungen überhaupt  nur  an  Dreiecksfachwerke  gedacht  und  dem- 
^mass  die  Fachwerke  definiert. 

Unter  einem  Fachwerk  wird  von  Culmann  geradezu  ein  System  von 
StiLben  verstanden,  das  nach  dem  umstehenden  Schema  hergestellt  ist^''^). 

131)  Dieser  Satz  wird  wichtig  werden,  wenn  es  sich  um  die  Entscheidung 
fies  Orenzfalles  handelt. 

182)  Die  Behandlung  der  statisch  unbestimmten  Fachwerke  wird  in  den 
Referaten  über  Elastizität  und  Festigkeitslehre  ihren  Platz  finden.  In  der  Praxis 
kommen  sehr  oft  statisch  unbestimmte  Fachwerke  yor,  vgl.  die  unten  in  Nr.  48 
und  49  gegebene  Aufzählung. 

188)  Elementare  Theorie  und  Berechnung  eiserner  Dach-  und  Brücken- 
Iconfltmktionen,  Hannover  1863. 

134)  Graphische  Statik,  1.  Aufl.  (1866),  1.  Teü  (1864). 

186)  Culmann,  Gr.  St.,  p.  862. 

26* 
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Der  Polygonzug  1^  3^  5,  7,  u.  s.  w.^  auf  welchem  sämtliche  Knoten- 
punkte liegen^  wird  die  Gurtung  oder  der  Band  des  Fachwerkes 
genannt^  die  betre£Fenden  Stabe  die  GurtungS'  bezw.  die  Bandstäbe. 
Die  übrigen  Stabe  23^  34,  45,  ...,  welche  einen  fortlaufenden  Zug 
bilden,  werden  als  Biagonaien  bezw.  als  Diagonalstäbe  bezeichnet, 
die  Dreiecksfiächen  123,  234,  ...,  durch  deren  Aneinanderfügen  das 


Fig.  24. 

System  entstanden  gedacht  werden  kann,  als  die  Fächer  oder  Felder 
des  Fachwerkes. 

Das  hier  von  ddmann  als  Fachwerk  eingefBhrte  System  ist  im 
Sinne  einer  allgemeinen  Definition  als  ein  spezielles  Dreiecksfachwerk 
zu  bezeichnen,  da  bei  den  allgemeinen  Dreiecksfachwerken  die  Diago- 
nalen keinen  fortlaufenden  Zug  zu  bilden  brauchen. 

Zur  Bestimmung  der  Spannungen  werden  nun  bei  Bitter  und 
Culmann  Schnitte  durch  das  Fachwerk  gelegt,  welche  nur  drei 
nicht  durch  denselben  Punkt  gehende  Stabe  treffen  (SdinittmeOiode), 
Die  Bestimmung  der  Spannungen  erfolgt  dann  durch  die  Bemerkung, 
dass  diejenigen  Kräfte,  welche  auf  den  einen  Teil  des  Fachwerkes 
wirken,  im  Gleichgewicht  stehen  müssen  mit  den  drei  Gelenkdrücken, 
welche  von  dem  anderen  Teile  des  Fachwerkes  herrühren  und  in  den 
drei  vom  Schnitte  getroffenen  Stäben  liegen.  Im  weiteren  unter- 
scheiden sich  die  Methoden  Yon  Bitter  und  Ckdmann  nur  durch  die 

verschiedene  Art  der  Losung  der  Aufgabe^  eine 
Ejraft  in  drei  Komponenten  zu  zerlegen,  welche  in 
drei  vorgeschriebenen  Geraden  liegen  (s.  Nr.  13). 

Die  Schnittmethode  ist  stets  anwendbar,  wenn 

sich  durch   das  Fachwerk  ein  Schnitt  legen  läss^ 

'<*  der  nur  drei  Stäbe  trifft,  die  (bezw.  deren  Verlange- 

Fig.  26.  rungen)  nicht  durch  denselben  Punkt  gehen,  und 


\ 
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kann  dann  zur  Bestimmnng  der  Spannungen  in  den  drei  vom  Schnitte  ge- 
troffenen Sieben  verwandt  werden.  Die  Bedeutung  der  Schnittmethode 
geht  daher  über  die  Dreiecksfachwerke  hinaus.  So  kann  in  dem 
beigezeichneten  Fachwerke  (Fig.  25),  welches  kein  Dreiecksfachwerk 
ist,  die  Schnittmethode  benutzt  werden  zur  Bestimmung  der  Span- 
nungen in  den  drei  Stäben  14,  25,  36. 

Bei  der  Methode  der  Kräftepolygone  (Polygonalmethode)^^)  er- 
folgt die  Bestimmung  der  Spannungen  in  der  Reihenfolge  1,  2,  3,  4,  . . . 
(Fig.  24)  der  Knotenpunkte  fiir  jeden  Knotenpunkt  einzeln  durch  das 
zugehörige  Kraftepolygon,  da  sich  dann  stets  nur  zwei  unbekannte 
Gelenkdrücke  ergeben,  die  durch  die  Bedingung  des  geschlossenen 
Kraftepolygones  bestimmt  sind.  Jede  Spannung  kommt  hierbei 
zweimal  vor  und  zwar  in  den  beiden  Kräftepoljgonen,  die  für  die 
beiden  den  betreffenden  Stab  begrenzenden  Knotenpunkte  konstruiert 
sind.     In  Fig.  26   sind  nach  der  Poljgonalmethode  die  Spannungen 


Fig.  26. 


für  einen  einfeu^hen  symmetrisch  gebauten  und  symmetrisch  belasteten 
Brückenträger  bestimmt.  Infolge  der  Symmetrieverhältnisse  brauchen 
die  Spannungen  dabei  nur  für  die  Hälfte  des  Fachwerkes  gefunden 
zu  werden.  Es  sind  daher  die  Kräftepolygone  nur  für  die  Knoten- 
punkte (0),  (1)  und  (2)  gezeichnet.  In  den  einzelnen  Kräftepolygonen 
haben  die  Spannungen  dieselbe  Bezeichnung  wie  die  betreffenden  Stäbe 


186)  Die  Polygonalmethode  scheint  von  M.  Taylor  nnd  Fl.  Jenkin  zuerst 
benatzt  worden  zu  sein,  vgl.  Oremona-SavioUi,  Les  figures  r^ciproques,  p.  8. 
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des  Fachwerkes  erhalten.  Die  Spannungen  b  und  f  sind  Druck- 
Spannungen^  die  übrigen  Zugspannungen. 

Die  Bedeutung  der  Polygonalmethode  geht  ebenfalls  über  die  Drei- 
ecksfachwerke  hinaus.  Dieselbe  ist  anwendbar  für  alle  Fachwerke, 
welche  man  sich  aus  einem  Dreieck  durch  successives  Hinzufügen 
von  weiteren  Knotenpunkten,  von  denen  jeder  durch  zwei  Stabe  fest- 
gelegt ist,  entstanden  denken  kann  ^'^).  Bei  dem  Zeichnen  der  Eraftepoly- 
gone  ist  mit  dem  zuletzt  hinzugekommenen  Knotenpunkte  zu  beginnen, 
dann  zum  vorletzten  überzugehen,  u.  s.  w.,  sodass  sich  stets  Polygone 
ergeben,  von  denen  samtliche  Seiten  mit  Ausnahme  von  zweien  von 
vornherein  bekannt  sind. 

Vom  analytischen  Gesichtspunkte  aus  betrachtet,  liefert  die 
Schnittmethode  für  den  Fall  ihrer  Anwendbarkeit  ein  Mittel,  um  aus 
den  linearen  Gleichungen  des  Problems  sämüiclie  Spannungen  mit 
Ausnahme  von  dreien  zu  eliminieren,  und  so  drei  lineare  Gleichungen 
herzustellen  mit  drei  Unbekannten  bezw.  drei  Gleichungen,  von  denen 
jede  nur  eine  Unbekannte  enthält.  Bei  der  Polygonalmethode,  falls 
dieselbe  anwendbar  ist,  werden  die  obigen  Gleichungen  zu  je  zweien 
so  gruppiert,  dass  ihre  Auflösung  sich  durch  successives  Auflösen 
von  je  zwei  linearen  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten  bewerk- 
stelligen lässt. 

Aus  der  Schnittmethode  ergiebt  sich  die  zuerst  von  H.  Müller' 
Breslau  benutzte  Methode  der  imaginären  Gelenke  ^^)y  die  in  einer 
zweifachen  Anwendung  der  Schnittmethode  besteht.  Diese  Methode 
kann  verwandt  werden  zur  Bestimmung  der  Spannungen  in  zwei 
Stäben  a  und  b,  wenn  sich  durch  dieselben  zwei  Schnitte  g^  und  g^ 
legen  lassen,  von  denen  der  erste  ausser  den  beiden  Stäben  a  und  b 
nur  noch  zwei  Stäbe  c^  und  d^y  der  letzte  zwei  Stäbe  c^  und  d^  trifiL 
Werden  nämlich  für  diese  beiden  Schnitte  die  Momentengleichungen 
aufgestellt  und  zwar  bei  dem  Schnitte  g^  unter  Benutzung  des  Schnitt- 
punktes Ol  von  ^  und  d^  als  Drehpunkt,  und  bei  dem  Schnitte  g^ 
für  den  Schnittpunkt  0^  von  c^  und  d^  als  Drehpimkt,  so  ergeben 
sich  zwei  lineare  Gleichungen  für  die  Spannungen  in  den  Stäben  a 
und  b.  Die  Schnittpunkte  0^,  0,  der  Linien  q,  d^  und  c^,  d^  werden 
dabei  als  imaginäre  Gelenke  bezeichnet. 

Durch   diese   verschiedenen   Methoden   sind   die   Spannungen    in 

187)  Siehe  Nr.  84  (das  dort  an  zweiter  Stelle  angeführte  Bildungsgesetz). 

138)  Schweiz.  Bauz.  9  (1887),  p.  122.  JET.  Müller -Breslau  bestimmt  die 
Spannungen  in  einem  Fachwerke,  das  durch  ein  Sechseck  und  die  drei  Haupt- 
diagonalen  gebildet  ist.  Die  Benennung  imaginäre  Gelenke  ist  von  A.  FÖppi 
eingeführt:  Theorie  des  Fachwerks  (1880),  p.  40. 
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Tiden  schon  komplizierteren  Fachwerken  bestimmbar.  Häufig  wird 
es  hierbei  notwendig  sein,  bei  demselben  Fachwerke  mehrere  Methoden 
xa  yerwenden^**). 

33,  Mazwell*sohe  Faohwerke.  Ausgehend  von  der  durch  ihn 
begründeten  Theorie  der  reziproken  Figuren  (Nr.  12)  stellte  sich 
aierk  Maxtodl^^)  die  Aufgabe,  Fachwerke 
zu  finden,  deren  Eräftepolygone  sich  so 
zusammenlegen  lassen,  dass  sie  eine  zu 
dem  ursprünglichen  Fachwerke  und  den  an 
ihm  wirkenden  Straften  reziproke  Figur 
lüden.' 

Beispielsweise  kann  man  die  drei  Sjräfte- 
polygone  der  Fig.  26  und  die  zu  ihnen  sym- 
metrischen, in  Fig.  26  nicht  gezeichneten 
JBLräftepolygone,  so  zusammenlegen,  dass  bei- 
stehende Figur  entsteht,  die  zu  der  des  in 
7ig.  26  dargestellten  Brückenträgers  rezi- 
prok   ist.     Augenscheinlich    hat    die   Fig.  27 

Tor  den  Polygonen  der  Fig.  26  den  Vorzug,  dass  bei  ihr  die 
Spannung  eines  jeden  Stabes  nur  einmal  vorkommt. 

Aus  den  Untersuchungen  von  Maxwell  ergiebt  sich  nun: 

ÄUe  und  nu/r  solche  bestimmten  Fachwerker  welche  zusammen  mit 
den  Aktionslinien  der  tmrkenden  Kräfte  als  orthogonale  Projektion  einer 
Polyederschale  angesehen  werd^  können,  liefern  reziproke  Kräftepläne. 

Wir  werden  die  betreffenden  Fachwerke  als  MaocweWsche  Fach- 
werke  bezeichnen.  Will  man  bei  einem  Marwell'schen  Fachwerke  das 
Bild  eines  geschlossenen  Polyeders  vor  Augen  haben,  so  kann  man 
80  verfahren,  dass  man  in  die  AktionsUnien  der  wirkenden  Erafte 
noch  ein  Seilpolygon  einspannt  und  dementsprechend  in  der  rezi- 
proken Figur  die  vom  zugehörigen  Pole  des  Eraftopolygons  nach  den 
Ecken  desselben  gehenden  Diagonalen  hinzufügt 

In  Nr.  12  ist  der  Zusammenhang  der  reziproken  Figuren  mit 
dem  Nullsystem  ausführlich  besprochen  und  zum  Teil  durch  Formehi 


Fig.  27. 


189)  Eine  ganze  Reihe  spezieller  Methoden  finden  sich  bei  C.  SavioUi,  La 
statica  grafica,  Milano  1888.  SamoUi  untersucht  eine  grosse  Zahl  schwie- 
rigerer Fachwerke,  bei  denen  er  die  Spannungen  vielfach  durch  spezielle  Über- 
legungen findet. 

140)  Phil.  Mag.  (4)  27  (1864)  und  Edinb.  Boy.  Trans.  26  (1872)  =  Papers  1, 
p.  614  bezw.  Papers  2,  p.  161. 
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erläutert.  In  der  nachfolgenden  Figur  (Fig.  28)  ist  die  ganze  Eon- 
straktion für  einen  Dachstolily  auf  dessen  Knotenpunkte  ausser  der 
Belastung  noch  Winddruck  wirkt  (die  Seitenansicht  findet  sich  in  der 
Figur  links  unten)  nach  den  Methoden  der  darstellenden  Geometrie  in 
Ghnndriss  und  Aufriss  durchgeführt  ^^^). 
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Fig.  2S. 


Übrigens  hat  eine  derartige  Figur  nur  theoretisches  Interesse; 
für  die  Konstruktion  der  reziproken  Kräfteplane  braucht  man  nicht 
aus  der  Ebene  herauszutreten. 


141)  Ref.  Yerdankt    diese  Figur,   wie  überhaupt  eine   Reihe   Bonit  Ter- 
wendeter  wertyoUer  Mitteilungen  Herrn  F,  SchiUmg. 
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Bequem  ist  bei  der  Herstellnng  der  reziproken  Eräftepläne  die 
Bezeichnung  von  R.  H.  Bow^^^),  nach  welcher  im  Fachwerk  die  ein- 
zelnen Fächer  und  im  Krafteplan  die  diesen  Fächern  entsprechenden 
Punkte  dieselbe  Bezeichnung  erhalten  ^^). 

Unabhängig  von  Maxwell  sind  M,  Taylor  und  Fl,  Jenkin  ^^)  durch 
das  praktische  Bedür&is  veranlasst  zu  diesen  reziproken  Eräfteplänen 
gekommen.  Auch  sind  schon  von  Fl,  Jenkin  ^^)  die  reziproken  Eräfte- 
pläne f&r  eine  ganze  Reihe  von  technisch  wichtigen  Fachwerken  an- 
gegeben. Weitere  Beispiele  gab  von  englischer  Seite  B,  H.  Bow^^^. 
Andere  zum  Teil  komplizierte  Beispiele  hat  L.  Cremona  hinzugef&gt. 
Hervorzuheben  ist  die  systematische  Darstellung  L.  Cremona^s  unter 
Benutzung  des  NuUsystemes. 

Vorzugsweise  ein&ch  werden  die  reziproken  Eräftepläne  für  alle 
diejenigen  Fachwerke,  welche  in  der  Form  Fig.  24  enthalten  sind. 
Für  die  betreffenden  Enlftepläne  fand  L.  Cremona  die  folgenden 
Regeln'^),  mit  Hülfe  deren  man  dieselben  rein  schematisch '^)  zeich- 
nen kann: 

Im  Eräftepolygone  sind  die  Eräfte  in  der  nämlichen  Reihenfolge 
anzuordnen,  wie  die  Enotenpunkte  bei  Umgehung  der  Gurtung  des 
Fachwerkes  auf  einander  folgen.  Von  den  Eckpunkten  dieses  Eräfte- 
polygones  müssen  die  Spannungen  in  den  Gurtungsstäben  ausgehen, 

denden  Gurtungsstabe  von  demjenigen  Punkte  aus,  in  welchem  die 
auf  diese  Enotenpunkte  i  und  k  wirkenden  Eräfte  im  Eräftepolygone 
zusammenkommen.  Die  Diagonalspannungen  bilden  einen  fortlaufen- 
den  Zug.  Die  Spannungen  in  den  Stäben  eines  Faches  kommen  in 
einem  Punkte  zusammen. 

So  einfach  wie  in  Fig.  27  werden  die  Zeichnungen  allerdings 
nicht  immer. 

Die  nachfolgende  Fig.  29  giebt  den  Eräfbeplan  für  ein  Fachwerk 

von  der  Form  Fig.  24.  &i ;  ^s  9  ^s ;  •  •  • ;  ^8  >  ^i  ^^^  ^^  Eräfliepolygon 
für  die  auf  die  Enotenpunkte  1, 2, 3, . . .  wirkenden  Eräfte  P^,  P,,  P^, . . ., 


142)  JS.  H.  Bow,  Economies  of  eonsimctions  in  relation  to  framed  structures, 
London  1878. 

148)  Cambr.  Phil.  Soc.  Proc.  2  (1876)  »  Papers  2,  p.  492. 

144)  Edinb.  Roy.  Soc.  Trans.  25  (1869),  p.  441. 

146)  L.  Cremona,  Le  figure  reciproche  nella  statica  grafica.  —  Die  im 
Text  gegebenen  Regeln  reichen  ans  fOr  eine  grosse  Zahl  techmsch  wichtiger 
Fachwerke. 

146)  Es  ist  hier  also  nicht  nötig,  sich  erst  die  räumlichen  Figuren  zu 
bilden  (s.  die  obige  Bemerkung). 
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welche  ein  Gleichgewichtssystem  bUden.  In  diesem  Eiiiftepolygone 
sind  die  Kräfte  in  der  Reihenfolge  Pj,  P,,  P4,  P^,  Pg,  P,,  P5,  Pj  an 
einander  angetragen ,  somit  in  der  Reihenfolge  wie  die  Knotenpunkte 
des  Fachwerkes  bei  Umgehung  des  Randes.  Die  Spannungen  in  den 
Gurtungsstäben  des  Fachwerkes  sind  die  Linien,  welche  von  den  Eck- 
punkten h^yb^, . . .  des  Kräftepolygones  ausgehen.  Insbesondere  ist 
die  Strecke  2^4  IV,  welche  von  dem  Punkte  b^  ausgeht,  in  dem  die 
Kräfte  P^  und  P^  zusammentreffen,  die  Spannung  in  dem  Gurtungs- 
stabe  46.  Der  Linienzug  I,  II,  lU ...  ist  der  Zug  der  Diagonalspannungen. 
So  ist  I  U  die  Spannung  in  der  Diagonalen  23,  II  lU  die  Spannung 
in  der  Diagonalen  34  u.  s.  w.    Die  Punkte  I,  II, . . .  sind  diejenigen 


Fig.  29. 


Punkte  des  Kräfteplanes,  welche  den  einzelnen  Fächern  des  Fach- 
werkes entsprechen,  und  in  denen  stets  die  drei  Spannungen  zusammen- 
treffen, die  in  den  das  betreffende  Fach  begrenzenden  Stäbe  li^^n. 
In  der  Zeichnung  des  Fachwerkes  sind,  wie  dieses  üblich  ist,  die  auf 
Druck  in  Anspruch  genommenen  Stäbe  durch  eine  zweite  schwächere 
Linie  hervorgehoben. 

Es  entsteht  die  Frage:  Wann  lässt  sich  überhaupt  ein  Fachwerk 
nebst  den  Aktionslinien  der  wirkenden  Kräfte  und  dem  Seilpolygon 
als  Projektion  eines  Polyedergebildes  betrachten,  sodass  ein  reziproker 
Knlfbeplan  {Diagramm)  möglich  ist?  Diese  Frage  beantwortet  J.  Petersen 
durch  den  Satz:  Wenn  jeder  geschlossene  ,yPolygonwe^  ein  Stück  vom 
Systeme  vollständig  losschneidet,  so  existiert  ein  Diagramm^*^),  {Petersen 
setzt  dabei  das  Fachwerk  niqht  notwendig  als  bestimmt  und  nicht 
einmal  als  eben  voraus.)  Dagegen  giebt  F,  Schur  (vgl.  Nr.  38  u. 
Fussn.  173)  die  Regel:  für  das  Fachwerk  solle  eine  vollständige  und 
zusammenhängende  Zerlegung  in  £  —  1  „einfache^'  Polygone  existieren 
{k  ist  dabei  die  Zahl  der  Knotenpunkte). 


147)  /.  Petersen,  Stetik,  p  169. 
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34.  Die  Struktor  des  (allgemeinen)  „l^dstimmten**  ebenen  Faoh- 
"werkes.  In  den  folgenden  Betrachtungen  seien  die  Knotenpunkte 
nach  der  Zahl  der  Stäbe  unterschieden,  die  in  ihnen  zusammen- 
kommen, und  zwar  sei  ein  Knotenpunkt,  in  dem  Je  -^-1  Stabe  durch 
ein  Gelenk  verbunden  sind,  ein  A;-facher  Knotenpunkt  genannt^^). 

Die  älteren  Methoden  zur  Herstellung  von  bestimmten  ebenen 
Fachwerken  sind  wesentlich  die  beiden  folgenden  ^*^): 

1)  Man  sucht  zwei  bestimmte  ebene  Fachwerke  {ßcheihen)  von 
n^  und  ft,  Knotenpunkten  zu  einem  einzigen  bestimmten  ebenen  Fach- 
werke von  th  "h  ^2  Knotenpunkten  zu  vereinigen.  Dies  geschieht, 
indem  drei  Knotenpunkte  des  einen  Fachwerkes  durch  drei  Stäbe  mit 
drei  Knotenpunkten  des  anderen  Fach  Werkes  verbunden  werden*^). 
Hierbei  dürfen  sich  die  drei  Stäbe  bezw.  ihre  Verlängerungen  nicht  in 
demselben  Pimkte  schneiden,  sonst  würde  „der  Grenzfall^^  eintreten  *^^). 

2)  Aus  einem  bestimmten  ebenen  Fachwerk  von  n  Knotenpunkten 
lässt  sich  ein  solches  von  n  -f-  1  Knotenpunkten  herleiten,  wenn  nach 
Annahme  eines  Punktes  C  als  (n  +  1)**^  Knotenpunkt  derselbe  durch 
Stäbe  mit  zwei  Knotenpunkten  A  wnd  B  des  Fachwerkes  von  n  Knoten- 
punkten verbunden  wird.  Hierbei  darf  der  Punkt  C  nicht  auf  der 
Verbindungslinie  der  Punkte  A  und  B  liegen,  da  sonst  der  Gremfaü 
eintreten  würde. 

Der  erste,  welcher  sich  das  allgemeine  Problem  stellte,  sämt- 
liche bestimmten  Fachwerke  von  gegebener  Knotenzahl  zu  finden,  ist 
C.  Saviotti^^^).  Wenn  auch  Saviotti  eine  Reihe  von  weiteren  Ge- 
setzen angibt,  so  sind  dieselben  doch  nicht  die  allgemeinsten. 

Von  L,  Henneberg  ^^^)  werden  die  allgemeinen  Gesetze  zur  Her- 
stellung von  bestimmten  ebenen  Fachwerken  mit  Hülfe  des  aus  der 

Gleichung 

m  =  2n  —  3 

folgenden  Satzes  hergeleitet: 


148)  M.  Grübler  bezeichnet  dagegen  einen  Knotenpunkt,  in  dem  k  Stöbe 
zusammenkommen,  als  einen  Ä;-fachen. 

149)  Livy,  La  statique  grapLique,  Paris  1874,  2.  Aufl.  1886;   Föppl  etc. 
160)  Eb  können  von  den  Knotenpunkten  einzelne  zusammenfallen;  so  dürfen 

2.  B.  zwei  Stöbe  von  dem  nämlichen  Knotenpunkte  ausgehen. 

151)  Kann  das  Fachwerk  als  in  dieser  Weise  hergestellt  erklärt  werden, 
so  lassen  sich  Schnitte  durch  das  Fachwerk  legen,  welche  nur  drei  nicht  durch 
«inen  Punkt  gehende  Stöbe  treffen,  was  bei  der  Schnittmethode  vorausgesetzt  ist. 

162)  La  statica  grafica  und  CremonorSaviotti,  Les  figures  r^ciproques. 

158)  Stötik,  Darmstadt  1886  und  Jahresber.  d.  Deutsch.  Math.-Yer.  3  (1894), 
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Ein  bestimmtes  d>enes  Fctchtverk  hat  wenigstens  einen  ei$ifachen 
oder  zweifachen  KnotenpufJct. 

Es  sind  hiemach  zwei  Fälle  zu  unterscheiden: 

a)  Das  Fachwerk  von  n  Knotenpunkten  hat  einen  einfachen 
Knotenpunkt.  Wird  dann  dieser  Knotenpunkt  nebst  den  beiden  nach 
ihm  führenden  Stäben  weggenommen^  so  entsteht  ein  ^^bestimmtes^' 
ebenes  Fachwerk  von  n  —  1  Knotenpunkten. 

b)  Das  Fachwerk  von  n  Knotenpunkten  hat  keinen  einfachen 
Knotenpunkt.  Dann  ist  jedenfalls  ein  zweifacher  Knotenpunkt  0 
vorhanden^  von  welchem  drei  Stäbe  nach  drei  anderen  Knoten- 
punkten Ä,  B,  C  gehen.  Nach  Wegnahme  des  Knotenpunktes  0 
und  dieser  drei  Stäbe  entsteht  ein  bewegliches  System  und  zwar 
werden  wenigstens  zwischen  zweien  der  Punkte  A,  B,  C,  z.  B.  zwischen 
Ä  und  B  Bewegungen  möglich  sein.  Alsdann  ist  das  bei  Verbindung 
der  beiden  Knotenpunkte  Ä  und  B  durch  einen  Stab  entstehende  Stab- 
system von  n  —  1  Knotenpunkten  und  [2(n  —  1)  —  3]  Stäben  ein  be- 
stimmtes Fachwerk  von  n  —  1  Knotenpunkten. 

Da  nach  Wegnahme  des  Knotenpunktes  0  und  der  drei  Stäbe 
OÄ,  OB,  OC  nur  Bewegungen  zwischen  zweien  der  drei  Punkte  Ä, 
Bj  C  möglich  zu  sein  brauchen,  so  sind  bei  der  Zurückf&hrung  des 
Fachwerkes  von  n  Knotenpunkten  auf  ein  solches  von  n  —  1  Sjioten- 
punkten  unter  Umständen  drei  Möglichkeiten  zu  prüfen. 

Umgekehrt  folgt  der  Satz: 

3)  Aus  einem  bestimmten  ebenen  Fachwerke  van  n  —  1  Knoten- 
punkten, bei  welchem  ewei  Knotenpunkte  A  und  B  durch  einen  Stab 
verbunden  sind,  lässt  sich  ein  solches  von  n  Knotenpunkten  herleiten, 
indem  nach  Wegnahme  des  Stabes  AB  und  Fixierung  eines  Punktes 
0  als  n^"^  und  zwar  als  zweifachen  Knotenpunkt  derselbe  mit  den 
Punkten  A  und  B  und  einem  beliebig  gewählten  dritten  Knotenpwnkt  C 
durch  Stabe  verbunden  wird.  Hierbei  ist  die  Wahl  des  Punktes  0 
an  die  Bedingung  geknüpft,  dass  0  nicht  auf  einem  gewissen  Kegd- 
schnitt,  dem  Grenzkegelschnitt^^),  liegen  darf,  da  sonst  der  Grenzfaü  ein- 
treten würde. 

Da  jedes  bestimmte  ebene  Fachwerk  von  n  Knotenpunkten  sich 
durch  die  Regeln  a)  und  b)  auf  ein  solches  von  n  —  1  Knotenpunkten 
und  in  letzter  Linie  auf  ein  Dreieck  zurückführen  lässt,  so  genügen 
umgekehrt  die  Gesetze  2)  und  3)  zur  Herstellung  sämtlicher  be- 
stimmten ebenen  Fachwerke  von  gegebener  Knotenzahl. 


164)    Für   diesen    von    L.  Henneberg   gefandenen  Orenzkegelschnitt    hat 
M.  Grübler  eine  Konstraktion  gegeben.    Zeitschr.  Math.  Phjs.  36  (1890),  p.  Si7. 
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Hierdurch  ist  das,  was  bereits  oben  (Nr.  30)  als  Struktur  des 
bestimmten  FachwerJces  bezeichnet  wurde,  endgültig  festgelegt. 

Ein  Fachwerk;  zu  dessen  Herstellnng  nur  das  Gesetz  2) '  ver- 
wandt isty  wird  von  Föppl  ein  einfaches  genannt^  ein  solches  dagegen, 
zu  dessen  Herstellung  auch  das  Gesetz  3)  erforderlich  ist,  ein  zvr 
sammengesetetes.  Dasjenige  Fachwerk,  welches  aus  einem  bestimmten 
ebenen  Fachwerk  nach  successiyem  Wegnehmen  aller  einfachen  Ejioten- 
punkte  entsteht,  wird  nach  G.  Lang  als  die  Orundfigwr  oder  das  Grund- 
eck  des  gegebenen  Fachwerkes  bezeichnete^). 

Vielfach  wird  die  sog.  Methode  der  StahvertoMschung  zur  Her- 
stellung von  neuen  Fachwerken  empfohlen  ^^^.  Dieselbe  ist  nur  dann 
dazu  geeignet,  wenn  das  Fachwerk,  yon  welchem  man  ausgeht,  so 
einfach  ist,  dass  man  sofort  erkennt,  welche  Stabe  man  yertauschen 
darf,  ohne  dass  durch  die  betreffende  Stabvertauschung  sich  eine 
Beweglichkeit  ergiebt. 

Ist  ein  Gelenksystem  auf  Ghnmd  der  Gesetze  2)  und  3)  hergestellt, 
80  ist  es  entweder  ein  bestimmtes  Fachwerk,  oder  es  liegt  der  Grenz- 
Ml  Tor.  Die  Entscheidung  hierüber  bedarf  einer  besonderen  Unter- 
suchung (Nr.  39).  Ergiebt  sich,  dass  der  Grenzfall  vorliegt,  so  wird 
eine  geringe  Änderung  der  Lage  der  Knotenpunkte  genügen,  um  das 
Gelenksystem  zu  einem  bestimmten  Fach  werk  zu  machen. 

umgekehrt  sind  die  Regeln  a)  und  b)  zur  Prüfung  eines  Gelenk- 
systemes  von  n  Knotenpunkten  und  m  =  2n  —  3  Stäben  geeignet. 
Lasst  sich  ein  Gelenksystem  durch  die  Regeln  a)  und  b)  auf  ein 
Breieck  zurückführen,  so  ist  es  entweder  ein  bestinmites  Fachwerk, 


Fig.  30.  Fig.  31. 

oder  es  liegt  der  Grenzfall  vor,  was  wieder  einer  besonderen  Unter- 
suchung bedarf.  Wird  z.  B.  bei  Fig.  30  der  Knotenpunkt  6  nebst 
den  drei  Stäben  61,  63,  65  weggenommen  und  dafür  der  Stab  15 
eingeschaltet,  so  entsteht  das  System  Fig.  31,  welches  durch  Weg- 
nahme der  Knotenpunkte  3  und  4  und  der  betreffenden  Stäbe  das 


166)  Riga,  Ind.- Zeitung  16  (1889),  p.  76. 

166)  A.  Föppl,  Graphische  Statik,  Leipzig  1900,  p.  214. 
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Dreieck  125  ergiebt.    Folglich  ist  das  Gelenksystem  Fig.  30  ein  be- 
stimmtes Fachwerk,  oder  es  liegt  der  Orenzfall  yor^^. 

Bezüglich  der  weiteren  geometrischen  Eigenschaften  der  be- 
stimmten ebenen  Fachwerke,  der  Frage  nach  der  Anzahl  der  Drei- 
ecke, der  Vierecke  u.  s.  w.,  der  Frage  nach  der  Anzahl  der  Sjioten- 
punkte  von  gegebener  Art  etc.  möge  auf  die  Arbeiten  von  O.  Lang^y 
M.  Grübler  ^*),  C.  Bodenberg  *^)  und  Fr.  Schwr  ^^^)  verwiesen  werden. 

35.  Bestimmung  der  Spannungen  in  den  (allgemeinen)  ^be- 
stimmten**  ebenen  Fachwerken.  Einleitung.  Durch  die  Schnitir 
methode  sind  die  Spannungen  in  allen  Fachwerken,  bezw.  in  allen 
denjenigen  Stäben  eines  Fachwerkes  bestimmbar,  durch  welche  sich 
Schnitte  legen  kssen,  die  nur  drei  nicht  in  einem  Punkt  zusammen- 
kommende  Stäbe  tre£fen.  Ebenso  bietet  die  Bestimmung  der  Span- 
nungen keine  Schwierigkeiten,  wenn  das  vorliegende  Fachwerk  ledig- 
lich unter  Anwendung  des  Gesetzes  2)  hergestellt  ist.  Allgemeinere 
Methoden  sind  eventuell  erforderlich,  wenn  das  Fachwerk  sich  nur 
durch  Zuhülfenahme  des  Gesetzes  3)  erklären  lässt. 

Mit  der  allgemeinen  Aufgabe,  die  Bestimmung  der  Spannungen 
fQr  ein  beliebig  gegebenes  bestinmites  Fachwerk  durchzufahren,  haben 
sich  zuerst  0.  Mohr,  Ä.  Föppl  und  C.  SavioUi  beschäftigt.  Das  Prinzip 
der  virtuellen  Verrückungen  ist  hierbei  zuerst  von  Mohr  verwandt 
Föppl  sagt  bezüglich  dieser  Aufgabe^*'),  dass  sich  die  Spannung  in 
einem  Stabe  AB  eines  bestimmten  Fachwerkes  ermitteln  lässt,  indem 
man  diesen  Stab  wegnimmt  bezw.  ersetzt  durch  zwei  gleich  grosse, 
entgegengesetzt  gerichtete  Kräfte,  die  in  ^  und  B  angreifen  und  in  der 
Linie  AB  liegen,  und  dann  durch  das  Prinzip  der  virtuellen  Ver- 
rückungen die  Gleichgewichtsbedingungen  bestimmt.  Doch  wird  dieser 
Gedanke  auch  von  Föppl  nicht  weiter  zur  Bestinmiung  der  Spannungen 
verwertet,   vgl.  weiter  unten  Nr.  37. 

167)  Vgl.  auch  i.  Henneberg,  Jahresber.  d.  Deutsch.  Math.-Ver.  3  (1894). 
Hier  ist  unter  einem  einfachen  Fachwerke  gemäss  der  ursprünglichen  Mohr- 
sehen  Terminologie  (Nr.  29)  dasjenige  verstanden,  was  jetzt  im  Text  als  be- 
stimmtes Fachwerk  bezeichnet  ist. 

168)  Riga,  Ind.- Zeitung  16  (1889),  p.  73. 

159)  Riga,  Ind.- Zeitung  13  (1887)  p.  87  u.  49;  14  (1888),  p.  277;  16  (1889), 
p.  88;  17  (1891),  p.  76  u.  206. 

160)  Riga,  Ind.-Zeitung  17  (1891),  p.  73  u.  206. 

161)  Math.  Ann.  48  (1897),  p.  142. 

162)  Theorie  des  Fachwerks  (1880),  p.  20.  Vorher  hatte  jedoch  schon  Mohr 
bemerkt,  dass  sich  in  dieser  Weise  die  Bestimmung  der  Spannungen  dorcb- 
führen  lässt,  Zeitschrift  d.  Arch.-  u.  Ing.-Ver.  zu  Hannover  20  (1874),  p.  612  und 
Civüing.  (2)  31  (1886),  p.  291. 
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Die  Untersuchungen  yon  C,  SavioUi  haben  zu  einer  Methode  de 
la  fausse  position  geführt ^^^).  Dieselbe  beruht  auf  dem  Satze:  Ändert 
ein  n-Eck  in  der  Weise  seine  Form,  dass  sämtliche  Seiten  desselben 
durch  feste  Punkte  einer  und  derselben  Geraden  gehen  (die  bei  der 
Methode  de  la  fausse  position  die  imendlich  ferne  Gerade  ist),  während 
n  —  1  Eckpunkte  gerade  Linien  beschreiben,  so  bewegt  sich  auch  der 
n**  Eckpunkt  auf  einer  Geraden.  Die  Methode  ist  insbesondere  an- 
wendbar, sobald  sich,  nach  Annahme  der  Spannung  in  einem  Stabe, 
ein  reziproker  Erafteplan  konstruieren  lässt,  und  fuhrt  dann  durch  zwei- 
maliges Probieren  zum  Ziele.  In  der  beistehenden  Figur  ist  mit  Hülfe 
der  Methode  de  la  fausse  position  in   einem   ganz   einfachen   Fach- 


werke  die  Bestimmung  der  Spannungen  durchgeführt  (Fig.  32).  Auf 
die  Knotenpunkte  2,  4,  2'  wirken  drei  Kräfte  P^,  P^y  P,,,  die  vertikal 
nach  abwärts  gerichtet  sind  und  dieselbe  Grösse  P  haben.  Das  Fach- 
werk ist  in  1  und  V  gelagert,  und  die  Lagerreaktionen  P^  und  P^, 
werden  infolge  der  Symmetrieverhältnisse  dieselbe  Grösse  Pi=^Pi,=^P 
erhalten.  Infolge  der  Symmetrieverhältnisse  ist  es  nur  erforderlich, 
den  halben  Kräfteplan   zu   konstruieren,     b^,  h^,  h^   ist   das   Kräfte- 

polygen,    und    zwar    ist    P,  =  6-  6, ,    -^  =  6a  6. ,  Pi  =  h^  h. .   Wird 

nun  ftlr  die  Spannung  in  dem  Stabe  12  die  Grösse  ^^q  gewählt,  so 
wird  c^d^  die  Spannung  in  13  und  d^b^  diejenige  in  11'.  Nachdem 
die  Spannung  in  13  gefunden  ist,  lässt  sich  der  Knotenpunkt  3  unter- 
suchen und  zwar  wird  c^d^E^  das  Flächenstück,  welches  dem  Punkte  3 
entspricht,  bezw.  d^E^  und  E^c^  werden  die  Spannungen  in  34  und  23. 
Wird  andererseits  die  Spannung  in  dem  Stabe  12  gleich  \c^  gewählt, 
so  kommt  der  frühere  Punkt  E^  nach  £,,  er  bewegt  sich  somit  in  der 

168)  Cremona-SavioUi,  Les  figures  r^ciproqnes,  p.  65.  In  diesem  Buche  unter- 
lacht  Sapiotti  auch  Fachwerke,  bei  denen  die  Kräfte  nicht  in  den  Knoten- 
punkten, sondern  an  beliebigen  Stellen  der  Stäbe  angreifen,  8.  eh.  FV  u.  V;  b.  auch 
Borna,  Acc.  dei  Lincei  Atti  2  (8)  (1875),  p.  148. 
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durch  El  und  E^  bestimmten  (Geraden  g.  Da  aber  dieser  Punkt  in 
der  durch  b^  gehenden  zu  24  parallelen  Linie  (horizontalen  Linie) 
liegen  muss,  so  ist  er  der  Schnitt  von  g  mit  dieser  Linie.  Nachdem 
so  die  wirkliche  Lage  E  dieses  Punktes  gefunden  ist,  lasst  sich  der 
Erafteplan  fOr  das  Fachwerk  leicht  angeben  und  zwar  bekommt  die 
Spannung  in  dem  Stabe  12  die  Grösse  bc. 

Aus  dem  Erafteplane  für  dieses  einfach  gewählte  Fachwerk  geht 
die  Bedeutung  der  Methode  yon  SaviotH  noch  nicht  genügend  herror, 
da  sich  auf  dieses  Fachwerk  auch  die  Schnittmethode  hätte  anwenden 
lassen.  SomoUi  benutzt  jedoch  diese  Methode  auch  zur  Bestimmung 
des  Krafteplanes  für  kompliziertere  Fachwerke,  für  welche  die  Schnitt- 
methode versagt.  Jedenfalls  lässt  sich  die  Methode  stets  verwenden, 
wenn  sich  für  das  Fachwerk  nach  Kenntnis  der  Spannung  in  einem 
Stabe  ein  reziproker  Erafteplan  zeichnen  lässt. 

Die  allgemeinen  Methoden  für  die  Bestimmung  der  Spannungen  sind : 
die  Methode  von  Hennebergy  die  kinematische  Methode  von  Mohr  und 
MiiHer-Breslau  und  die  von  Sdiur  erweiterte  Methode  der  r&riproken 
Kräflepläne  von  MaxweürCremona. 

36.  FortBetBung:  Die  Methode  von  Henneberg  ^^).  Die  Span- 
nungsbestimmung  in  dem  gegebenen  Fachwerke  erfolgt  durch  mehr- 
malige Bestimmung  der  Spannungen  in  einem  einfacheren  (abgeleiteten) 
Fachwerke.  Zur  Herstellung  des  abgeleiteten  Fachwerks  werden  die 
Strukturgesetze  benutzt  und  so  die  Bestimmung  der  Spannungen  in 
dem  gegebenen  Fachwerk  von  n  Sjiotenpunkten  auf  diejenige  im 
Fachwerke  von   n  —  1  Knotenpunkten  zurückgeführt. 

£s  sei  bei  dem  vorliegenden  Fachwerk  von  n  Knotenpunkten 
ein  zweifacher  Knotenpunkt  0  vorhanden  ^^),  der  mit  drei  Knoten- 
punkten Ay  Bf  C  des  Fachwerkes  durch  Stäbe  verbunden  ist  Nach 
Wegnahme  des  Knotenpunktes  0  und  der  Stäbe  OÄ,  OB,  OC  sollen 
Yerrückungen  der  Knotenpunkte  A  und  B  möglich  sein,  so  dass  bei 
Hinzufügen  des  Stabes  AB  sich  ein  bestimmtes  Fachwerk  von  n  —  1 
Knotenpunkten  ergiebt. 

Die  auf  das  gegebene  Fachwerk  von  n  Knotenpunkten  wirken- 
den Kräfte  seien  P,.,  und  speziell  Pq,  P^,  P^,  P,  die  Kräfte  in  den 
Knotenpunkten  0,  A,  B,  G,  Die  Komponenten  von  Pq,  die  sich  bei 
Zerlegung  von  P^  in  den  Stäben  OA,  OB,  OC  ergeben,  lassen  sich 
in  der  Form  darstellen 

8^  =  Si  -^  k' Si\     Sj  =  S|'  -f-  A •  S|",     fi!|  =  Sj'  -f-  A •  S,", 

164)  Statik  (1886),  p.  222  u.  f. 

166)  Der  Fall,  hei  welchem  auch  einfache  Kaotenpaiikte  vorkommen,  he 
darf  keiner  weiteren  Erörterong. 
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wo  S^f  8^\  8^^  die  Komponenten  bei  einer  beliebigen  Zerlegung  von 
Pq  und  Si\  Sj",  Sa"  irgend  drei  im  Gleichgewicht  stehende  und  in 
OÄf  OBf  OC  liegende  Eiufte  sind. 
Es  seien  nun  gefunden: 

a)  Die  Spannungen  in  den  Stäben  des  Fachwerkes  von  n  —  1 
Knotenpunkten,  wenn  auf  die  Knotenpunkte  Ä,  B,  C  die  Resultanten 
von  Pj  und  iS|',  P,  imd  S,',  Pj  und  S^'  und  auf  die  übrigen  Knoten- 
punkte die  KJrafte  P^,  P5,  ...  wirken.  Hierbei  möge  sieh  in  einem 
Stabe  Ifj^  eine  Spannung  S/k,  und  insbesondere  in  dem  Stabe  AB  eine 
Spannung  5/,  ergeben  haben. 

b)  Die  Spannungen  in  den  Stäben  des  Fachwerkes  von  n  —  1 
Knotenpunkten,  wenn  auf  A,  B,  C  die  drei  im  Gleichgewichte  stehen- 
den Kräfte  Si",  S^'\  S^"  und  auf  die  übrigen  Knotenpunkte  gar  keine 
ELrafte  wirken.  EUerbei  möge  sich  in  einem  Stabe  l^j^  eine  Spannung 
Sl'j^  und  insbesondere  in  dem  Stabe  AB  eine  solche  S^^  ergeben. 

Dann  ist 

Sik  =  Ä/a  —  Sil' '  ^'* 
die    Spannung    in    dem    Stabe    l^^    des    gegebenen   Fachwerkes    von 
n  Knotenpunkten  ^••). 

Die  Methode  ist  sowohl  graphisch  ^*^)  wie  analytisch  durchführbar. 
Bei  der  graphischen  Durchführung  kommt  es  darauf  an,  zwei  Kräfte- 
plane  fOr  das  Fachwerk  von  n  —  1  Knotenpunkten  zu  zeichnen  und 
nach  entsprechender  proportionaler  Änderung  des  zweiten  denselben 
vom  ersten  abzuziehen.  Welche  graphische  Methode  dabei  benutzt 
wird,  ist  selbstverständlich  gleichgiltig. 

Bei  der  analytischen  Anwendung  der  obigen  Methode  ist  die  Auf- 
lösung eines  Systemes  von  2n  —  3  Gleichungen  mit  2n  —  3  Unbe- 
kannten zurückgeführt  auf  die  Auflösung  von  zwei  Systemen  von 
2n  —  5  Gleichungen  mit  2n  —  5  Unbekannten.  Der  Vorteil  dieser 
Berechnungsart  besteht  darin,  dass  die  2n  —  5  Gleichungen  dieselbe 
einfache  Struktur  wie  die  2n  —  3  Gleichungen  erhalten,  bezw.  dass  in 
jeder  der  2n  —  5  Gleichungen  wie  in  jeder  der  2n  —  3  Gleichungen 
nur  ganz  wenige  der  Unbekannten  vorkommen. 

Ein  ahnliches  Verfahren  wendet  H.  MuUer-Breslau  ^^)  an,  indem 

166)  Hat  das  Fachwerk  von  n  —  1  Knotenpunkten,  auf  welclies  daa  vor- 
liegende Fachwerk  zurückgeführt  wird,  abermals  keinen  einfachen  Knotenpunkt, 
10  würde  das  Verfahren  nochmals  anzuwenden  sein.  Die  Methode  führt  stets 
zum  Ziele,  da  man  zuletzt  auf  ein  Dreieck  kommt. 

167)  L.  Henneberg,  Statik,  p.  284  führt  die  Methode  an  einem  Beispiele 
graphisch  durch. 

168)  Baukonstruktionen,  1.  Teil  (1887),  2.  Aufl.,  p.  218;  3.  Aufl.,  p.  448. 
SnoyUop.  d.  matli.  WiMOxuch.    IV  1.  27 
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er  das  Fachwerk  durch  Beseitigung  von  Stäben  und  Hinzufugung 
von  ebensoviel  neuen  Stäben  {Ersatzstäbe)  iu  ein  Stabgebilde  yer* 
wandelt,  dessen  statische  Bestimmtheit  ^^ausser  Zweifel  steht^^,  imd  dann 
die  Bestimmung  der  Spannungen  in  dem  gegebenen  Fachwerk  auf 
diejenige  in  dem  reduzierten  Fachwerk  zurückführt.  Hierbei  sind 
die  unbekannten  Spannungen  in  den  weggenommenen  Stäben  als 
äussere  Kräfte  einzuführen  und  die  notwendigen  Gleichungen  fELr  die 
Multiplikatoren  sind  wie  bei  Henneberg  durch  die  Bedingung  ge- 
geben, dass  die  Spannungen  in  den  Ersatzstäben  NuU  sein  müssen. 
Das  Verfahren  hat  jedoch  den  Übelstand,  dass  keine  allgemeine  Regel 
angegeben  ist,  wie  die  Verwandlung  des  Fachwerkes  in  ein  Stab- 
gebilde, dessen  statische  Bestimmtheit  ausser  Zweifel  ist,  zu  erfolgen 
hat"»). 

37.  FortBetBuiig :  Die  kinematiBOhe  Methode  von  Mohr  und  Müller- 
Breslau«   Den  in  Nr.  35  erwähnten  Gedanken  von  0.  Mohr  und  (später) 


Fig.  83. 


169)  JET.  MtUler-Breslau  bezeichnet  dieses  Verfahren  als  die  ,,Methode  des 
Ersatzstabes".  Ist  das  vorliegende  Fach  werk  so  einfach  ^  dass  man,  auch  ohne 
sich  streng  an  das  Gesetz  3)  in  Nr.  84  zu  halten,  ein  stabiles  System  herleiten 
kann,  für  welches  sich  die  Spannungsbestimmung  leicht  durchführen  l&sst,  so 
kann  man  allerdings  in  dieser  Weise  die  Methode  von  Henneberg  zur  Ausführung 
bringen  und  wird  dieses  auch  vielfach  mit  Vorteil  thun.    Siehe  auch  die  Ab- 
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Foppl  hat  zuerst  K  MiOler-Breslau^''')  zur  graphischen  Bestimmung 
r  Spannungen  im  Fachwerk  verwandt. 

Um  die  Spannung  S^^  in  einem  Stabe  Ji«  zu  bestimmen;  möge 
»ser  fortgenommen  werden,  sodass  ein  bewegliches  System  entsteht 
ll,  Fig.  33).  Wird  dann  der  Stab  l^^  festgehalten^  so  ist  nur  Gleich- 
wicht möglich,  wenn  auf  den  Knotenpunkt  n  ausser  der  Kraft  P^ 
eh  eine  Kraft  S^^  wirkt,  welche  in  l^^  liegt  und  gleich  dem  be- 
iffenden  Gelenkdrucke  ist.  Durch  S,^  ist  dann  die  Spannung  in 
m  Stehe  l^^  bestimmt.  Die  Bestimmung  von  S^^  geschieht  nun 
rch  das  Prinzip  der  virtueUen  Verrückungen,  aus  welchem  folgt, 
38  für  den  Fall  des  Gleichgewichtes  die  Summe  aus  den  virtuellen 
>menten  der  Ki^fte  P,,  P^,  . . .  und  dem  virtuellen  Momente  der 
ch  auf  den  Punkt  n  wirkenden  Kraft  S^^  gleich  Null  sein  muss. 

Zur  Bestimmung  der  virtuellen  Momente  werden  nach  Wüliot  die 
rmalen  Geschwindigkeiten  verwandt,  bezw.  es  werden  die  virtuellen  Ver- 
skungen  der  einzelnen  Knotenpunkte  auf  den  Normalen  der  Bahnen 
n  dem  betreffenden  Knotenpunkte  aus  so  aufgetragen,  dass  das  stä- 
che Moment  der  auf  den  betreffenden  Knotenpunkt  wirkenden  Kraft 
r  den  Endpunkt  der  normalen  Geschwindigkeit  (GeschmndigkeitspoT) 
I  Drehpunkt  dasselbe  Vorzeichen  hat,  wie  das  virtuelle  Moment  und 
cnit  mit  demselben  übereinstimmt.  Hierbei  ist  die  Grösse  der  nor- 
den Geschwindigkeit  eines  Knotenpunktes  wählbar.  Jedem  Knoten- 
nkte  3,  4,  ...  n  ist  als  Endpunkt  der  normalen  Geschwindigkeit 
i  Punkt  3',  4',  . . .  n'  zugeordnet.  Sind  dann  Ci,  c^,  . . .  c^  die  je 
ch  dem  Drehungssinn  positiv  oder  negativ  genommenen  Hebelarme 
r  Kräfte  Pj,  P^, . . .  P„  für  die  Punkte  3'  4',  . . .  n'  als  Drehpunkte 
d  ebenso  c  derjenige  von  S^^  für  n  als  Drehpunkt,  so  folgt  aus 
m  Prinzip  der  virtuellen  Verrückungen  die  Gleichung 

8 

rch  welche  die  Spannung  S^^  in  dem  Stehe  l^^  bestimmt  ist,  was 
1  besten  graphisch  geschieht. 

Wird  der  Steh  l^^  nicht  festgehalten,  so  sind  noch  die  Momente 
r  Kräfte  P^  und  P|,  sowie  das  Moment  einer  in  1  angreifenden  und 

adlongen  Yon  H,  MüUer-Brealau,  Zentralbl.  d.  Bauverw.  28  (1908),  p.  66;  0.  Mohr, 
atralbl.  d.  Bauverw.  28  (1903),  p.  237, 402  und  L.  Henneberg,  ebenda,  p.  377. 
170)  Schweiz.  Bauzeitung  9  (1887),  p.  121;  Baukonstruktionen,  2.  Aufl., 
Bd.,  p.  204;  Zeitschr.  d.  Arch.-  u.  Ing.-Ver.  zu  Hannover  84  (1888),  p.  191.  Diese 
fthode  pflegt  als  MiÜler-Breslau^Bche  Methode  bezeichnet  zu  werden.  Vgl.  die 
beit  von  0.  Mohr,  Zentralbl.  d.  Bauverw.  28  (1908),  p.  237,  in  welcher  0.  Mohr 
nen  Anteil  an  der  kinematischen  Methode  wahrt. 

27* 
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der  Kraft  S^^  entgegengesetzten  aber  gleichgrossen  Kraft  hinzuzufügen. 
Zur  Bestimmung  der  Spannung  S^^  in  dem  Stabe  Z^^  ergiebt  sich 
dann  eine  Gleichung  yon  der  Form 

S^n(.c'-c")+:SPiei  =  0. 

1 

Zur  Bestimmung  der  Spannungen  ist  hierbei  für  jeden  Stab  ein 
besonderer  Geschwindigkeitsplan  zu  konstruieren.  In  den  meisten 
praktischen,  Fällen  wird  jedoch  die  einmalige  Durchführung  der  Kon- 
struktion genügen,  da  sich  nach  Bestimmung  der  Spannung  in  einem 
Stabe  die  übrigen  Stabspannungen  unter  Anwendung  der  gewöhnlichen 
Methoden  werden  finden  lassen.  Wie  die  Schnittmethode,  so  gestattet 
es  auch  im  allgemeinen  Fall  die  kinematische  Methode,  die  Spannung 
in  einem  Stabe  des  Fachwerkes  zu  bestimmen,  ohne  die  Spannung  in 
sämtUchen  anderen  Stäben  mitzubestimmen. 

Bei  der  Konstruktion  des  Geschwindigkeitsplanes,  also  der  Punkte 
3',  4', . . . ,  n',  verwenden  JBT.  Müller-Breslau  und  insbesondere  0.  JlfoÄr  ^^®') 
die  Sätze  über  das  momentane  Drehungscentrum,  sowie  spezieU  den 
Satz,  nach  welchem  die  relativen  momentanen  Drehungscentra  dreier 
Ebenen  gegen  einander  in  einer  Geraden  liegen.  Die  Figur  der  Ge- 
schwindigkeitspole eines  irgendwie  bewegten  Fachwerkes  ist  in  jedem 
Momente  ein  Fachwerk  yon  derselben  Gliederung  und  mit  entsprechen- 
den Stäben  gleicher  Richtung,  und  es  kann  umgekehrt  jedes  solche 
Fachwerk  als  die  Figur  der  Geschwindigkeitspole  einer  dadurch  be- 
stimmten Bewegung  des  ersten  Fachwerkes  betrachtet  werden*'^). 

Analytisch  betrachtet  führt  die  kinematische  Methode  allerdings 
für  jeden  Stab  auf  eine  lineare  Gleichung  mit  einer  Unbekannten, 
nämUch  der  betreffenden  Stabspannung;  die  rechnerische  Bestimmung 
der  Hebelarme  c^  und  somit  diejenige  der  beiden  Koeffizienten  der 
Gleichung  kann  jedoch  gegebenenfalls  sehr  umständlich  werden. 

JET.  Mutter-Breslau  giebt  die  Geschwindigkeitspläne  nur  an  einigen 
Beispielen.  Für  eine  Reihe  von  weiteren,  mehr  komplizierten  Fällen 
hat  G.  Lang  die  Geschwindigkeitspläne  angegeben '^^.  Dass  jedoch 
sich  stets  in  der  angegebenen  Weise  der  Geschwindigkeitsplan  her- 
stellen lässt,  kann  mit  Hülfe  der  Gesetze  über  die  Struktur  der  be- 
stimmten Fachwerke  durch  einen  Schluss  von  n  auf  n  -f- 1  leicht  ge- 
zeigt werden. 


170  •)  Civüing.  88  (1887),  p.  68. 

171)  Satz  von  F.  Schur,  Math.  Ann.  48  (1897),  p.  147.   Ein  Teil  dieses  Satsei 
ist  schon  von  MuUer-Bresla/u,  bemerkt 

172)  Big.  Ind.- Zeitung  15  (1889),  p.  78  u.  85. 
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38.  FortsetBung:  Die  allgemeine  Verwendung  der  reziproken 
Faohwerke.  Erst  durcli  Fr,  Schur  ^'^^)  erhielt  die  Theorie  der  rezi- 
proken Figuren  eine  Bedeutung  für  das  allgemeine  bestimmte  Fach- 
werk. Schur  zeigte^  dass  sich  durch  Einführung  Yon  idealen  Stäben 
und  Knotenpu/nkten  jedes  bestimmte  Fachwerk  auf  ein  MaocwelVsahes 
Fachwerk  zurückführen  lässt,  sodass  das  Spannungsproblem  für  ein 
beliebiges  bestimmtes  Fachwerk  durch  den  reziproken  Eräfteplan  des 
betreffenden  Jlfaa;tc^'schen  Fachwerkes  gelöst  ist.  So  ergiebt  sich 
der  Satz: 

Für  jedes  bestimmte  ebene  Fachwerk  lässt  sich  jedes  Spannungs- 
problem mit  Hülfe  eines  ressipröken  Kräfteplanes  Visen,  wenn  das  Fa^hr 
werk  zuvor  durch  Einführung  gewisser  idealer  Stäbe  und  Knotenpunkte 
erweitert  ist. 

In  dem  spezieUen,  wie  in  dem  allgemeinen  Falle  eines  bestimmten 
ebenen  Fachwerkes  (wo  das  Gesetz  3)  (Nr.  34)  für  den  Aufbau  der 
Fachwerke  herangezogen  werden  muss)  giebt  Fr.  Schur  auf  GJrund 
dieser  Methode  die  Konstruktion  des  Ejrafteplanes  an^^^). 

39.  Allgemeine  Kriterien  für  das  Auftreten  der  Grenzfälle. 
Handelt  es  sich  um  die  Untersuchung  eines  Gelenksystemes  yon  n 
Knotenpunkten  und  m  =  2n  —  3  Stäben,  so  ist  es  zweckmässig,  wenn 
dieses  auch  nicht  unbedingt  notwendig  ist,  immer  zuerst  die  Struktur 
desselben  zu  untersuchen.  Ist  die  Struktur  die  für  die  bestinmiten 
Fachwerke  erforderliche  (Nr.  34),  so  ist  das  Gelenksystem  entweder 
ein  bestimmtes  Fachwerk,  oder  es  liegt  der  Grenzfall  vor.  Die 
Frage  kann  durch  den  Satz  entschieden  werden,  nach  welchem  ein 
(Jelenksystem  yon  m  =  2n  —  3  Stäben  statisch  bestimmt  ist,  sobald 
sich  die  Spannungen  ftlr  irgend  ein  Gleichgewichtssystem  von  Kräften 
eindeutig  und  endlich  bestimmen  lassen.  Dieser  Satz  führt  auf  folgen- 
des Verfahren: 

Man  nehme  irgend  ein  Gleichgewichtssystem  yon  Kräften  auf  die 
Knotenpunkte  wirkend  an  und  bestimme  nach  irgend  einer  der  yor- 
geführten  Methoden  graphisch  oder  analytisch  die  Spannungen.  Lassen 
sich  die  Spannungen  endlich  und  eindeutig  bestimmen,  so  ist  das  Stab- 
system ein  bestimmtes  ebenes  Fachwerk,  im  anderen  Falle  liegt  der 
Orenzfall  yor.  Hierbei  ist  es  zweckmässig,  ein  möglichst  einfaches 
Kraftesystem  zu  wählen,  wenn  man  nicht  geradezu  sämtliche  Kräfte 
a«  0  setzen  will,  so  dass 

178)  Zeitschr.  Math.  Phys.  40  (1895),  p.  48;  Math.  Ann.  48  (1897),  p.  142. 

174)  Mit  der  Frage,  welche  Methode  in  einem  vorliegenden  Falle  am  besten 
snm  Ziele  führt,  beschäftigt  sich  H.  Kayser,  Biga,  Ind.-  Zeitung  24  (1898),  p.  61 
XL.  78  XL.  86. 


412        IV  5.   L.  Henneher g.    Graphische  Statik:  Räumliche  Fachwerke. 

0-2«..^- 

Dann  müssen  im  Falle  des  bestimmten  Fachwerkes  sämtliche  Spannungen 
eindeutig  =  0  werden  ^^^).  Ist  diese  Bedingung  nicht  erfüllt,  so  li^ 
der  Grenzfall  vor. 

Ein  anderes  Kriterium  für  das  Auftreten  des  Grenzfalles  giebt 
H,  MuUer-Breslau  mit  Hülfe  der  kinematischen  Methode.  Es  ist  der 
Plan  der  normalen  Geschwindigkeiten  zu  zeichnen,  welcher  sich  nach 
Wegnahme  des  Stabes  l^^  und  Festhalten  des  Stabes  l^^  ergiebt  (ygL 
Nr.  37).  Wenn  dann  der  Geschwindigkeitspol  n'  des  Punktes  n  auf 
hn  ^^^S^>  ^^  ^B^  ^^^  Gelenksystem  kinematisch  unbestimmt,  im  anderen 
Falle  kinematisch  bestimmt,  also  ein  bestimmtes  Fachwerk. 

Auf  das  Nämliche  kommt  es  heraus,  wenn  irar  kein  Stab  wecp- 
genomn,en  wird  und  wenn,  nach  Fixie;ung  der  GeschwindigkeS- 
richtungen  zweier  Knotenpunkte  und  der  Grösse  der  einen,  die  Ge- 
schwindigkeitspole sämtlicher  Knotenpunkte  bestimmt  werden.  Ist 
Stabilität  vorhanden,  so  muss  bei  Verbindung  der  Geschwindigkeits- 
pole in  derselben  Weise,  wie  die  Knotenpunkte  durch  Stabe  ver- 
bunden sind,  sich  eine  dem  Stabsystem  ähnliche  Figur  ergeben  ^^*). 

Auch  die  angeführten  Untersuchimgen  von  M.  Grübler,  in  denen 
die  Drehungscentren  der  einzelnen  Si&be  bestimmt  werden,  haben  zu 
einer  Methode  zur  Untersuchung  des  Grenzfalles  geführt  ^^^).  Dieselbe 
läuft  jedoch  im  wesentlichen  auf  die  Methode  von  H.  MüUer-Breslau 
hinaus,  insofern  die  Endpunkte  der  normalen  Geschwindigkeiten  auch 
als  Drehungscentren  angesehen  werden  können. 

B.  Räumliche  Faohwerke. 

40.  Bäumliche  GelenksjrBteme.  „Bestimmte^  r&mnliohe  fireie 
Faohwerke.     Unter   einem   räumlichen  Gelenksystem  sei  ein  System 


175)  Dass  bei  einem  bestimmten  Fachwerke  alle  Spannungen  «»0  werden 
müssen,  wenn  keine  Ej-äfke  wirken,  hat  Föppl  schon  IfSO  ausgesprochen;  siehe 
Theorie  des  Fachwecks,  p.  26. 

176)  Schweiz.  Bauzeitung  9  (1887),  p.  121;  s.  Fussn.  144  und  Baokon- 
struktionen  (1887),  2.  Aufl.,  Bd.  1,  p.  210. 

177)  Riga,  Ind.- Zeitung  13  (1887),  p.  49  u.  f.;  14  (1888),  p.  278  u.  f.  Siehe 
rV  8  (A.  Schönflies  und  M.  Grübler).  —  Die  Arbeit  von  M,  Grübler  ist  etwas  vor 
deijenigen  von  Müüer-Bretiau  erschienen.  Bezüglich  der  Stabilität  der  Gelenk- 
systeme siehe  auch  die  Arbeit  von  G.  Lang,  Big.  Ind.- Zeitung  15  (1889),  p.  73. 
Das  von  G.  Lang  eingeführte  Paralleleck  stimmt  mit  dem  Plane  der  normalen 
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Ton  Stäben  yerstanden^  die  in  ihren  Endpunkten  durch  Kugelgelenke 
(Kno^npunkie)  miteinander  yerbunden  sind.  Wie  bei  den  ebenen 
Gelenxsystemen  können  dann  kinematisch  bestimmte,  kine^viatisch  über- 
bestimmte  und  kinematisch  unbestimmte  räumliche  Gelenksysteme  unter- 
schieden werden. 

Die  kinematisch  bestimmten  und  die  kinematisch  überbestimmten 
räumlichen  Oelenksysteme  werden  als  freie  räumliche  Fachwerke  oder 
abgekürzt  als  räumliche  Fachwerke^''^)  bezeichnet. 

Jeder  Stab  yon  der  Länge  l^j^,  welcher  zwei  Knotenpunkte  mit 
den  Koordinaten  Xiff^e^  und  x^yj^Zj^  yerbindet^  liefert  eine  Gleichung 

(«,-«^*  +  (yi-y*)*  +  (*i-^*)'  =  i?*, 

aas  welcher  folgt 

(x,—  x^  {8Xi  —  8x^  +  (y,  —  y^  (dy,  —  dy^)  +  («,  —  ^j)  (dz^  —  de^)  =  0. 

Daraus,  dass  keine  gegenseitigen  Verschiebungen  der  Knotenpunkte 
möglich  sein  sollen,  ergiebt  sich;  dass  die  Zahl  der  Stäbe  des  räum- 
lichen Fachwerkes  wenigstens  Sn  —  6  betragen  muss,  und  dass  man  auf 
jeden  FaU  3n  —  6  Gleichungen  so  muss  aussuchen  können  ^  dass  ihre 
Miminatiansdeterminante  D  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  hat. 

Der  Fall;  in  welchem  ein  räumliches  Gelenksystem  die  für  die 
kinematisch  bestimmten  räumlichen  Fachwerke  erforderliche  Struktur 
besitzt  (ygl.  Nr.  42),  in  welchem  aber  die  Determinante  den  Wert 
Xoll  erhält;  mögC;  wie  bei  den  ebenen  FachwerkeU;  als  der  GrenzfaU 
bezeichnet  werden.  In  diesem  Falle  ist  das  Gelenksystem  yon 
fn  =  3n  —  6  Stäben  kinematisch  unbestimmt  und  zwar  sind  im  all- 
gemeinen nur  unendlich  kleine  Bewegungen  möglich. 

Sind  X^Y^Zj^,  X^Y^Z^f  ...;  X^Y^Z^,  ...  die  Komponenten  der 
KraftO;  welche  auf  die  n  Knotenpunkte  ^i^i^i;  ^%y%^%9  •  •  •> 
^iVi^if*-*  cüaes  räumlichen  Gelenksystemes  wirken;  so  ergeben  sich 
ftlr  die  m  Spannungen  S^j^  in  den  m  Stäben  die  3n  Gleichungen 


k  »* 


GeBchwindigkeiten  überein.    G.  Lang  führt  die  Untersuchong  für  eine  Reihe  von 
Speziellen  Fällen  durch. 

178)  Das  räumliche   Fachwerk  ist  wesentlich   von  Ä,  Föppl  eingeführt. 
Föppl,  Theorie  des  Fachwerks  (1880). 
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welche  sich  infolge  der  Gleichgewichtsbedingungen  der  Kräfte  2!^F|Z| 
auf  3n  —  6  yon  einander  unabhängige  reduzieren.  Die  Summen  auf 
der  rechten  Seite  sind  hierbei  über  diejenigen  Knotenpunkte  Xj^y^Bj^ 
zu  erstrecken  y  welche  mit  dem  Punkte  a^^y^xr^  durch  Stäbe  Ter- 
bunden  sind. 

Wird  ein  räumliches  Gelenksystem  als  statisch  bestimmt  bezeichnet^ 
wenn  für  jedes  Gleichgewichtssystem  yon  Kräften  die  Spannungen 
endlich  und  eindeutig  bestimmt  sind,  so  folgt^  dass  fär  die  statische 
Bestimmtheit  des  Gelenksystemes  die  Zahl  der  Toneinander  unab- 
hängigen 3n  —  6  Gleichungen  übereinstimmen  muss  mit  der  Zahl 
der  Unbekannten;  und  dass  die  Determinante  der  obigen  Gleichungen 
einen  von  Null  verschiedenen  Wert  haben  muss. 

Das  statisch  bestimmte  räumliche  Gelenksystem  hat  daher  3n  — 6 
Stäbe,  also  ebenso  viele  Stäbe,  wie  das  kinematisch  bestimmte  Fach- 
werk. 

Wie  fQr  das  ebene  Fachwerk,  hat  nun  Ä.  Föppl  für  das  räumliche 
Fachwerk  nachgewiesen,  dass  die  Determinante,  von  welcher  die  kine- 
matische Bestimmtheit  eines  Gelenksystemes  abhängt,  übereinstimmt 
mit  der  Determinante,  durch  welche  die  statische  Bestimmtheit  be- 
dingt ist^^^).     Infolge  davon  ergiebt  sich  der  Satz  von  Ä,  Föppi: 

Die  Jcinematisch  bestimmten  räumlichen  Fa>chwerke  sind  identisch 
mit  defi  statisch  bestimmten  räumlichen  Fachwerken. 

In  Rücksicht  auf  diese  Übereinstimmung  bezeichnet  Föppl  die 
kinematisch  bestimmten  räumlichen  Fachwerke  schlechtweg  als  yjbe- 
stimmt^^  räumliche  Fackwerke. 

Wie  bei  den  ebenen  Gelenksystemen  lässt  sich  bei  den  räumlichen 
aus  dem  Satze  von  Föppl  sofort  der  weitere  Satz  erkennen: 

Wenn  für  ein  räumlidies  Gelenksystem  von  w  =  3n  —  6  Stäben 
dis  Spannungen  sich  bei  einem  beliebig  gewählten  Gleichgewichtssystem 
äusserer  Kr  äße  als  endlich  und  eindeutig  ergd>en,  so  ist  das  Gdenkr 
System  ein  räumliches  bestimmtes  Fachwerk^^), 

Natürlich  giebt  es  auch  kinematisch  überbestimmte,  statisch  un- 
bestimmte, räumliche  Gelenksysteme  (mit  mehr  als  3n  ~  6  Si&ben); 


179)  Siehe  Fnssn.  129. 

180)  Im  Folgenden  wird  die  Untersuchung  in  analoger  Weise,  wie  bei  den 
ebenen  Fachwerken  durchgeführt.  Zunächst  sollen  einige  einfache  räumliche 
Fach  werke  und  Diagramme  untersucht  werden.  Dann  wird  die  Untersuchung 
der  Struktur  des  allgemeinen  bestimmten  räumlichen  Fachwerkes  folgen  und 
die  allgemeine  Auflösung  der  obigen  Gleichungen,  von  denen  das  Spannungs- 
problem abhängt.  Den  Schluss  des  Abschnittes  wird  die  Untersuchung  des 
Orenzfalles  bUden. 


41»  Spezielle  r&uxnliche  Fachwerksformen  und  Diagramme.  415 

dieselben  treten  sogar  in  praxi  besonders  häufig  auf.  Für  dieselben 
gelten  entsprechende  Bemerkungen,  wie  sie  am  Schlüsse  yon  Nr.  31 
über  die  statisch  überbestimmten  ebenen  Fachwerke  gegeben  wurden. 

41.  Speiielle  räumliche  Faohwerksformen  und  Diagramme. 
Schon  A.  Föppil  hat  gezeigt,  dass  sich  ein  bestimmtes  nlumliches 
Fachwerk  herstellen  lässt,  indem  zwei  bestimmte  räumliche  Fachwerke 
durch  6  StiLbe  mit  einander  verbunden  werden  ^^^).  Die  Spannungen 
in  diesen  6  Stäben  lassen  sich  durch  die  Schnittmethode  finden,  wo- 
bei jedoch  der  Schnitt  durch  eine  Ebene  bezw.  eine  Fläche  zu  er- 
folgen hat.  Die  Spannungsbestimmung  kommt  dann  auf  die  Aufgabe 
binaus,  eine  Kraft  in  das  Gleichgewicht  zu  setzen  durch  sechs  Kräfte, 
die  in  Torgeschriebenen  geraden  Linien  liegen,  bezw.  auf  die  Auf- 
gabe, sechs  lineare  Gleichungen  mit  sechs  Unbekannten  aufzulösen. 
Dass  diese  Aufgabe  in  ähnlicher  Weise,  wie  die  entsprechende  Auf- 
gabe des  ebenen  Kräftesystemes  (s.  Nr.  13)  mit  Hülfe  der  Momenten- 
methode behandelt  werden  kann,  hat  Ä,  Föppl  gezeigt  Hierbei  tritt 
an  die  Stelle  eines  Drehungspunktes  eine  Drehungsaxel"*). 

Weitere  einfache  riLumliche  bestimmte  Fachwerke  sind  die  Te- 
traederf achwerke j  die,  wie  die  Dreiecksfachwerke  aus  Dreiecken,  sich 
durch  Zusammenlegen  Yon  Tetraedern  herstellen  lassen.  Die  Span- 
nungen in  den  Tetraederfachwerken  lassen  sich  finden  durch  wieder- 
lioltes  Zerlegen  einer  Kraft  in  drei  Komponenten  mit  demselben  An- 
griffspunkt, bezw.  durch  Auflösen  eines  Systemes  von  je  drei  Glei- 
chungen mit  drei  Unbekannten. 

Zu  reßi^ohen  räumlichen  Figuren  besonderer  Art  haben  die  Unter- 
suchungen Ton  M.  Bankine  und  Clerk  MaxweU  geführt.  Diesen  Unter- 
suchungen liegt  ein  Satz  von  Bankine  zu  Grunde  i^'),  nach  welchem 
Kräfte  mit  demselben  Angriifspmkt  im  Gleichgewicht  steheny  wenn  die- 
selben senkrecht  sind  eu  den  Seiten  eines  geschlossenen  Polyeders^  und 
wenn  ihre  Grössen  proportional  sind  £u  den  Inhalten  der  zu  ihnen  senk- 
rechten  Flächen.  Hierbei  müssen  sämtliche  Kräfte  entweder  nach  dem 
Äusseren  oder  nach  dem  Inneren  des  Polyeders  gerichtet  sein. 


181)  Föppl,  Theorie  des  Fachwerks,  p.  13. 

181*)  Ä,  Föppl,  Graphische  Statik,  Leipzig  1900,  p.  172.  Diese  Momenten- 
methode wird  in  den  Arbeiten  von  H.  MiÜler-Brealau,  H.  Zimmermann  und 
Th.  Landsberg  zur  Bestimmung  der  Spannungen  in  speziellen  räumlichen  Fach- 
werken yiel&ch  verwandt.  Siehe  insbesondere  Th.  Landsberg,  Zentralbl.  d. 
Baaverw.  28  (1903),  p.  221. 

182)  M.  Bankine,  A  manual  of  applied  mechanics,  1.  Aufl.,  London  1867, 
>  187. 
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Von  diesem  Satze  macht  Bamkine  eine  Anwaidimg^  auf  die 
Bestimmung  der  Spannungen  in  einem  bestimmten  räumlichen  Fach- 
werke von  5  Knotenpunkten  y  jedoch  f&r  eine  spezielle  Annahme  be- 
züglich der  auf  die  Knotenpunkte  wirkenden  Kräfte. 

Es  seien  5  Punkte  im  Räume  beliebig  gewählt  und  dieselben 
durch  die  10  Geraden  miteinander  yerbunden.  Dann  werden  in  jedem 
der  5  Punkte  4  Grerade  zusammenstossen,  und  diese  5  Punkte  werden 
als  Eckai,  bezw.  die  10  Geraden  als  Spanten,  5  Tetraeder  bestimmen, 
von  denen  je  zwei  eine  Seite  gemein  haben.  Es  sei  nun  eine  zweite 
derartige  Figur  gebildet  und  zwar  f&r  die  f&nf  Punkte,  welche  durch 
die  fünf  Tetraeder  der  ersten  Figur  als  Mittelpunkte  der  umschriebenen 
Kugeln  bestimmt  sind.  Bei  diesen  beiden  Figuren  werden  dann  die 
Linien  der  einen  Figur  senkrecht  stehen  auf  den  Seitenflachen  der 
anderen.  Jeder  Linie  der  einen  Figur  kann  demgemäss  eine  Flache 
der  anderen  zugeordnet  werden,  und  jedem  Punkte  der  einen  Figur 
dasjenige  Tetraeder  der  zweiten  Figur,  dessen  Ebenen  senkrecht  stehen 
zu  den  Tier  Geraden,  die  in  dem  betreffenden  Punkte  zusammen- 
kommen. Werden  dann  in  jedem  Punkte  der  einen  Figur,  als  An- 
griffspunkt, vier  Kräfte  angenommen,  die  in  den  vier  in  diesem  Punkte 
zusammenkommenden  Linien  liegen,  wobei  in  jeder  Linie  die  betreffen- 
den beiden  Kiufke  dieselbe  Grosse  aber  entgegengesetzte  Richtung 
haben  sollen,  so  besteht  an  jedem  der  fünf  Punkte  Gleichgewicht  zwischen 
den  vier  Krafken,  wenn  die  beiden  KiiLfte,  die  in  einer  Linie  der  ersten 
Figur  liegen,  proportional  sind  zu  den  Flächen  der  zweiten. 

Ein  räumliches  bestimmtes  Fachwerk  Ton  fünf 
Knotenpunkten  hat  9  Stäbe,  also  einen  Stab  weniger 
als  eine  der  hier  konstruierten  Figuren  Linien  be- 
sitzt. Diese  fehlende  Linie  AB  müsste  daher  (um 
die  Bankine^Bche  Konstruktion  anwenden  zu  können) 
ersetzt  werden  durch  zwei  gleich  grosse  und  ent- 
gegengesetzte KriLfte,  die  in  AB  liegen  und  in  d^i 
Endpunkten  A  und  B  derselben  angreifen  (Fig.  34). 
Durch  die  Flächen  der  reziproken  Figur  sind  dann 
Fig.  34.  ^^  Spannungen  bestimmt,  die  sich  in  dem  Fach- 

werke von  fünf  Knotenpunkten  ergeben. 
In  Verallgemeinerung  dieser  JRan^ti^'schen  Untersuchungen  be- 
zeichnet Maxweü^^)  zwei  räumliche  Figuren,  die  aus  einer  Anzahl 

183)  Phil.  Mag.  (4)  27  (1864),  p.  92. 

184)  Phil.  Mag.  (4)  27  (1864),  p.  260  =  Papers  1,  p.  623.  Es  ist  bemerkens- 
wert, dass  bei  dieser  Verallgemeinerang  der  reziproken  Figoren  das  Smkrtdii- 
stehen  entsprechender  Elemente  etwas  wesentliches  ist 
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Ton  geschlossenen  Polyedern  bestehen^  als  ressipröky  sobald  jede  Linie 
der  einen  Figor  senkrecht  steht  zu  einer  Ebene  der  anderen  und  dabei 
jedem  Punkte  der  einen  Figur,  in  dem  mehrere  Linien  zusammen- 
kommen, ein  geschlossenes  Polyeder  der  anderen  Figur  zugeordnet 
werden  kann,  das  durch  die  Ebenen  begrenzt  ist,  welche  senkrecht 
sind  zu  den  Linien,  die  in  dem  betreffenden  Punkte  zusammen- 
kommen ^®*). 

Werden  in  den  Punkten  der  einen  Figur  Kräfte  angenommen, 
die  in  den  in  diesen  Punkten  zusammenkommenden  Linien  liegen, 
und  zwar  so,  dass  in  jeder  Linie  sich  zwei  entgegengesetzt  gerichtete 
Kräfte  ergeben,  so  ist  an  jedem  Punkte  der  einen  Figur  Gleichgewicht 
vorhanden,  wenn  die  betreffenden  Kräfte  proportional  sind  zu  den 
Flächen  der  reziproken  Figur.  Zwei  solche  räumliche  Figuren  reprä- 
sentieren somit  reziproke  Kräftediagramme,  wobei  die  Linien  der 
einen  Figur  die  Aktionslinien  der  wirkenden  Kräfte,  die  Flächen  der 
anderen  Figur  deren  Grösse  darstellen. 

Wendet  man  nun  die  Theorie  dieser  reziproken  räumlichen  Figur 
an  auf  die  Bestimmung  der  Spannungen  in  einem  bestimmten  räum- 
lichen Fachwerke,  so  ist  es  so  einzurichten,  dass  die  Stäbe  des  Fach- 
werkes in  die  Linien  der  einen  Figur  und  die  Knotenpunkte  des 
Fachwerkes  in  die  Punkte  der  betreffenden  Figur  hineinfallen.  Die 
Aktionslinien  der  äusseren  Kräfte  müssten  dann  in  den  weiteren 
Linien  der  betreffenden  Figur  liegen.  Da  aber  diese  weiteren  Linien 
an  ganz  bestimmte  Bedingungen  geknüpft  sind,  so  wird  durch  diese 
reziproken  Figuren  das  Spannungsproblem  nur  gelost  sein  unter  ganz 
bestimmten  Voraussetzungen  bezüglich  der  äusseren  Kräfte.  Die  wesent- 
liche Bedeutung  der  ebenen  reziproken  Figuren,  nämlich  die  Allge- 
meinheit der  durch  dieselben  abgeleiteten  Resultate,  geht  dabei  yerloren. 

42.  Straktnr  des  (allgemeinen)  „^eBtimmten**  räumlichen  Fach- 
Werkes.  Wie  bei  den  ebenen  Fachwerken  möge  auch  bei  den 
räumlichen  ein  Knotenpunkt,  in  dem  n  Stäbe  zusammentreffen,  als 
ein  n  —  1-facher  Knotenpunkt  bezeichnet  werden.  Ein  einfacher 
Knotenpunkt,  also  ein  Knotenpunkt,  in  welchem  nur  zwei  Stäbe  zu- 
sammentreffen, ist  demgemäss  bei  einem  räumlichen  Fachwerke  aus- 
geschlossen, da  ein  solcher  Ejiotenpunkt  A,  Ton  welchem  nur  zwei 
Sföbe  nach  zwei  anderen  Knotenpunkten  B  und  C  gehen,  noch  um 


186)  Diese  Beziprozit&t  ränmlicher  Gebilde  wird  von  MaxweU,  Trans,  of 
the  Roy.  8oc.  of  Edinburgh  26  (1872),  p.  1  »  Papers  2,  p.  182—187  analytisch 
weiter  ontersncht;  er  erhält  Formeln,  die  eine  genaue  Verallgemeinerung  der 
Ton  ihm  für  ebene  Figuren  benutzten  sind. 
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die  Axe  BC  rotieren  konnte  nnd  das  Stabsystem  somit  kein  stabiles 
wäre.  In  jedem  Knotenpunkte  eines  räumlichen  Fachwerkes  müssen 
wenigstens  drei  Si^be  zusammentreffen« 

Die  allgemeinen  Gesetze  zur  Herstellung  von  bestimmten  raum- 
lichen Fachwerken  sind  von  L,  Henneberg  in  derselben  Weise  wie  für 
die  bestimmten  ebenen  Fachwerke  entwickelte®^. 

Aus  der  Gleichung  fttr  die  Zahl  m  der  Stabe 

m  =  3n  —  6 

folgt,  dass  die  Durchschnittszahl  der  in  einem  Knotenpunkte  zu- 
sammenkommenden Stabe  kleiner  als  sechs  sein  muss.  Daraus  er- 
giebt  sich;  da  ein  bestimmtes  räumliches  Fachwerk  keinen  einfachen 
Knotenpunkt  haben  kann,  der  Satz: 

Dctö  tesUmmte  räwinliche  Fackwerk  hat  wenigstens  einen  swe^achen, 
dreifachen  oder  vierfachen  Knotenpunkt. 

Aus  diesem  Satze  ergeben  sich  folgende  Gesetze  f&r  die  Her- 
stellung Yon  bestimmten  räumlichen  Fachwerken  Yon  n  Knotenpunkten 
aus  solchen  von  n  —  1  Knotenpunkten. 

1)  Es  werde  ein  zweifacher  Knotenpunkt  0  hinzugefügt.  Der- 
selbe ist  durch  drei  Stäbe  mit  drei  Knotenpunkten  des  Fachwerkes 
zu  yerbinden.  Die  drei  Knotenpunkte  A^  B,  C  müssen  hierbei  ein 
Dreieck  bilden,  dessen  Ebene  den  Punkt  0  nicht  enthalt. 

2)  Es  werde  ein  dreifacher  Knotenpunkt  0  hinzugefügt  Der- 
selbe ist  durch  vier  Stäbe  mit  vier  Knotenpunkten  Ay  B,  Cj  D  zu 
verbinden,  von  denen  zwei,  z.  B.  A  und  jB,  durch  einen  Stab  AB,  der 
wegzunehmen  ist,  schon  verbunden  sind.  Der  Punkt  0  darf  hierbei 
nicht  auf  einer  gewissen  Fläche  zweiten  Grades,  der  Grenzfläche, 
liegen,  sonst  würde  der  Grenzfall  eintreten. 

3)  Es  werde  ein  vierfacher  Knotenpunkt  hinzugefügt.  Von  dem- 
selben aus  sind  fünf  Stäbe  zu  legen  nach  fünf  Knotenpunkten  A,  jB, 
Cy  D,  Ey  von  denen  zwei  Paare  schon  durch  Stäbe  verbunden  sind, 
die  wegzunehmen  sind.  Hierbei  ist  die  Grenzfläche,  auf  welcher  der 
Punkt  0  nicht  liegen  darf,  wenn  nicht  der  Grenzfall  eintreten  soll, 
von  der  vierten  Ordnung. 

Mit  Hülfe  dieser  drei  Gesetze  lassen  sich  sämtliche  bestimmten 
räumlichen  Fachwerke  aus  dem  einfachsten  bestimmten  räumlichen 
Fachwerke,  welches  durch  die  Kanten  eines  Tetraeders  gebildet  ist, 
durch  successives  Hinzufügen  von  weiteren  Knotenpunkten  herstellen. 
Umgekehrt  können  diese  Gesetze,  deren  Inb^riff  wir  als  Struktur  des 
bestimmten  räumlichen  Fachwerks  bezeichnen,  zur  Untersuchung  eines 


186)  Henna>erg,  Statik  (1886),  p.  247  u.  f. 
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Torliegenden  Stabsystemes  verwandt  werden.  Zu  diesem  Zwecke  würde 
dnrcli  successiyes  Wegnehmen  der  einzelnen  Knotenpunkte  und  Ein- 
schaltung der  Ersatzstabe  das  yorliegende  raumliche  Gelenksystem  zu 
reduzieren  sein.  Hierbei  müssen  unter  Umständen  bei  der  Weg- 
nahme eines  dreifachen  oder  vierfachen  Knotenpunktes  mehrere  Mög- 
lichkeiten geprüft  werden. 

43.  Bestiminnng  der  Spannungen  im  (allgemeinen)  »«bestimmten** 
r&nmliolien  Faohwerk.  Sowohl  die  Auflösung  des  Gleichungssystemes 
für  die  Spannungen^  wie  auch  die  graphische  Bestimmung  der  Span- 
nungen bereitet  keine  Schwierigkeiten^  wenn  das  Fachwerk  lediglich 
unter  Anwendung  des  ersten  Gesetzes  aus  dem  einfachsten  Fachwerk^ 
dem  Tetraeder^  hergestellt  ist^  bezw.  wenn  sich  Schnitte  durch  das 
Fachwerk  legen  lassen^  welche  nur  sechs  Stäbe  treffen. 

Ist  beides  nicht  der  Fall,  so  führt  die  Methode  von  Henneberg^^'^) 
sowohl  graphisch  wie  analytisch  zum  Ziele.  Ist  das  bestimmte  räum- 
liche Fachwerk  von  n  Knotenpunkten  auf  ein  solches  von  n  —  1 
Knotenpunkten  zurückgeführt,  so  ist  die  Bestimmung  der  Spannungen 
in  dem  letzteren  zweimal  durchzuführen,  wenn  der  weggenommene 
Knotenpunkt  ein  dreifacher  war  und  somit  nur  ein  Ersatzstab  er- 
forderlich war;  dagegen  dreimal,  wenn  der  weggenommene  Knoten- 
punkt ein  vierfacher  ist  und  daher  zwei  Ersatzstäbe  erforderlich  sind. 
Besitzt  das  räumliche  Fachwerk  von  n  —  1  Knotenpunkten  ebenfalls 
keinen  zweifachen  Knotenpunkt,  so  würde  die  Reduktion  nochmals 
vorzunehmen  sein. 

Bei  der  analytischen  Durchführung  dieser  Methode  würde  im 
Falle  eines  dreifachen  Knotenpunktes  das  System  von  3n  —  6  linearen 
Gleichungen  mit  3n  —  6  Unbekannten  zurückgeführt  sein  auf  zwei 

Systeme  von  3n  —  9  linearen  Gleichungen  mit  3n  —  9  Unbekannten. 

Xm  Falle  eines  vierfachen  Knotenpimktes  würden  dagegen  drei  Systeme 

Von  3»  —  9  Gleichungen  mit  3n  —  9  Unbekannten  aufzulösen  sein. 
Hat  das  um   einen  Knotenpunkt  reduzierte  Fachwerk  abermals 

keinen  zweifachen  Knotenpunkt,  so  würde  das  Verfahren  zu  wieder- 

l^olen  sein. 

Der  Vorteil  dieser  Methode  liegt,  wie  bei  dem  ebenen  Fachwerke, 

^wieder   darin,   dass   die  Gleichungssysteme    die   anfängliche   einfache 

^orm,  bei  der  in  jeder  Gleichung  immer  nur  einige  wenige  Unbekannte 

^Vorkommen,  behalten. 

In  entsprechender  Weise  wie  bei  dem  ebenen  Fachwerke   giebt 


187)  L,  Henneherg,  Statik,  p.  269  u.  f. 
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H.  MüUer-Breslau  ^^)  bezüglich  der  Reduktion  des  räumlichen  Fach- 
werkes ohne  zweifachen  Knotenpunkt  die  allgemeine  Regel  ^  dass 
durch  Beseitigung  yon  Stäben  und  HinzufQgen  Ton  ebenaoTiel  neuen 
Stäben  das  raumliche  Fachwerk  auf  ein  solches  zurückzufahren  sei, 
bei  welchem  siiOi  die  Spannungen  durch  wiederholte  Losung  der  Auf- 
gabe^  eine  Kraft  in  drei  Komponenten  zu  zerlegen,  bestimmen  lassen. 
Damit  würde  dann  die  Bestimmung  der  Spaminngen  in  dem  ge- 
gebenen  Fachwerke  auf  diejenige  in  dem  reduzierten  Fachwerke 
zurückgeführt  sein. 

Dass  bei  der  graphischen  Bestimmung  der  Spannungen  im  be- 
stimmten räumlichen  Fachwerke  auch  die  kinematische  Methode  zum 
Ziele  führt,  haben  H.  MüUer-Breslau  und  0.  Hubner  ^  durch  An- 
gabe des  Yerschiebungsplanes  für  das  räumliche  Fachwerk  an  Bei- 
spielen gezeigt^®*'). 

44.    Allgemeine  Kriterien  für  das  Auftreten  der  OrensfSlle. 

Auch  die  Untersuchimg  der  Stabilität  eines  yorliegenden  räumlichen 
Stabsystemes  lasst  sich  wie  bei  den  ebenen  Systemen  durchführen.  Sind 
bei  n  Knotenpunkten  Sn  —  6  Stabe  yorhanden,  so  genügt  es^  für  ein 
einziges  Gleichgewichtssystem  Yon  Kräften,  die  in  den  Kiiotenpunkten 
angreifen,  die  Bestimmung  der  Spannungen  durchzufahren.  Ergeben 
sich  dieselben  als  endlich  und  eindeutiir,  so  ist  das  Stabsystem  statisch 
bestimmt,  also  ein  bestimmtes  raumüls  Fachwerk.  Am  bequemsten 
ist  es  hierbei ,  samtliche  äusseren  Kräfte  ==  0  anzunehmen.  Werdati 
dann  sämtliche  Spannungen  eindeutig  ==  0;  so  ist  das  Gelenksystem 
ein  bestimmtes  räumliches  Fachwerk,  dagegen  ist  es  kinematisch  un- 
bestimmt, wenn  die  Spannungen  vieldeutig  werden.  Vor  der  Durch- 
föhrong  der  Spannungsbestimmung  ist  es  zweckmässig,  zunScliBt  die 
Struktur  des  Stabsystemes  zu  untersuchen.  Ist  die  Struktur  des 
Stabsystemes  die  für  die  bestimmten  räumlichen  Fachwerke  erforder- 
liche^ so  liegt,  wenn  die  Spannungen  yieldeutig  werden,  der  Grenzfiall  vor. 
Anstatt  durch  die  Spannungsbestimmung  lässt  sich  die  Frage  der 
Stabilität  auch  durch  Konstruktion  des  Yerschiebungsplanes  entscheiden. 

188)  Zentralbl.  d.  BauTerw.  11  (1891),  p.  437;   Tgl.  Nr.  36,  sowie  Fuasn.  169. 

189)  Zentralbl.  d.  Bauverw.  12  (189S),  p.  226,244;  Civiling.  39  (1893X  p.  377. 
Hierbei  werden  die  allgemeinen  Sätze  von  0.  Mohr,  CiTÜing.  34  (1898),  p.  691 
benutzt. 

189*)  Eine  weitere  Methode  für  die  Spannnngsbestimmnng  im  r&amlicheB 
Fachwerke  giebt  JP.  Steine,  Handbuch  der  Ingenieurwissenschaften  2,  8.  Anfl., 
Leipzig  1901,  Kap.  8  (Theorie  der  eisernen  Brücken  von  F.  SUiner%  p.  238.  Bei 
dieser  Methode  wird  nach  Einführung  der  Spannungen  einzelner  Stäbe  als  vor- 
läufig unbekannter  Qrössen  die  Spannungsbestimmung  im  räumlichen  Fachwerke 
auf  die  der  ebenen  Fach  werke  zorfickgeführt. 
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nL   Spezielle  Fachwerksträger. 

45.  Vorbemerknng.  In  dem  folgenden  Abschnitte  soll  eine  Reihe 
n  in  der  Praxis  Torkommenden  speziellen  Fachwerksträgem  be- 
rochst  werden;  es  sind  auch  einige  kinematisch  überbestimmte 
chwerkstrager  in  Betracht  gezogen.  Die  Auswahl  dieser  zu  be- 
rechenden Träger  erhebt  auf  Vollständigkeit  keinen  Anspiiich.  Bei 
r  Wahl  eines  speziellen  Trägers  zur  Lösimg  irgend  eines  yorliegen- 
Q  technischen  Problemes  wird  zumU^hst  der  Zweck  des  Tiagers  in 
tracht  kommen.  Dann  werden  die  Spannweite  ^  sowie  eine  Reihe 
mimischer  Forderungen^  die  sich  auf  Materialverbrauch  u.  s.  w.  be- 
ihen^  bei  der  Wahl  mit  entscheidend  sein. 

46.  Lagexptinkte  der  Faohwerke.  Unter  einem  Fachwerksträger 
rd  ein  Fachwerk  yerstanden^  das  gegenüber  der  Erde  durch  ge- 
riete Lagerungen  festgelegt  ist.  Man  unterscheidet  feste  und  bV 
»gliche  Lager.    Unter  einem  festen  Lager  wird  ein  Lager  yerstanden, 

8  derartig  mit  der  Erde  yerbunden  ist;  dass  Bewegungen  desselben 
sgeschlossen  sind.  Ein  bewegliches  Lager  ist  dagegen  ein  Lager, 
s  sich  noch  in  beschränkter  Weise  bewegen  kann,  somit  bei  dem 
enen  Fachwerke  in  einer  Kurve.  Ein  festes  Lager  eines  ebenen 
kchwerkes  liefert  zwei  Lagerbedingungen,  ein  bewegliches  Lager 
le.  Da  zur  Festlegung  eines  ebenen  starren  Systems  drei  Be- 
igongen  erforderlich  sind,  so  werden,  wenn  eine  Überbestimmtheit 
rmieden  werden  soll,  bezüglich  der  Lagerungen  eines  ebenen  Fach- 
^rkes  nur  zwei  Fälle  möglich  sein: 

1)  Das  Fachwerk  ist  festgelegt  durch  ein  festes  und  ein  beweg- 
ihes  Lager,  oder 

2)  es  ist  festgelegt  durch  drei  bewegliche  Lager. 

Ein  festes  Lager  A  liefert  eine  Lagerreaktion,  welche  durch  A 
ht,  sonst  aber  jede  Richtung  besitzen  kann.  Ein  bewegliches  Lager 
,  das  sich  nur  auf  einer  Kurve  C  bewegen  kann,  erfordert  eine 
Lgerreaktion,  die  in  die  Normale  der  Kurve  C  fällt.  In  beiden 
kllen  sind  durch  die  Art  der  Lagerungen  die  Lagerreaktionen  voll- 
indig  bestimmt,  die  sich  für  ein  vorgeschriebenes  System  von  auf 

9  Knotenpunkte  des  Fachwerkes  wirkenden  Kräften  ergeben.  Sind 
ß  Lagerreaktionen  durch  die  Gleichgewichtsbedingungen  sämtlicher 
f  die  Knotenpunkte  wirkenden  Kräfte  gefunden,  so  können  die 
iger  durch  diese  Lagerreaktionen  ersetzt  werden.  Die  Lagerknoten- 
inkte  haben  dadurch  ihre  Sonderstellung  verloren  und  das  System 
;  wie  ein  freies  System  {freies  Fachwerk)  zu  behandeln,  auf  dessen 
lotenpunkte  ein  gegebenes  Gleichgewichtssystem  von  Kräften  wirkt. 
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Fig.  85. 


Ein  festes  Lager  Ä  eines  ebenen  Fachwerkes  kann  man  sich 
dadurch  festgelegt  denken^  dass  man  den  Punkt  Ä  durch  zwei  StiLbe 

(Fig.  35)  mit  zwei  festen  Punkten  Ä^  und 
A^  der  Erde  yerbindet.  Bei  einem  beweg- 
lichen Lager  B,  das  sich  nur  atf  einer 
Kurve  C  bewegen  kann,  darf  an  die  Stelle 
dieser  Eurre  C,  da  es  sich  nur  um  die 
Untersuchung  der  unendlich  kleinen  Be- 
wegungen handelt;  ein  Stab  treten,  der 
in  die  Normale  der  Kurve  C  fallt  und  den  Punkt  B  mit  einem  festen 
Punkt  B^  der  Erde  verbindet. 

Für  das  räumliche  Fachwerk  ergeben  sich  ähnliche  Betrachtungen, 
und  zwar  sind  nach  betreffender  Ersetzung  der  Lager  durch  SUUaungs- 
stöbe  6  solche  Stützungsstäbe  zur  Festlegung  erforderlicL 

47.  Gestützte  Faohwerke.  Li  der  Praxis  kommen  häufig  öe- 
lenksysteme  zur  Verwendung,  welche  durch  eine  grössere  Angahl  yon 
Lagern  bezw.  Stützungsstäben  festgelegt  sind. 

Jedes  ebene  oder  räumliche  OelefiJcsystem,  welches  nach  Ersetmmg 
der  Lager  durch  Siüteungsstabe  durch  mehr  ais  drei  hezw.  sechs  Stüteungs- 
Stabe  mit  der  Erde  verbunden  ist,  möge  nebst  diesen  Stüteungsstäben  als 
ein  gestütztes  Gelenksystem  bezeichnet  werden.  In  ähnlicher  Weise, 
wie  bei  den  freien  Gelenksystemen,  lassen  sich  dann  kinematisch  un- 
bestimmte, kinematisch  bestimmte  und  kinemoMsch  überbestimmte  gestützte 

Gelenksysteme  unterscheiden.  Die 
kinematisch  bestimmten  und  die 
kinematisch  überbestimmten  ge- 
stützten Gelenksysteme  sollen  als 
gestützte  Fachwerke  bezeichnet 
werden,  bezw.  die  kinematisch 
bestimmten  gestützten  Gelenk- 
systeme als  bestimmte  gestützte  Fachwerke  ^^).  So  ist  das  bei- 
gezeichnete System  (Fig.  36)  einschliesslich  der  vier  an  die  Stelle 
der    beweglichen    Lager    in    A,  B,  C,  D    tretenden    Stützungsstäbe 

190)  Siehe  Föppl,  Theorie  des  Fachwerks,  p.  18.  Föppl  nennt  derartige 
Systeme  auch  unselbständige  Fachwerke,  später  gestützte  Fachwerke.  Für  das 
ebene  gestützte  Fachwerk  bestimmen  Mohr  und  Levy  die  Zahl  der  Stäbe.  Sind 
bei  einem  gestützten  bestimmten  Fachwerke  n  Knotenpunkte  vorhanden,  r  fette 
and  p  bewegliche  Lager,  so  beträgt  die  Zahl  der  Stäbe  m  =  2n  —  2r  — p, 
Zeitschr.  d.  Arch.-  u.  Ing.-Ver.  zu  Hannover  20  (1874),  p.  509,  sowie  Levy,  La 
statique  graphiqne,  Paris  1874,  p.  50,  93—95.  Eine  ähnliche  Gleichung  folgt 
für  das  räumliche  gestütite  Fachwerk. 


Fig.  36. 
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als  ein  bestimmtes  gestütztes  Fachwerk  zu  bezeichnen.  Werden  bei 
einem  bestimmten  gestützten  Facbwerke  sämtlicbe  Lager  bezw. 
Stützongsstabe  weggenommen,  so  entsteht  aus  demselben  ein  kine- 
matisch unbestimmtes  Gelenksystem  mit  2n  —  s  bezw.  3n  —  s  Stäben, 
wenn  8  StützxmgssiSbe  vorhanden  waren. 

Bei  dem  gestützten  Fachwerke  sind  die  Lagerreaktionen  durch 
die  Bedingung,  dass  dieselben  mit  den  auf  die  übrigen  Knotenpunkte 
wirkenden  und  gegebenen  Straften  ein  Gleichgewichtssystem  bilden 
sollen,  noch  nicht  bestimmt.  Die  gestützten  Fachwerke  erfordern 
daher  eine  besondere  üntersuchxmg. 

Diese  Untersuchung  des  gestützten  Fachwerkes  lässt  sich  auf  die 
Untersuchung  eines  freies  Fachwerkes  zurückführen. 

Bei  einem  gestützten  Stabsystem  K  sollen  in  der  angegebenen 
Weise  die  Lagerungen  durch  Stäbe  ersetzt  sein,  welche  nach  festen 
Punkten  der  Erde  gehen.  Dann  kann  für  die  Zwecke  der  Unter- 
suchung an  die  Stelle  der  £rde  ein  bestimmtes  ebenes  bezw.  räum- 
liches Fachwerk  K'  (das  Erdfachwerk)  gesetzt  werden,  welches  nur 
der  einen  Bedingung  genügen  muss,  dass  dasselbe  diejenigen  Punkte 
der  Erde,  von  denen  die  Stützungsstäbe  ausgehen,  zu  Knotenpunkten 
hat.  Dieses  so  erhaltene  System  K  -{-  K'  wird  das  erweiterte  System 
bezw.,  wenn  K  stabil,  also  ein  Fachwerk  ist,  das  erweiterte  Fachwerk^ 
genannt^"). 

Nach  Einfahrung  des  erweiterten  Systemes  ist  die  Untersuchung 
der  Struktur,  wie  insbesondere  diejenige  der  Stabilität,  auf  die  be- 
treffende Untersuchung  eines  freien  erweiterten  Systemes  zurück- 
geführt. 

Das  Gleiche  gilt  von  der  Spannimgsbestimmung,  da,  wie  Henne- 
lerg  gezeigt  hat,  die  Spannungen  in  den  Stäben  des  gestützten  Systemes 
nur  abhängig  sind  van  den  Kräften  P^,  die  auf  die  Knotenpunkte  des 
gesKUgten  Systemes  wirken,  bezw.  unabhängig  sind  yon  den  Kräften  Q^, 
die    in    den   fjiotenpunkten    des   Erdfachwerkes   angreifend   gedacht 


191)  Hewneherg,  Zeitschrift  f  Arch.  u.  Ingenieurwesen  49  (neue  Folge  S) 
(1908),  p.  167.  Dass  man,  wie  dieses  im  Folgenden  geschieht,  die  Erde  durch  ein 
Fachwerk  ersetzen  kann,  ist  längst  bekannt.  Vgl  A,  Föppl^  Graphische  Statik, 
p.  846  Q.  273.  Yon  MüUer-Breslau  ist  bemerkt,  dass  man  sich  nach  Ersetzung 
der  Erde  durch  ein  Fachwerk  gestützte  Systeme  herstellen  kann  mit  Hülfe 
der  von  Hemneherg  für  freie  Systeme  gefundenen  Strukturgesetze,  Zentralbl. 
der  Bauverw.  11  (1891),  p.  440.  Vgl.  femer  Handbuch  der  Ingenieurwissen- 
schaften 2,  8.  Aufl.,  Leipzig  1901,  Kap.  8  (Theorie  der  eisernen  Brücken  von 
F,aUmer),  p.  202—204,  sowie  G.  Lang,  Big.  Ind.- Zeitung  16  (1889),  p.  86. 
Q.  Lang  hat  hier  in  speziellen  Fällen  die  Stabilitätsuntersuchung  durchgeführt. 

Snejklop.  d.  m*th.  WiBienioh.    IT  1.  28 
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werden^  sobald  nur  die  Kräfte  Q^  mit  den  gegebenen  Sjuften  P^  ein 
Gleichgewichtssystem  bilden  ^^. 

48.  Spezielle  ebene  Faohwerksträger^^).  Soweit  freie  Fachwerke 
als  Fachwerksträger  zur  Verwendung  kommen^  sind  dieselben  grössten- 
teils in  der  Form  Fig.  24  (Nr.  32)  enthalten  und  laufen  demgemasss 
auf  Dreiecksfachwerke  hinaus.  Der  äusseren  Form  nach  hat  man  yer- 
schiedene  Arten  von  Bdücenträgem  zu  unterscheiden:  so  kommen  solche 
mit  geraden  und  solche  mit  gekrümmten  Gurtungen  vor.  Bei  letzteren 
kann  die  Bogenform  durch  äussere  Rücksichten  bestimmt  sein,  kann 
aber  auch  die  Folge  von  gewissen  statischen  Anforderungen  sein,  wie 
dies  beim  Pa/rabd-y  Pauli-  imd  Schtvedler-Träger  der  Fall  ist 


^ziz^ 


Fig.  S7. 


Fig.  88. 


Der  ParaUeUräger.  Beide  Gurtungen  sind  paralleL  Das  Drei- 
eckssystem besteht  entweder  aus  rechtwinkligen  Dreiecken  (System 
Mohnie,  1854  (Fig.  37)  in  Bayern  eingeführt)  oder  aus  gleichschenkligen 
Dreiecken  (Fig.  38)  von  NeviUe  yorgeschlagen  und  1846  in  Belgien 
eingeführt,  Ton  Warren  1849  rerbessert. 

Bei  Eigengewicht  allein  werden  bei  dem  Mohnii-Träger  alle  nach 


192)  Zar  Bestimmung  der  Spannungen  in  einem  gestützten  Fachwerke  K^ 
auf  welches  Kräfte  P^  wirken,  ist  es  nur  erforderlich,  nach  Bestimmung  des  er- 
weiterten Fachwerkes  K  -^  K*  in  den  Knotenpunkten  des  Erdfadiwerkes  E! 
irgend  welche  Kräfte  Q^  anzunehmen  (man  begnügt  sich  hier  am  besten  mit 
zwei  Sjräften),  die  mit  den  Kräften  P^  im  Gleichgewicht  stehen,  und  dann  die 
Spannungsbestimmung  in  dem  freien  Fachwerke  K'\-  K'  durchzuführen.  Die 
Spannungen,  die  sich  alsdann  in  dem  Fachwerke  K  ergeben,  sind  die  richtigen. 
Bisher  wurde  für  jedes  gestützte  Fachwerk  eine  besondere  Methode,  die  auf 
einen  Kunstgriff  hinauslief,  gegeben.  W.  SMink  hat  mit  Hülfe  dieser  hier 
empfohlenen  Methode  die  Spannungsbestimmung  bei  einer  Reihe  von  speziellen 
gestützten  Fach  werken  durchgeführt,  Zeitschrift  f.  Arch.  u.  Ingenieurweaen  49 
(neue  Folge  8)  (1903),  p.  165. 

193)  Die  Zusammenstellung  der  speziellen  Fachwerksti^^r,  wie  sie  in  den 
folgenden  Nummern  enthalten  ist,  verdankt  der  Verfasser  Herrn  W.  Schlink,  dem 
hierfür  der  schuldige  Dank  ausgesprochen  wird.  Zusammenstellungen  der  ge- 
bräuchlichen Fachwerksträger  finden  sich  ausser  in  den  Lehrbüchern  für  Ban- 
konstruktion  und  graphische  Statik  beispielsweise  in  dem  Handbttch  der  Ingeniemr- 
Wissenschaften  2,  2.  Aufl.,  Leipzig  1890,  Kap.  8,  dritte  Auflage  noch  nicht  yoU- 
ständig  erschienen,  sowie  in  einigen  Abhandlungen  z.  B.  von  O.  Lang,  Riga, 
Ind.- Zeitung  16  (1889),  p.  229,  241,  265,  277;  16  (1890),  p.85,  97,  109,  133,  146. 
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der  Mitte  zu  fallenden  Diagonalen  gezogen,  weshalb  man  alle  Dia- 
gonalen der  linken  Tragerhalfte  nach  rechts,  alle  diejenigen  der  rech- 
ten Trägerhälfte  nach  links  abfallen  lässt  (Fig.  37).  Infolge  der  zu- 
falligen Belastung  (Verkehrslast)  kann  jede  Diagonale  Zug  oder  Druck 
bekommen,  je  nachdem  die  Felder  auf  der  Seite  des  Fusspunktes 
oder  die  auf  der  Seite  des  Eopfpunktes  belastet  sind.  Wirken  Eigen- 
gewicht und  Verkehrslast  gleichzeitig,  so  wird  in  den  Diagonalen 
eines  gewissen  links  gelegenen  Gebietes  nur  Zug,  ebenso  in  denjenigen 
eines  entsprechenden  rechts  gelegenen  Gebietes  (falls  die  Diagonalen 
nach  der  Mitte  fallen)  nur  Zug  auftreten,  nämlich  in  allen  Diagonalen, 
f&r  welche  die  Zugbeanspruchung  durch  Eigengewicht  die  grösste 
Druckbeanspruchung  infolge  Verkehrslast  überwiegt.  In  einem  Ge- 
biete  zu  beiden  Seiten  der  Mitte  werden  die  Diagonalen  sowohl  Zug 
wie  Druck  bekommen  können.  Um  zu  erreichen,  dass  auch  in  diesem 
Gebiete  keine  Diagonale  Druck  erhält,  ordnet  man  schlaffe  Gegen- 
diagonalen ^^)  an  (Fig.  39).  Würde  z.  B.  in  der  Diagonale  a  des  Feldes 
Ä:  bei  einer  bestimmten  Belastung  Druck  entstehen,  so  knickt  sie  bei 
ihrer  geringen  Stärke  aus,  und  es  tritt  die  Diagonale  h  als  Zugdiagonale 
in  Wirkung.  Das  Genauere  hierüber  gehört  in  die  Festigkeitslehre. 
Werden  die  G^endiagonalen  als  steife  Diagonalen  ausgebildet, 
so  ist  diu  Fachwerk  ein  statisch  unbestimmtes.  Die  Ingenieure  er- 
mitteln dann  die  Spannungen  in  den  Diagonalen  gern  so,  dass  sie  den 
Träger  in  zwei  Fachwerksträger  zerlegen,  von  denen  jeder  die  halbe 
Belastung  tragt,  und  yon  denen  der  eine  die  Haupt-,  der  andere  die 
Gegendi^onalen  enthält  ^^^). 


^XKRR^ 


Fig.  89. 


Fig.  40. 


Der  Tra^ßeeträger  (Fig.  40)  bietet  gegenüber  dem  Paralleltroger 
den  Vorteil  der  Materialersparnis. 

Bei  dem  Parabdträger^^  liegen  die  Knotenpunkte  auf  einer  oder 
auf  zwei  Parabeln.    Der  Vorteil  dieser  Form  liegt  darin,  dass  bei  yoU- 


194)  Das  Prinzip  der  schlaffen  Diagonalen  ist  ein  sehr  wichtiges;  die 
üntersnchong  der  schlaffen  Diagonalen  geht  jedoch  über  den  vorliegenden 
Artikel  hinaus  und  kann  erst  in  den  Artikeln  über  Elastizität  und  Festigkeits- 
lehre behandelt  werden. 

196)  Handbuch  der  Ingenieurwissenschaften  2,  2.  Aufl.,  Kap.  8,  p.  846. 

196)  Zeitschr.  f.  Bauwesen  1  (1861),  p.  268. 
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ständiger,  gleichmässiger  Belastung,  z.  B.  durch  Eigengewicht^  die  Diago- 
nalen gar  nicht  beansprucht  werden.  Durch  gleichzeitige  Wirkung  von 
Eigengewicht  und  Yerkehrslast  wird  jede  Diagonale  Zug  und  Druck 
bekommen  können.  Um  die  Diagonalen  von  Druck  frei  zu  halten, 
müssten  also  in  jedem  Felde  schlaffe  Gegendiagonalen  angebracht 
werden.  Bei  gleichmässiger  Belastung  ist  die  maximale  Spannung 
für  alle  Stäbe  des  geradlinigen  Ghirtes  die  gleiche,  wahrend  für  die 
Stäbe  des  gekrümmten  Gurtes  die  Horizontalkomponenten  der  Span- 
nung einander  gleich  sind. 

Die  wichtigsten  Formen  der  parabolischen  Träger  sind  ausser 
der  Form  Fig.  41,  der  Fischbamkträger  und  der  JSalbparabdiräger  (Fig.  42), 
femer  der  Sichelträger  ^  dessen  beide  Gurtungen  nach  oben  gekrümmt 


Fig.  41. 


'^^^^^^^  fJ\N71/l> 


Fig.  42. 

sind  und  in  den  Auflagerpunkten  zusammenlaufen,  sowie  der  lAnseni- 
träger,  dessen  obere  Gurtung  nach  oben  und  dessen  untere  Gurtung 
nach  unten  gekrümmt  ist. 

Der  Pauliträger  ^*'')  ist  aus  der  Forderung  hervorgegangen,  einen 
Träger  zu  konstruieren,  dessen  beide  Gurtungen  bei  gleichförmiger 
Belastung  konstante  Spannungen  haben.  Thatsächlich  weicht  die 
Form  Yon  der  theoretischen  etwas  ab,  und  obige  Bedingung  ist  nur 
angenähert  erfüllt  (Fig.  43).    Die  Form  bestimmt  sich  aus  der  Gleichung 

Der  Schwedlerträger  ^^)  bezweckt  den  Obergurt  derart  zu  krüm- 
men, dass  die  Diagonalen  überhaupt  nur  Zug  erhalten.  Es  muss 
dann   die  grösste  Druckbeanspruchung,   die  durch  YerkehialaBt  eni* 


197)  Erste  AasfOhrung  (1867)  für  die  Isarbrücke  bei  Grosahesselohe.  Allg. 
Bauleitung  24  (1869),  p.  82. 

198)  Zeitschrift  f.  Bauwesen  18  (1868),  p.  617.  Erste  Ausführung  bei  der 
Berlin-Lehrter  Eisenbahn.  Die  graphische  Ermittelung  der  Ordinaten  des 
Schwedlerträgers  findet  sich  Zeitschr.  f.  Bauwesen  28  (1873),  p.  287. 
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stehen  kann,  aufgehoben  werden  durch  die  Zugbeanspruchung  infolge 
des  Eigengewichtes.  Der  ganze  Träger  würde  die  beigezeichnete 
Form  (Fig.  44)  erhalten,  bei  welcher  die  beiden  Kurven  Hyperbeln 
sind.    Um  die  Einbuchtung  zu  yermeiden,  nahm  ScJiwedler  für  den 


Fig.  48. 


Fig.  U. 


jsmm>K 


Fig.  46. 

mittleren  Teil  einen  Parallelträger,  in  welchem  aber  dann,  damit  sich 
bei  gewissen  Belastungen  nur  Zug  in  den  Diagonalen  ergiebt,  Gegen- 
diagonalen (Fig.  45)  angebracht  sind. 

Sowohl  bei  Tiagem  mit  gekrümmten,  wie  bei  denen  mit  geraden 
Gxirtungen  kommen  die  sogenannten  mehrfachen  Fachwerke  (Gitter- 
werke)  vor.  Es  sind  dieses  Fachwerke  mit  mehreren  Diagonalzügen, 
und  können  sowohl  statisch  bestimmt,  wie  statisch  unbestimmt  sein. 
Die  Zwischenstabe  sind  so  angeordnet,  dass  jeder  Gitterstab  von  einem 
oder  mehreren  geschnitten  wird  (an  der  Kreuzungsstelle  sind  die 
Gitterstäbe  indes  nicht  yerbunden).  Wird  jeder  Gitterstab  durch  die 
ihn  kreuzenden  in  n  Teile  zerlegt,  so  spricht  man  yon  einem  n- 
fachen  Fachwerk.  Die  zweifachen  Systeme  wurden  von  Linvüle  in 
Amerika  eingeführt 

Das  beigezeichnete  Gitterwerk  Fig.  46  ist  statisch  unbestimmt^ 
kann  also  mit  den  Methoden  des  vorliegenden  Artikels  nicht  behandelt 
werden.  Zur  Berechnung  der  Span- 
nungen gehen  dann,  wie  schon  oben 
angedeutet,  die  Ingenieure  gern  so 
vor,  dass  sie  das  n-teilige  Gitterwerk  Fig.  46. 

in  n  einzelne  Fachwerke  zerlegen,  deren 

jedes  bei  gleichförmiger  Belastung  —  der  Belastung  aufnimmt    Jeder 

Gitterstab  kommt  nur  in  einem  Teilsystem  vor,  jeder  Gurtstab  in 
jedem  Teilsystem,  und  die  n  Spannungen,  die  sich  für  einen  Gurtstab 
ergeben,  sind  zu  addieren  ^^). 

199)  Handbuch  d.  IngenieurwiBsenBchaften  2,  2.  Aufl.,  Kap.  S,  p.  846. 


JSEEXSEXE 


428       IV  6.   Zr.  Henneberg,    Graphische  Statik:  Spezielle  Fachwerkstr&ger. 

Der  beistehend  dargestellte  Trager  (Fig.  47)  ist  statisch  be- 
stimmt.   Von   den  Punkten  Ä  und  B  ausgehend  kann  man   einen 

^  reziproken  Erilfteplan  kon- 

struieren bis  zu  den  Stäben 
des  Sechseckes  RSTUVW 
mit  seinen  drei  Diagonalen. 
Man  konnte  glauben^  dass 
zur  Bestimmung  der  Span- 
nungen in  diesen  9  Stäben  die  allgemeinen  Methoden  der  Nummern 
36 — 38  erforderlich  sein  möchten,  doch  erweist  sich  dies  als  über- 
flüssig, wenn  man  berücksichtigt;  dass  die  Stäbe  UV  und  VW  in 
eine  gerade  Linie  fallen. 

49,  FortsetBung:  Ghestütste  ebene  Faohwerke  ale  Faohwerka- 
trftger.  Wird  ein  freies  Fachwerk  durch  mehr  als  drei  Stäbe  mit  der  Erde 
verbunden,  so  ist  das  erweiterte  Fachwerk  stätisch  unbestimmt.  Die 
gebrauchlichsten  statisch  unbestimmten  Fachwerkstrager  sind  die  durd^ 
laufenden  (kontinuierlichen)  Trager  (Fig.  48)  und  die  Bogewträger  mit 


/\/\/Y\/\/\ 


_^s^™a2^ 


Fig.  48. 


Fig.  49. 
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Fig.  50. 

iBivei  Crdenken  (Fig.  49).  Liegt  etwa  ein  Balkenträger  mit  einem 
festen  und  drei  beweglichen  Auflagern  yor,  so  entsteht  nach  Ersatz 
der  Auflager  durch  Stäbe  und  nach  Konstruktion  des  Erdfachwerkes 
ein  neues  System  (Fig.  50),  welches  zweifach  stätisch  unbestimmt  isi 
Es  kann  zu  einem  stätisch  bestimmten  gemacht  werden  durch  Weg- 
nahme zweier  Stäbe,  z.  B.  CB  und  EF,  Auf  diese  Weise  entsteht 
der  Grerber'sche  Träger  mit  den  Gelenken  in  L  und  M.  Ausser  der 
angegebenen  Form  kommt  häufig  die  folgende  yor,  bei  welcher  (Fig.  61) 
die  Gelenke  in  den  äusseren  Gebieten  liegen.     Solche  Gelenktrager 


49*  Gestützte  ebene  Fachwerke  als  Fachwerksträger. 
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wurden  zuerst  yon  Ä.  Ritler  *^)  behandelt.  Unabhängig  von  Ä.  Ritter 
ist  Gerber  auf  dieselben  gekommen.  Sie  werden  nach  Gerber  benannt, 
weil  von  demselben  die  EinfQhrung  in  die  Praxis  herrührt**).     Zur 


£ 


^^^^^IWKKpJ^ 


Fig.  61. 


Ermittelung  der  Lagerreaktionen  behandelt  man  zunächst  die  auf- 
gelegten Träger  T  als  einfache  Balken  auf  zwei  Stützen  und  führt 
die  in  den  Gelenken  auftretenden  Auflagerdrücke  als  Eiüfte  für  die 
TeUe  R  und  S  (Fig.  50)  bezw.  für  R  (Fig.  51)  ein. 

Unter   dem   häufig  angewendeten  Ztoeigdenkbogen  versteht  man 
ein  Fachwerk;  dessen  untere  Gurtung  oder  dessen  beide  Gurtungen 

gekrümmt  sind,  «nd  das  durch       ^_^ 

zwei  Gelenkauflager  A  und  J?,  K  |\  |\  INThv  /j  yl 
also  durch  vier  Stäbe  mit  der  l\  \  \i  ^  ^^  '^— L 
Erde  verbunden  ist.  In  diesem 
Falle  kann  das  erweiterte  Fach- 
werk auch  dadurch  hergestellt 
werden;  dass  man  die  Auf- 
lagerknotenpunkte als  Knoten- 
punkte des  an  die  Stelle  der 
Erde     tretenden     Fachwerkes 

ABC  auffasst.  Um  das  einfach  statisch  unbestimmte  erweiterte  Fach- 
werk statisch  bestimmt  zu  machen  (Fig.  52);  muss  an  irgend  einer 
Stelle  ein  Stab  weggenommen  werden.  Wird  der  Stab  DE  weg- 
genommen;  so  entsteht  der  Bogenträger  mit  drei  Gdenken,  der  zuerst 
von  Kopeke  empfohlen  wurde***).  Da  die  beiden  Stäbe  AC  und  BC 
nur  dazu  dieneU;  den  Knotenpunkt  C  des  Erdfachwerks  festzulegen; 
so  können  sie  auch  weggenommen  werden.  Das  erweiterte  Fach- 
werk wird  dann  Fig.  53,  bei  welchem  sich  das  Erdfachwerk  auf 
den  einen  Stab  AB  reduziert  hai 

Wird   dieser   Stab   AB  thatsächlich   ausgeführt   und   dafür   das 
feste  Lager  B  durch  ein  bewegliches  ersetzt;   so  entsteht  der  Bogen- 


200)  Ä.  Ritter^  Elementare  Theorie   und  Berechnung  eiserner  Dach-   und 
Brftckenkonstruktionen,  Hannover  1868,  Abschn.  IX. 

201)  Zeitschr.  des  bayrischen  Arch.-  u.  Ing.-Ver.  (1870). 

202)  Zeitschr.  d.  Arch.-  u.  Ing.-Ver.  zu  Hannover  6  (1860),  p.  346  und  7  (1861), 
p.  281.    Erste  Ausführung  (1869):  „Eiserner  Steg*'  bei  Frankfurt  a.  M. 
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träger  mit  Dwrchmg,  Nach  Bestimmiiiig  der  Lagerreaktion  geschieht 
die  Bestimmung  der  Spannungen  am  hesten  dadurch,  dass  zonachst 
ein  Schnitt  i.  ..8  (Fig.  54)  gefBhrt  wird,  welcher  die  Spannung  in 
dem  Stabe  AB  ergiebi    Wird  der  Stab  AB  nicht  ausgef&hrl^  dagegen 


A    K- 


Fig.  68. 


Fig.  64. 


das  Lager  B  wie  das  Lager  A  als  fest  angenommen,  so  ist  die  Span- 
nungsbestimmung schliesslich  die  nämliche;  es  ist  nur  zu  berück- 
sichtigen, dass  die  beiden  Gelenkdrücke,  welche  sich  durch  die  Span- 
nung in  dem  Stabe  AB  in  den  Punkten  A  und  B  ei^ben,  nach  Weg- 
nahme dieses  Stabes  und  Ersetzung  des  beweglichen  Lagers  B  durch 
ein  festes  Beiträge  zu  den  Lagerreaktionen  in  A  und  B  liefern. 

Eine  ähnliche  Konstruktion  wie  der  statisch  bestimmte  Bogen- 
träger  mit  Durchzug  bietet  der  für  Dachbinder  yielfiach  yerwendete 


Fig.  66. 


Fig.  66. 


Fig.  67. 

Pclonceau-Träger  (Fig.  55),  dessen  Spannungsbestimmung  in  analoger 
Weise  wie  bei  dem  Bogenträger  mit  Durchzug  auszuführen  ist. 

Für  grössere  Dachkonstruktionen  wird  wohl  der  Bogenträger  mit 
gesprengter  Ztigstange^^)  (Fig.  56)   verwendet,   bei   dem  die  Bestim- 


203)  Dieser  Träger  führt  wie  der  statisch  bestimmte  Bogentr&ger  mit  Durch- 
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mang  der  Spanimngen  leicht  durchzuführen  ist,  wenn  man  bemerkt, 
dass  der  Schnitt  t . ,  .s  nur  drei  Stäbe  trifft;. 

Die  Hängebrücke  mit  Mittelgelenk,  yorgeschlagen  yon  Kopeke 
(Fig.  57),  kann  als  ein  gestütztes  Fachwerk  mit  vier  beweglichen 
Lagern  angesehen  werden.  Die  Untersuchung  derselben  lässt  sich 
leicht  auf  diejenige  des  Bogenträgers  mit  Mittelgelenk  zurückführen. 

60.  Spezielle  räumliche  Faohwerksträger  ^).  Unter  den 
Raumfachwerken  sind  es  wesentlich  die  FlecJUwerke  ***),  welche  bislang 
einer  mathematischen  Untersuchung  unterzogen  sind,  und  die  Bedeu- 
tung für  die  Technik  erlangt  haben. 

Unter  einem  Flechtwerk  wird  ein  räunüiclies  Fachwerk  verstanden, 
dessen  Knotenpunkte  %md  Stabe  auf  einem  Mantel  enfhalten  sind,  der 
einen  inneren  Baum  umschliesst 

Umgekehrt  gilt  der  Satz: 

Jede  aus  Dreiecken  zusammevigesetzte  Mantelfläche,  die  einen  ein- 
fach zusammenhängenden  Baum  umschliesst,  liefert,  wenn  man  die  Kanten 
als  Stäbe  und  die  Ecken  als  Knotenpunkte  auffasst,  ein  FlecJitwerk  ^^). 

Die  Flechtwerke  können  dann  wieder  nach  der  Form  der  Mantel- 
fläche, auf  welcher  die  Knotenpunkte  liegen,  eingeteilt  werden  in 
KugdflecJUwerke,  Tonnenflechtwerke,  Ptframidenflechtwerke  u.s.w.  Einen 
speziellen  Fall  eines  Kugelflechtwerkes  bildet  auch  die  Schwedlet^scJie 
Kuppd  (vgl.  unten  Fig.  59). 

Aus  einem  solchen  Flechtwerk  wird  dann  ein  Flechtwerkträger 
hergeleitet,  indem  man  dasselbe  durch  Stützungsstäbe  mit  der  Erde 
yerbindet,  oder  es  durchschneidet,  nur  die  eine  Hälfte  benutzt  und 
dieselbe  durch  entsprechende  Lagerung  gegenüber  der  Erde  festlegt. 

Unter  den  Flechtwerken  ist  es  wesentlich  die  Zimmermann^ sehe 


zag  und  der  Folonceau-Träger  nicht  auf  ein  gestütztes,  sondern  direkt  auf  ein 
freies  Fachwerk,  da  derselbe  nur  ein  festes  und  ein  bewegliches  Lager  hat. 

204)  Mit  der  Untersuchung  von  speziellen  lUumlichen  Fachwerken  haben 
sich  vorzugsweise  beschäftigt:  A.  Föppl,  Schweiz.  Bauzeitung  11  (1888),  p.  115; 
Das  Fachwerk  im  Raum,  Leipzig  1892;  Graphische  Statik,  Leipzig  1900; 
H.  MÜUer'Breslau,  Zentralbl.  d.  Bauverw.  11  (1891),  p.  437;  12  (1892),  p.  201, 
226,244,266;  Baokonstruktionen,  3.  Aufl.,  Berlin  1901;  ferner  Th.  Landsherg,  Zen- 
tralbL  d.  Bauverw.  18  (1898),  p.  297  und  23  (1903),  p.  221;  Mehrtens,  Zeitschr. 
f.  Arch.  u.  Ingenieurwesen,  Wochenausgabe  (1893),  p.  323;  siehe  auch  Hacker, 
Zeitschr.  f.  Bauwesen  38  (1888),  p.  43  und  Zeitschr.  d.  Arch.-  u.  Ing.-Ver.  zu  Hannover 
36  (1890),  p.  26  und  W.Dietz,  Zeitschr.  d.  Ver.  deutsch.  Ing.  37  (1893),  p.  1441. 

206)  Eine  ausführliche  Behandlung  der  Flechtwerke  findet  sich  in  der 
graphischen  Statik  von  Ä.  Föppl. 

206)  Ä.  Föppl,  Graphische  Statik,  p.  276. 

SncyUop.  d.  nuUh.  WiaMntch.    IV  1.  28** 
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Kuppel*"^,  welche  in  letzter  Zeit  Aufsehen  eiregt  hat  Dieselbe  be- 
steht aus  mehreren  eingeschossigen  Flechtwerksteilen,  die  dordi  Stfitzan- 
geschoBse  verbanden  sind.  Ein  solcher  Flechtwerksteil  ist  Ton  zwei 
Hingen  b^renzt,  die  gewöhnlich  in  parallelen  Ebeoen  li^en,  und  die 
dnrch  Rippen  und  Diagonalen  miteinander  verbunden  werden.  Die 
Form  des  oberen  Ringes  kann  eine  beliebige  sein;  der  nutere  Ring 
hat  doppelt  soviel  Stäbe 
(2n),  indem  von  der  dem 
obra«n  Ring  entsprechen- 
den Form  die  Ecken  doreh 
Stäbe  E  abgeschnitten 
werden,  wobei  die  beiden 
Abschnitte  zwischen  den 
betreffenden  Ecken  und 
den  benachbarten  Knoten- 
pnnkten  einander  gleich 
genommen  werden  (vgl 
Fig.  58,  wo  eine  solche 
ans  zwei  derartigen  Flocht- 
werksteilen,  Gesdiossen, 
bestehende  Kuppel  im 
dnmdriss  gezeichnet  ist). 
Der  einzelne  Flechtwerks- 
teil besteht  demnach  aas 
n  dreieckigen  mid  n  trapezförmigen,  dnrch  Dit^onalen  geteilten  Feldern. 
Sind  mehrere  derartige  Flechtwerksteile  aufeinanderznsebzen,  so  werden 
sie  durch  Stfltzen  s  verbunden  und  in  die  Hälfte  der  Trapezfelder  des  so 
entstehenden  Stütznngsgeschosses  das  Paar  der  C^endi^onalen  ein- 
gespannt (vgl.  die  Fignr).  Schliesslich  wird  die  Kuppel  in  den  Pnnkten 
des  unteren  Ringes  des  untersten  Flecbtwerkteiles  so  gelagert, 
dass  jedes  Li^er  in  der  Aufli^erebene  frei  beweglich  ist;  ausserdem 
ist  in  jedem,  zn  einem  Trapezfelde  gehörigen  Unterringstab  T  ein 
Lc^er  angebracht,  welches  senkrecht  zu  dem  betreffenden  Stab  tu  der 
Auflf^erebene  verschiebbar  ist  und  zur  Anfriahme  der  wagerechten 
Seitendrücke  dient.  Die  wagerechten  Auflagerdrücke  beanspmcfaen 
die  Umfassungsmauern  nur  in  der  Fluchtrichtung.  Man  hat  im  Ganzen 
3n  Auf  lagerunbekannte.  Zur  Bestimmung  der  Spannongen  bei  be- 
liebiger Belastung  gab  Zimmermann  Formeln,  auf  die  hier  nicht  ein- 

a07)  Zimmemutnn,  über  Ranmfacliwerke.  Nene  Formeln  und  Berechnnnge- 
weisen  für  Euppeln  und  Boustige  Dachkonteii,  Berlin  190],  sowie  Zentralbl.  d. 
Baaverw.  21  (J»01>,  p.  201. 


Fig,  58. 
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1  Verden  soll,  da  es  sich  nm  ein  statiscli  unbestimmtes  Fsch- 

werk   handelt,  &]ls  nicht  in   den   Trapezen  je   eine  Dif^onale   weg- 

geluMm  wird,  bezw.  als  schlaffe  Diagonale  unberücksichtigt  bleibet 

kann'"). 

Ans  der  eingeBchoBsigea  Ztmmermonn'scheD  Enppel  entsteht  die 

Sehwe^er'atibe,  indem  die  Unterringetäbe  zu  Null  werden,  also  die 

Dreiecksflächen   in    einen    Grat    Qbergehen; 

die    Enppel   ist    von    mit   Diagonalen    ver- 
sehenen  Trapezen   begrenzt    (Fig.  59).     Die 

Koppel  ist  gelagert   in   den  Enotenpunktea 

des  unteren  Kandes  und  zwar  in  festen  Lagern. 

Die  Stäbe  des  unteren  Randes  können  als 

8Uibe,  welche  feste  Lagerpunkte  verbinden, 

weggelassen  werden.    Die  Kuppel  ist  statisch 

bestimmt,  falls  in  jedem  Trapez  (wie  es  in 

der    Figur    geschehen    ist)    nur    eine    Dia- 

gonale  eingezogen,  bezw.  berQcksichtigt  wird. 

Sehteedter"^  selbst  gab  die  Berechnung    der  Spannungen  nur  för 

den  Fall  der  symmetrischen  Belastung  an^'"). 

Lässt  man  bei  der  Zttnfflermann'schen  Kuppel  die  Släbe  T  zu 
£fall  werden,  treffen  sich  also  je  zwei  Stäbe  in  einem  Punkt  von  T, 
so  dass  jeder  Eckpunkt  des  unteren  Ringes  mit  den  nächstliegenden 
I^inkten  des  oberen  Ringes  verbunden  ist,  so  entsteht  die  Netzwerk- 
Xa^pd.  Die  Ecken  des  oberen  Ringes  liegen  verschoben  gegen  die- 
jenigen des  unteren  Ringes.  Die  Kuppel  ist  von  Dreiecken  b^renzt 
de  in  verschiedeneu  Ebenen  liegen*"). 


S08)  Giapbisch  bat  A.  Föppi  die  Zimmermann' ache  Koppel  untenacht. 
Seatralbl.  d.  Banverw.  21  (1901),  p.  487.  Siehe  ferner  H.  MüUer-Brealau,  Zeu- 
«=ialbL  d.  Bauverw.  22  (1902),  p.  49,  «1, 429, 601,  sowie  22  (1903),  p.  «fi  und  O.  Mohr. 
%eiit»lbl.  d.  Bauverw.  22  (1902),  p.  205,  684;  ferner  Mekrteta,  Deutsche  Bau- 
^:«itaiig  S6  (1902) ,  p.  32b.  Siehe  auch  die  Beschreibung  der  Kuppel  von  TA.  Lands- 
9»erg,  Zentralbl  d.  Banverw.  21  (1901),  p.  660. 

206)  Zeitschr.  f.  Bauwesen  16  (1866),  p.  7. 

210)  Die  Sckweditr'siiti^  Kuppel  iet  ansfOhrlicb  von  Ä.  Föppl  behandelt  in 
^esMii  Graphiicher  Statik,  sowie  in  den  früheren  erechienenen  und  zitierten 
-Abhaodltingen.  Bei  symmetrischen  Etelaetnngen  werden  die  Diagonalen  der 
^K^pexe  sponnangsloe, 

211)  N&heres  zu  finden  z.  B.  in  Fäppl,  Graphiache  Statik.  Ton  A.  Föppl 
"vverdeD  ansfOhrlich  die  Tonnenflechtwerke  untersucht;  siehe  auch  Civiling.  10 
CI8O4),  p.  466.  Weitere  Litteraturangaben  finden  sich  in  Handbuch  der  lugenieor- 
"MiHeDSchaften  9,  S.  Aufl.  Kap.  S. 


434  I^  6-   I^'  Heiintberg.    Graphische  Statik:  Schlusswort. 

Schlnsswort. 

Zum  Schlass  möge  ausdrücklich  darauf  aufmerksam  gemacht 
werden^  dass  die  Voraussetzungen;  unter  denen  vorstehend  die  Fach- 
werke betrachtet  sind^  in  praxi  immer  nur  unvollkommen  zutreffen. 
Insbesondere  sind  die  Stabe  in  den  Knotenpunkten^  in  denen  sie  zu- 
sammenstossen,  meist  nicht  frei  drehbar  (wo  dann  noch  die  Reibung 
in  Betracht  zu  ziehen  wäre);  sondern  in  denselben  vernietet.  Eine 
genauere  auf  Ekstizitatsbetrachtungen  ruhende  Theorie  wird  nicht  nur 
die  aus  der  longitudinalen  Beanspruchung  der  Stäbe  resultierende 
Längenänderang  der  Stabe,  sondern  »nch  den  Einfluss  dieser  Ver- 
nietungen  zu  berücksichtigen  haben.  Wie  weit  die  in  dem  vor- 
liegenden Artikel  gegebenen  Entwickelungen  als  erste  Aniäherung  an 
die  genaue  Theorie  zu  betrachten  sind,  wird  sich  nur  im  einzelnen 
Falle  entscheiden  lassen.  Hier  ist  u.  a.  für  das  kontrolierende  Ex- 
periment ein  weiter  Spielraum  gegeben.  Es  ist  unmöglich  diese  Be- 
trachtungen hier  weiter  fortzusetzen. 


(Abgeschlossen  im  Juni  1903.) 
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IV  6.    ELEMENTARE  DYNAMIK  DER 
PülsrKTSYSTEME  UND  STARREN  KÖRPER*). 

Von 
PAUL  STÄOKEL 

IN    HANNOVER. 
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1.  Greschichtliche  Bemerkungen.  Begriff  und  Aufgabe  der  elementaren  Dynamik. 

I.  PnBktdynamlk. 

2.  Bedeutung  der  Punktdynamik  für  die  gesamte  Mechanik  und  Physik. 

A.  Allgemeine  Theorie. 

a)   Der  einzelne  Punkt. 

8.  Fundamentale  Begriffe. 

4*  Aufstellung  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung. 

5.  Diskussion  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung. 

6.  Beibung. 

b)   Systeme  diskreter  Punkte. 

?•  Die  Differentialgleichungen  der  Bewegung. 

8.  Mechanische  Ähnlichkeit. 

9.  Kleine  Schwingpingen  ohne  Reibung. 
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11.  Beziehungen  zur  Lehre  von  der  Gleichgewichtsgestalt  der  Fäden. 

12.  Beziehungen  zur  Optik. 

*)  Bei  der  Abfassung  dieses  Artikels  ist  der  Verfasser  in  dankenswerter 
Weise  von  verschiedenen  Fachgenossen  unterstützt  worden.  Au  erster  Stelle  hat 
er  Herrn  Julius  Petersen  (Kopenhagen)  zu  nennen,  der  ursprünglich  den  Artikel 
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die  Gestaltung  des  Artikels  im  allgemeinen  hat  sich  der  Verfasser  in  wieder- 
holten Besprechungen  mit  Herrn  F.  Klein  beraten,  und  für  die  Einzelheiten 
sind  ihm  besonders  Bemerkungen  der  Herren  G.  Hantel  (Brunn),  K.  Heun  (Karls- 
ruhe) imd  E.  Lampe  (Berlin)  von  Nutzen  gewesen,  die  eine  Korrektur  zu  lesen 
die  Güte  hatten.  P.  Stäckel. 
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B.  Bpeiiella  AuifUinmgen. 
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14.  Bewegung  auf  einer  Kurve. 

15.  Bewegung  auf  einer  krummen  Fläche. 

16.  Nichtholonome  Bedingungen. 

b)    Systeme  materieller  Funkte. 
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A.  Der  einzelne  starre  Körper:  Allgemeine  Theorie. 

27.  Bemerkungen  zur  Statik  des  starren  Körpers. 

28*  Vorbereitungen  zur  Kinetik  des  starren  Körpers: 

ä)  Lage  und  Beweglichkeit,  b)  Massen  Verteilung ,  c)  Geschwindigkeits- 
zustand,   d)  Lebendige  Kraft  und  Impuls. 

29.  Allgemeine  Kinetik  des  starren  Körpers: 

a)  Aufstellung  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung  in  synthetischer 
Behandlung,  b)  Analytische  Behandlung,  c)  Kinetostatik^  d)  Bedeutung  der 
Schraubentheorie  für  die  Kinetik  des  starren  Körpers. 

30*  Drehung  um  einen  festen  Punkt:  Eulersche  Gleichungen. 

31«  Reibung.     Gebundene  Bewegungen;  nichtholonome  Bedingungen. 

B.  Der  einzelne  starre  Körper:  Spezielle  Auiffthrnngen. 

82.  Drehung  um  eine  feste  Axe. 

83.  Ebene  Bewegungen. 

84.  Kräfbefreier  Kreisel. 

85«  Schwerer  symmetrischer  Kreisel. 

80.  Schwerer  unsymmetrischer  Kreisel. 

87.  Auf  horizontaler  Ebene  spielender  Kreisel  (Spielkreisel). 

88.  Gleiten  und  Rollen  auf  Unterlagen. 

89.  Schwimmende  Körper. 
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C.  Systeme  starrer  Körper. 

40*  Einleitende  Bemeiktingen. 

41*  Die  Differentialgleichungen  der  Bewegping: 

a)  Freie  starre  Körper,   b)  Allgemeine  Kinetik  der  gebundenen  Systeme 

starrer  Körper,   c)  Gelenkketten;  Massenausgleich. 
42.  Kinetostatik  der  Systeme  starrer  Körper. 

48*  Spezielle  Probleme  aus  der  Kinetik  der  Systeme  starrer  Körper. 
44«  Stösse  starrer  Köiper. 


Litteratur. 

Vorbemerkung.  Bei  dem  grossen  umfange  der  Litteratur 
konnte  nur  eine  AuswaM  gegeben  werden;  nicht  berücksichtigt  worden 
sind  die  Werke  für  den  Unterricht  an  den  Schulen  sowie,  bis  auf 
einige  wenige  Ausnahmen,  die  Darstellungen  der  elementaren  Dynamik, 
die  sich  in  den  Lehrbüchern  der  Physik  und  der  Technik  finden.  Man 
vergleiche  auch  die  Verzeichnisse  in  IV  1  (A.  Voss),  besonders  für  die 
Werke  historisch-kritischen  Inhalts. 

I.  Grundlegende  Werke  und  Lehrbücher. 

A)  Ältere  Werke  (bis  1800). 

J.  le  Bond  d'ÄUmhert,  Tiait^  de  dynamxque^^  Paris  1743.  Deutsch  von  A.  Korn: 
Abhandltmg  über  Dynamik,  Ostwalds  Klassiker  der  exakten  Wissenschaften, 
Heft  106. 

L.Euier,  Mechanica  siye  motus  scientia  analytice  exposita,  2  Bde.,  Petersburg 
1786,  deutsch  von  /.  Fh.  Wolfers:  Mechanik  oder  analytische  Darstellung  der 
Wissenschaft  von  der  Bewegung,  2  Tle.,  Greifswald  1848/60. 

—  Theoria  motiu  corporum  solidorum  seu  rigidorum,  Rostock  und  Greifs wald, 
1766,  2.  Auflage  1790,  deutsch  von  /.  PK  Wolfers:  Theorie  der  Bewegung 
fester  oder  starrer  Körper  (3.  Teil  der  Mechanik),  Greifswald  1863. 

G.  GaUUi,  Discorsi  e  dimostrazioni  matematiche  intomo  a  due  nuove  scienze, 
Leiden  1638.  Deutsch  von  A.  v,  Öttingen:  Unterredungen  und  mathematische 
Demonstrationen  über  zwei  neue  Wissenszweige,  Ostwalds  Klassiker  der 
exakten  Wissenschaften,  Heft  11,  24,  26. 

Chr,  Huygens,  Horologium  oscillatorium,  Paris  1673,  —  Tractatus  de  motu 
corporum  et  percussione,  Tractatus  de  vi  centrifuga.  Opuscula  postuma, 
Leyden  1703,  deutsch  von  F.  Hausdorff:  Ueber  die  Bewegung  der  Körper 
durch  den  Stoss.    Ueber  die  Zentrifugalkraft,  Ostwalds  Klassiker,  Heft  138. 

J,L,  Lagrange,  De  la  Grange,  M^chanique  analitique,  Paris  1788;  Mecanique 
analytique,  2.  äd.,  2  Bde.,  1811/16,  3.  ^d.  1863  {J.  Bertrand),  4.  ^d.  =»  Oeuvres 
complfttes  11,  12,  Paris  1888/89  (G.  Darboux);  deutsch  von  JP.  W.  A.  Murhard: 
Analytische  Mechanik,  Göttingen  1797;  H.  Servus:  Analytische  Mechanik, 
Berlin  1887. 


^  Mit  der  durch  kursiven  Druck  hervorgehobenen  Abkürzung  ist  das  be- 
^nffende  Werk  im  folgenden  und  in  den  Artikeln  11 — 13  (P.  StäckeT)  angefahrt. 
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P.  S,  Laplace,  Trait^  de  micanique  Celeste  1,  2,  Paris  1799  =  Oeuvres  compl^tes  1, 2. 

G.  Monge,  Traite  ^l^mentaire  de  statique,  Paris  1786. 

[.Newton,  Philosophiae  naturalis  principia  mathematica,  London  1687;  deutsch 

von  /.  PÄ.  Wolfers:  Mathematische  Prinzipien,  Berlin  1872. 
S.  Stevin,  De  Beghinselen  der  Weegkonsfc,  Leyden  1686.     Oeuvres  math^matiques, 

6d.  par  A.  Girard,  Leyden  1634. 
P.  Varignon,  Projet  d'une  nouvelle  mecanique,  Paris  1687. 

—  Nouvelle  mecanique  ou  statique,  2  Bde.,  Paris  1726  (posthum). 

B)  Heuere  Litteratur. 
a)  Darstellungen  der  gesamten  Mechanik. 

P.  AppeU,  Traitti  de  mecanique  rationnelle.  Tome  I:  Statique.  Dynamique  da 
point,  Paris  1893,  2.  ^d.  1902.  Tome  11 :  Dynamique  des  syst^mes.  Mecanique 
analytique,  Paris  1896,  2.  ^d.  1904.  Tome  III:  Equilibre  et  mouvement  des 
milieux  Continus,  Paris  1903.    (Anführungen  nach  der  zweiten  Auflage.) 

N.  Asheleff,  Grundlagen  der  Mechanik  (russisch),  Petersburg  1892. 

W,  H,  C.  BarUett,  Elements  of  analytical  mechanics,  7.  ed.  New- York  1860. 

1).  Bobylew,  Analytische  Mechanik  (russisch),  8  Bde.,  St.  Petersburg  1886/1888, 
Supplement  Petersburg  1908. 

L.  Boltzmawn,  Vorlesungen  über  die  Prinzipe  der  Mechanik.  Teil  I,  Leipzig 
1897;  Teil  II,  Leipzig  1904. 

E.  Bour,  Cours  de  mecanique  et  machines,  fasc.  1—8,  Paris  1865/74. 

J.  Boussinesq,  Le9ons  synth^tiques  de  nUcanique  gän^rale;   publikes  par  Legay 

et  Vigneron,  Paris  1889. 
0.  J.  Broch,  Lehrbuch  der  Mechanik,  Berlin  und  Christiania  1849. 

—  Forelaesninger  over  rationel  mekanik,  Christiania  1857. 

M.  Budde,  Allgemeine  Mechanik  der  Punkte  und  starren  Systeme,  2  Bde.,  Berlin 
1890/91. 

F.  Castellano,  Lezioni  di  meccanica  razionale,  Torino  1894. 
Ch.  Cellerier,  Cours  de  mecanique,  Paris  1892. 

0.  D.  Chwolson,  Lehrbuch  der  Physik  (russisch)^  Bd.  I,  Petersburg  1897,  2.  Aufl. 

1902;  deutsch  von  H.  Pflaum;  Lehrbuch  der  Physik,  Braunschweig  1902. 
W.  K.  Clifford,  The  elements  of  dynamic,  Part  I  und  11  (posthum),  London  1878/87. 
E.  Collignon,  Traite  de  micanique,  4  Bde.,  Paris  1873/74. 

G.  Coriolis,  Traite  de  la  mecanique  des  corps  solides  et  du  calcul  de  Teffet  des 
machines^  Paris  1829,  2.  ^d.  1844;  deutsch  von  H.  Schnuse:  Lehrbuch  der 
Mechanik  der  festen  Körper  und  der  Berechnung  des  Effects  der  Maschinen. 
Braunschweig  1846. 

J.  Cox,  Mechanics,  Cambridge  1904. 

G.  Decher,  Handbuch  der  rationellen  Mechanik,  4  Bde.,  Augsburg  1851/61. 

Ch.  E.  Delaunay,  Traitä  de  mecanique  rationneUe,  Paris  1856,  7.  Aufl.  1888;  deutsch 
von  G.  Krebs:  Lehrbuch  der  analytischen  Mechanik,  Wiesbaden  1868. 

(%.  Despeyrous,  Cours  de  mdcanique,  avec  des  notes  par  G,  Darboux,  2  Bde., 
Paris  1SU/S6. 

J.  M.  C.  Duhamel,  Cours  de  micanique  de  T^cole  polytechnique.  2  Bde.,  Paris 
1845/46,  deutsch  von  H.  Eggers  mit  Zusätzen  von  0.  Sehlömüch:  Lehrbuch  der 
analytischen  Mechanik,  2  Bde.,  Leipzig  1863,  2.  Aufl.  Leipzig  1858,  3.  AufL 
Leipzig  1861;  H.  Wagner:  Lehrbuch  der  reinen  Mechanik,  Braunschweig  1863. 
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J.  Finger,  Elemente  der  reinen  Mechanik,  Wien  1886,  2.  Aufl.  1900. 
A.  Föppi,   VorleBiingen    über   technische  Mechanik,    Bd.  I:    Einführung  in  die 
Mechanik,  Leipzig  1898;  3.Anfl.  1905. 

—  Yorleanngen  über  technische  Mechanik,  Bd.  IV:  Dynamik,  Leipzig  1899; 
2.  Anfl.  1901. 

J.  N.  Franke,  Theoretische  Mechanik  (polnisch),  Wanchau  1889. 

Fh.  Gilbert,  Oonrs  de  mecanique  analytique,  Louvain  1877,  8.  Aufl.,  Paris  1891. 

A.Chray,  Treatise  on  physics,  Part  I,  London  1901;  deutsch  von  F.  Auerbach:  Lehr> 
buch  der  Physik^  1.  Band,  Braunschweig  1904. 

H.  V.  HdmhoÜz,  Einleitung  zu  den  Vorlesungen  über  theoretische  Physik.  Heraus- 
gegeben von  A.  König  und  C.  Runge,  Leipzig  1908. 

—  Vorlesungen  über  die  Dytiamik  diskreter  Massenpunkte,  herausgegeben  von 
0.  Krigar- Menzel,  Leipzig  1898. 

S.  Hertz,  Die  Prinzipien  der  Mechanik  in  neuem  Zusammenhange  dargestellt, 
Leipzig  1894. 

K.  Heun^  Formeln  und  Lehrsätze  der  allgemeinen  Mechanik,  Leipzig  1902. 

C.  G.  J.  Jacobi,  Vorlesungen  über  Dynamik,  gehalten  1846/46,  herausgegeben  von 
A,  Clebsch,  Berlin  1866,  2.  Ausgabe  (Supplementband  zu  den  gesammelten 
Werken)  von  E.Lottner,  Berlin  1884. 
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Bezeichnungen. 

Die  rechtwinkligen  cartesischen  Koordinaten  eines  Punktes  P 
seien  Xj  y,  jer;  sind  mehrere  Punkte  vorhanden,  so  sollen  ihre  Koordi- 
naten durch  Indices  unterschieden  werden.  Die  Zeichen  (7i,  g'27  •••?  ^r 
bedeuten  Lagrangesche  Positionskoordinaten  eines  Systems.  Die 
Masse  des  Punktes  P  heisse  w;  bei  mehreren  Punkten  treten  unter- 
scheidende Indices  ein.  In  Übereinstimmung  mit  IV  1  (A,  Voss)  soll 
für  die  Ableitungen  nach  der  Zeit  t  die  Netvionsche  Schreibart 


<Jx .    d*x .. 

It  ~  ^''  dt*  ""  ^ 

angewandt  werden,  während  der  Lagrangesche  Strich  für  Ableitungen 
nach  Koordinaten  vorbehalten  wird.  Die  Geschwindigkeit  des  Punktes  P 
als  Skalar  werde  mit  Vy  als  Vektor  mit  t)  bezeichnet;  für  Vektoren 
sollen  überhaupt  immer  deutsche  Buchstaben  verwendet  werden.  Die 
Komponenten  der  auf  den  materiellen  Punkt  P  wirkenden  Kraft  nach 
den  Axen  der  Xy  y,  s!  seien  X,  Yy  Z;  als  Vektor  aufgefasst  werde 
diese  Kraft  %  genannt.  Die  Koordinaten  (Komponenten)  der  Kraft 
bei  den  allgemeinen  Lagrafigeschen  Gleichungen  seien  ^1,^2,...,  Q^- 
Die  lebendige  Kraft  eines  materiellen  Punktes  oder  eines  Systems 
solcher  Punkte  sei  1\  die  Arbeit  W  (work).  U  möge  die  Kräfte- 
funktion, V  die  potentielle  Energie  bedeuten,  sodass  U=  —  V  ist. 
Bei  der  Bewegung  eines  starren  Körpers  sei  in  dem  Körper  fest 
das  rechtwinklige  Koordinatensystem  der  rr,  y,  z,  im  Räume  fest  das 
System  der  J,  i^,  g.  Die  Komponenten  der  Translationsgeschwindigkeit 
des  Körpers  in  bezug  auf  die  Axen  der  Xy  y,  z  heissen  u,  Vy  Wy  die 
Komponenten  der  Kotationsgeschwindigkeit  py  g,  r.  Wählt  man  als 
Axen  der  Xy  yy  0  die  zum  Anfangspunkte  gehörigen  Hauptträgheits- 
axen,  so  sollen  die  bezüglichen  Hauptträgheitsmomente  mit  Ay  JS,  C 
bezeichnet  werden.  Handelt  es  sich  um  mehrere  starre  Körper,  so 
werden  unterscheidende  Indices  angewandt. 


1.  Qesohiohtliolie  Bemerkungen.  Begriff  und  Aufgabe  der 
elementaren  Dynamik.  Nachdem  die  Dynamik^)  im  17.  Jahrhundert 
von  G.  Galilei  y  Clir.  Huygens  und  J.  Newton  begründet  worden  war, 
sind  während  des  18.  Jahrhunderts  nicht  nur  viele  einzelne  Probleme 

1)  Nach  dem  Vorgange  von  W.  Thomson  und  P.  G.  Tait  (Handbuch  1, 
p.  VI)  wird  hier  mit  Dynamik  die  Wissenschaft  von  der  Kraft  bezeichnet,  mag 
diese  nun  relative  Buhe  unterhalten  oder  eine  Beschleunigung  der  relativen  Be- 
weg^g  hervorbringen;  die  diesen  beiden  Fällen  entsprechenden  Teile  des 
Dvnamik  heissen  Statik  und  Kinetik. 
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behandelt,  sondern  auch  die  Methoden  zur  Lösung  dynamischer  Auf- 
gaben soweit  ausgebildet  worden,  dass  prinzipiell  nichts  mehr  zu 
wünschen  übrig  schien.  Für  diese  Entwicklung  sind  besonders  die 
BemouUiy  G,  F,  de  VHospital,  L.  EvHer,  J.  d'Alemhert  und  J.  L.  Lo- 
grange  zu  nennen,  mit  dem  diese  Periode  abschliesst**).  In  der  Vor- 
rede zur  ersten  Ausgabe  seiner  Mecanique  analytique  vom  Jahre  1788 
erklärt  Lagrange,  dass  er  diese  Wissenschaft  ^uf  allgemeine  Formeln 
zurückgeführt  habe,  deren  einfache  Anwendung  diejenigen  Gleichungen 
liefert,  die  zur  Lösung  einer  jeden  Aufgabe  erforderlich  sind".  Dieser 
„reguläre  und  gleichförmige  Gang  der  Untersuchung"  wird  dadurch 
bewirkt,  dass  die  von  ihm  „auseinandergesetzte  Methode  weder  Kon- 
struktionen noch  geometrische  oder  mechanische  Überlegungen  ver- 
langt", dass  vielmehr  von  vornherein  der  analytische  Ansatz  mass- 
gebend wird. 

Den  Charakter  analytischer  Allgemeinheit  haben  auch  die  Unter- 
suchuDgen  über  die  Transformation  und  die  Litegration  der  Differen- 
tialgleichungen der  Dynamik,  die  als  Weiterführung  der  ZrO^an^eschen 
Methode  in  der  ersten  Hälfte  des  19.  Jahrhunderts  zuerst  S.  D.  Poissatf 
und  dann  besonders  R.  W.Hamiltmi  und  C  G.J.Jacobi  angestellt  haben. 
Während  aber  Poisson  von  der  astronomischen  Störungstheorie, 
Hamiltmi  von  der  Optik  ausging  und  beide  den  Zusammenhang  mit 
der  Natur  aufrecht  erhielten,  kam  bei  Jacohi  die  abstrakt -mathe- 
matische Richtimg  zu  bewusster  und  ausschliesslicher  Herrschaft*). 
Mit  L.  Pohisot  in  Frankreich  beginnend^  alsdann  nach  England  hin- 
übergreifend, wo  man  an  den  geometrischen  Methoden  der  Principia 
von  /.  Newton  stets  festgehalten  hatte,  allmählich  überall  zur  Geltung 
gelangend  ist  später  eine  Reaktion  gegen  diese  einseitige  Behandlung 
der  Dynamik  eingetreten,  bei  der  man  nicht  selten  an  die  naive  Auf- 
fassung der  Probleme  anknüpfte,  die  im  18.  Jahrhundert  üblich  ge- 
wesen war").     Den  Nachdruck  legte  man  dabei  auf  die  erschöpfende 


1*)  Leider  fehlt  es  au  einer  ansreichenden  geschichtücLen  Darstellnng; 
W.  WheweU,  E.  Dühring ,  E.  Macli  versagen,'  sobald  man  tiefer  ins  18.  Jahr- 
hundert  hineinkommt,  und  dasselbe  gilt  auch  für  das  19.  Jahrhundert.  Am 
wertvollsten  sind  noch  die  historischen  Bemerkungen,  die  J.  L,  Lagrange  seiner 
Mäcanique  eingefügt  hat,  und  die  Reports  von  A.  Cayley,  British  Assoc.  1857, 
p.  1—42  ==  Papers  3,  p.  150—204,  British  Assoc.  1862,  p.  184—252  «  Papers 
4,  p.  513-593. 

2)  Vgl.  Jacobia  Antrittsrede  in  Königsberg,  1832,  die  W.  v,  Dyck  veröffent- 
licht hat,  München  Ber.  81  (1901),  p.  203  =«  Math.  Ann.  66  (1902),  p.  252. 

3)  Bei  L.  Poinsot  ist  zum  Beispiel  eine  Anknüpfung  an  P.  Varignon  zu 
vermuten;  man  vergleiche  etwa  für  die  Lehre  von  den  Momenten  die  Nouvelle 
Möcanique,  section  1,  Lemma  16. 
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rledigang  einzelner,  der  physikalisch-technisclien  Wirklichkeit  ent- 
immener  oder  ihr  doch  nahe  stehender  Aufgaben.  Es  genügt  keines- 
)gs,  so  etwa  lässt  sich  Poinsots  Ansicht  formulieren ,  ein  Problem 
r  Dynamik  auf  ein  System  von  Gleichungen  zurückzuführen,  in 
nen  ausser  endlichen  Ausdrücken  höchstens  Quadraturen  vorkommen, 
3lmehr  kommt  alles  darauf  an,  die  zu  untersuchende  Bewegung 
schaulich  darzustellen,  sodass  man  ihren  Verlauf  in  Zeit  und 
bum  deutlich  vor  Augen  hat.  Ebenso  haben  W.  Thomson  und 
G.  Taity  wie  H,  v.  Hdmlwltz  sich  ausdrückt*),  „sich  bemüht,  Be- 
iffe  einzuführen,  welche  einer  Anschauung  fähig  sind;  eine  solche 
ih  herauszuarbeiten  ist  im  Anfange  allerdings  oft  schwerer,  als  den 
gebenen  analytischen  Methoden  in  der  Rechnung  einfach  zu  folgen, 
er  es  bleibt  durch  die  dabei  gewonnene  grössere  Übersichtlichkeit 
3  Verfahrens  auch  ein  dauernder  Gewinn  bestehen".  Noch  schärfer 
Bsem  sich  P.  Appell  und  J,  Chappuis:  „L'abus  des  methodes  de  la 
om^trie  analytique  detruit  Tintuition  et  Tesprit  d'invention"^). 

Unterstützt  wurden  diese  Bestrebungen  durch  die  Bedürfnisse 
s  Unterrichts;  allerdings  nur  teilweise,  denn  nicht  wenige  der  vielen 
lispiele,  die  sich  in  den  Lehrbüchern  und  den  Aufgabensammlungen 
den,  sind  schematischer  Art  oder  „nicht  der  Erfahrung  entnommen, 
ädern  zum  Zwecke  der  Einübung  gewisser  allgemeiner  und  strenger 
begrationsmethoden  mit  nur  geringer  Rücksichtnahme  auf  die  wirk- 
hen  Verhältnisse  erfunden"^).  In  demselben  Sinne  wirkten  femer 
j  Forderungen  der  Physik  und  der  Technik,  die  sich  im  19.  Jahr- 
ndert  neben  den  früher  fast  ausschliesslich  von  der  Astronomie 
sgehenden  Anregungen  immer  stärker  geltend  machten  und  allmäh- 
h  zu  der  Ausbildung  selbständiger  Disziplinen,  einer  physikalischen 
d  einer  techniscJien  Mechanik,  geführt  haben;  diese  Disziplinen 
hen  zu  der  rationellen^  oder  theoretischen  Mechanik  nicht  in  dem 
irhältnisse  eines  Gegensatzes,  sondern  in  demselben  Verhältnisse,  in 
n  überall  die  angewandten  Disziplinen  zu  ihren  theoretischen  Grund- 
;en  stehen. 

Die  Hilfsmittel,  deren  man   sich  im  Sinne  einer  konkreten  Auf- 


4)  Handbuch  1  (1871).  p.  XII. 

6}  Le9on8  de  m^caniqae  elt^mentaiie.  Pims  1903,  p.  Vü;  vgl.  auch  E,  S.  Ball, 
dynamical  parable  (Brit.  Absoc.  1887,  wieder  abgedruckt  Theory  of  acrews, 
496—609). 

6)  W,  Voigt,  Mechanik,  2.  Aufl.,  p.  1. 

7)  Rationell  bedeutet  ursprünglich  soviel  wie  apriorisch;  noch  J.d'AUmheri 
;  eine  apriorische  Begründung  der  Mechanik  zu  geben  versucht;  vgl.  auch 
1,  Nr.  4  und  28  {A.  Fow). 
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fassung  bei  der  Diskussion  dynamischer  Probleme  bedient  hat,  sind 
verschiedener  Art.  Erstens  wurden  geomeirisdie  Vorstellungen  heran- 
gezogen,  zunächst  im  Anschluss  an  das  Aufblühen  der  neueren  (Geo- 
metrie und  an  die  Schule  von  G.  Monge;  später  sind  auch  die  von 
JJ.  W,  Hamilton,  A,  F.  Mobius,  H.  Grassmann,  J.  W.  Gibbs  u.  s.  w. 
ausgebildeten  Methoden  der  geometrischen  Analyse  (Vektoranalysis, 
baryzentrischer  Calcul,  Ausdehnungslehre)  für  die  Mechanik  nutzbar 
gemacht  worden  und  haben  wohl  gerade  hier  die  natürlichste  und 
fruchtbarste  Verwendung  gefunden®).  Das  Extrem  bildet  eine  von 
W.  Sdidl  vertretene  Betrachtungsweise^  bei  der  die  Kausalität  ganz 
aus  der  Mechanik  ausgeschaltet  wird  und  nur  noch  die  geometrische 
Untersuchung  scheinbar  willkürlich  ersounener  Bewegungen  übrig  bleibt. 
Zweitens  wurden  auch  die  mechanischen  Vorstellungen  weiter  aus- 
gebildet. Vor  allem  ist  hier  der  von  G.  Coriolis  scharf  definierte 
Begriff  der  Arbeit  zu  nennen  ^  der  sich  unter  dem  Einflüsse  von 
J.  F.  Poncdet  allgemein  eingebürgert  hat.  In  engem  Zusammenhange 
damit  steht  der  Begriff  der  Energie  und  die  überaus  fruchtbare  Vor- 
stellung von  der  beständigen  Verwandlung  kinetischer  und  potentieller 
Energie  in  einander;  vergl.  IV  1,  No.  46  {A,  Voss).  Nicht  weniger 
wichtig  war  es^  dass  L.  Poinsot  als  methodisches  Hilfsmittel  den  Be- 
griff des  Impulses  eingeführt  hat,  d.  h.  derjenigen  Stosskraft,  die  die 
augenblicklich  stattfindende  Bewegung  momentan  aus  der  Ruhe  er- 
zeugen könnte®*).  Weiter  ausgebildet  wurde  die  Methode  des  Impulses 
in  England  durch  J.  Gl.  Maxwell,  sowie  durch  W.  Tliomson  und 
P.  6r.  Tait,  und  in  Deutschland  ist  sie  in  neuerer  Zeit  durch  F.  Klein 
und  A,  Sommerfeld  zur  Geltung  gebracht  worden.  Man  hat  femer 
ausgezeichnete  Sonderfälle  der  betrachteten  Bewegungen  zu  finden 
getrachtet,  die  sich  verhältnissmässig  einfach  erledigen  lassen  und 
von  denen  aus  man  eine  Einsicht  in  die  Natur  des  allgemeinen  Falles 
gewinnen  kann,  Sonderfälle,  die,  wie  H.  Poincarc  von  den  periodi- 
schen Lösungen  des  Dreikörperproblems  sagt,  als  Bresche  dienen  können, 

8)  Genaueres  hierüber  tindet  man  in  IV  2  {E.  H.  Timerdiny)  und  IV  1  i 
(M.  Abraham) ;  Darstellungen  der  elementaren  Mechanik  mit  starker  Verwendunjif 
solcher  Hilfsmittel  gaben  J.  Lüroth,  Mechanik,  1881  und  Zeitschr.  f.  Math.  u. 
Phys.  43  (1898),  p.  243;  F.  CasteUano,  Meccanica,  1894,  A.  Föppl,  Einführung,, 
1898,  Dynamik,  1899;  K.  Heun,  Mechanik,  Leipzig  1902;  C.  J.  Joly,  A  manual 
of  quatemions,  London  1905. 

8')  Der  Begriff  des  Impulses  tritt  im  Grunde  schon  bei  G.  Galilei  als  der 
einem  bewegten  Körper  innewohnende  impetxis  auf,  und  er  findet  sich  deutlich, 
formuliert  bei  J.  L.  Lagrange,  der  datur  das  Wort  impulsion  gebraucht,  Poinsot 
aber  bleibt  das  Verdienst,  aus  ihm  ein  elementares  methodisches  Hilfsmittel  für* 
dynamische  Untersuchungen  gemacht  zu  haben. 
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;arch  die  man  in  das  zu  erobernde  Gebiet  eindringt.  Endlich  hat 
lan  die  bei  den  geometrischen  Untersuchungen  bewährten  Modelle 
enutzt  und  auch  gelegentlich  direkt  das  Experiment  herangezogen. 
Auf  diese  Weise  ist  es  häufig  gelungen,  eine  befriedigende  Er- 
enntnis  von  der  qualitativen  Beschaffenheit  der  Bewegungsvor^nge 
a  gewinnen,  und  zwar  auch  bei  Problemen,  bei  denen  die  Durch- 
ährong  der  Rechnungen  in  analytischer  Strenge  wegen  der  Yerwick- 
ing  der  Formeln  auf  unüberwindliche  Hindemisse  stösst.  Daneben 
leibt  jedoch  die  Forderung  einer  quantitativen  Diskussion  bestehen; 
enn  die  Analysis  ist  und  bleibt  das  schärfste  und  zuverlässigste 
V^erkzeug  zur  Prüfung  der  Ergebnisse  der  Anschauung  und  des  Ex- 
erimentes,  und  „die  Formel  liefert  schliesslich  doch  die  einfachste 
nd  prägnanteste  Beschreibung  des  Bewegungs Vorganges;-  ausserdem 
(t  sie  als  Grundlage  der  wirklichen  numerischen  Ausrechnung  unent- 
ehrlich"*).  Bei  dem  geschilderten  Verfahren  aber  ergiebt  sich  die 
'onnel  als  die  letzte  Konsequenz  eines  gründlichen  Verständnisses  der 
lechanischen  Vorgänge,  das  es  erst  ermöglicht,  den  der  Individualität 
es  Problems  entsprechenden  analytischen  Ansatz  aufzufinden.  Dabei 
'ird  man,  je  nach  den  Umständen,  Formeln  entwickeln,  die  eine 
nbeschränkte  Genauigkeit  der  numerischen  Rechnung  gestatten,  oder 
)lche,  die  nur  eine  beschränkte  Genauigkeit  gewähren.  Unverkennbar 
it  hierbei  der  Zusammenhang  mit  der  modernen  Auffassung  des 
roblems  der  Integration  der  Differentialgleichungen,  die  nicht  mehr 
as  höchste  Ziel  darin  sieht,  die  Integration  mittels  geschlossener 
.usdrücke  oder  auch  durch  Quadraturen  zu  bewerkstelligen,  sondern 
ie  durch  die  Differentialgleichungen  definierten  Funktionen  zu  er- 
>rschen  und  zu  bemeistern. 

Ein  erheblicher  Teil  der  ausserordentlich  zahlreichen,  in  Lehr- 
Qchem  und  Monographien  niedergelegten,  in  Zeitschriften  und  Aka- 
smieberichten  zerstreuten  Untersuchungen  aus  der  •  Dynamik  der 
onktsysteme  und  starren  Körper,  die  das  19.  Jahrhundert  hervor- 
Bbracht  hat,  ist  von  den  im  Vorhergehenden  dargelegten  Gedanken 
dherrscht  oder  doch  beeinflusst.  In  ihrer  Gesamtheit  konstituieren 
lese  Untersuchungen  eine  Disziplin,  die  man  als  elementare  Dynamik 
Bzeichnen  kann.  Kennzeichnend  für  die  Zugehörigkeit  zu  ihr  ist 
methodisch  die  geometrisch-mechanische  Anschaulichkeit  der  Betrach- 
mgen  und  der  elementare  Charakter  des  analytischen  Apparates,  bei 


9)  F,  Klein   und   A,  Sommerfeld,   Theorie   des   Kreisele,   p.  6;   vgl.   auch 
876. 
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dem  man  nicht  über  den  Bereich  der  elementaren  Funktionen  und 
der  Elemente  der  Differential-  und  Integralrechnung  hinausgeht,  mate- 
riell aber  der  Wille  zur  Vertiefung  in  einzelne  Probleme,  die  mit  der 
mechanischen  Wirklichkeit  in  Beziehung  stehen'^).  Den  Gegensatz  dazu 
bilden  diejenigen  Untersuchungen  aus  der  Mechanik,  die  sich  im  Ge- 
biete Yon  beliebig  vielen  Veränderlichen  ohne  bestimmte  konkrete 
Bedeutung  bewegen  und  bei  denen  alle  Hilfsmittel  der  modernen 
Analysis  zur  Verwendung  gelangen;  in  dieser  „höheren  Dynamik" 
überwiegt  nicht  selten  das  mathematische  Interesse.  Auf  der  anderen 
Seite  giebt  es  eine  „elementarste  Dynamik",  bei  der  unter  Verzicht  auf 
die  Benutzung  der  Infinitesimalrechnung  eine  Einführung  in  die  Be- 
wegungserscheinungen gesucht  wird,  wie  das  zum  Beispiel  viel&ch 
bei  dem  Unterrichte  in  der  Physik  an  den  Gymnasien  und  an  den 
technischen  Mittelschulen  der  Fall  ist;  hierauf  einzugehen,  ist  an 
dieser  Stelle  nicht  möglich^®). 

Eine  gewisse  Schwierigkeit  liegt  darin,  dass  sich  zwischen  ele- 
mentarer und  höherer  Dynamik  keine  scharfe  Grenze  ziehen  laßt; 
denn  schon  die  strenge  Behandlung  des  Ereispendels  führt  auf  ellip- 
tische Funktionen,  und  dasselbe  gilt  von  den  einfachsten  Problemen 
aus  der  Kinetik  des  starren  Körpers.  So  kommt  es,  dass  ein  Teil 
der  in  diesem  Artikel  behandelten  Gegenstande  in  den  Artikeln  11 — 13 
(T.  Stäekd)  dieses  Bandes  noch  einmal  zur  Besprechung  gelangen  wird. 
Bei  den  Litteraturangaben  sind  deshalb  gelegentlich  auch  Abhandlungen 
angeführt  worden,  in  denen  höhere  mathematische  Hilfsmittel  benutzt 
werden;  sind  doch  mittels  solcher  Hilfsmittel  manche  Eigenschaften 
Yon  Bewegungen  gefunden  worden,  die  man  später  auf  elementare 
Art  bewiesen  hat. 

Es  würde  keinen  Zweck  haben,  im  Folgenden  die  einzelnen 
Probleme  der  elementaren  Dynamik  aufzuzählen,  die  während  des 
19.  Jahrhunderts  behandelt  worden  sind,  vielmehr  kann  es  sich  nur 
darum  handeln«,  charakteristische  Beispiele  herauszugreifen.  Bei  der 
unübersehbaren  Fülle  der  Litteratur  und  bei  dem  Mangel  an   histo- 


9*)  Es  lässt  sich  freilich  nicht  leugnen,  dass  diese  Beziehung  manchmal 
recht  locker  ist,  denn  nicht  wenige  der  sogenannten  Anwendungen  der  elemen- 
taren Dynamik  sind  nichts  weiter  als  Diskussionen  idealisierter  Probleme,  bei 
denen  man  nicht  einmal  von  einer  ersten  Annäherung  an  die  Erscheinungen 
sprechen  darf,  die  in  Wirklichkeit  stattfinden.     Vgl.  auch  IV  10  {K.  Heun), 

10)  Die  Ausbildung  sogenannter  „elementarer  Methoden^'  ist  zum  Beispiel 
von  G,  Holzmüller  im  Interesse  des  Unterrichtes  an  den  technischen  Mittelschulen 
gepflegt  worden  (Die  Ingenieur-Mathematik  in  elementarer  Behandlung,  2  Bände, 
Leipzig  1897/98).     Für  die  pädagogischen  Fragen  siehe  Bd.  VII. 
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rischen  Vorarbeiten  bot  diese  Auswahl  grosse  Schwierigkeiten. 
Wenn  sie  nicht  immer  richtig  getroffen,  wenn  so  manches  Schöne 
and  Wichtige  übersehen  worden  ist,  so  möge  das  bei  diesem  ersten 
Versuche  einer  zusammenfassenden  Darstellung  der  elementaren  Dy- 
namik Entschuldigung  finden. 


I.  Pnnktdynamik. 

2.  Bedeutung  der  Punktdynamik  für  die  gesamte  Mechanik 
und  Physik.  Eine  aus  dem  18.  Jahrhundert  stammende  Auffassung; 
die  für  die  Mathematiker  ihren  klassischen  Ausdruck  in  der  Mecanique 
Celeste  von  P.  S,  Laplace  findet^  stellt  der  Physik  im  weitesten  Sinne 
des  Wortes  die  Aufgabe,  die  Naturerscheinungen  zurückzuführen  auf 
unYeränderliche,  anziehende  oder  abstossende  Kräfte ,  deren  Intensität 
allein  von  den  Entfernungen  der  punktförmig  gedachten  Moleküle  ab- 
hängt. Diese  Auffassung  hat  bis  weit  ins  19.  Jahrhundert  hinein  die 
Physik  beherrscht;  sie  dominiert  noch  bei  S.  D.  Poisson,  G.  Lame, 
B,  de  Saint'Venant  und  hat  auch  in  H,  v.  Helmholte  (Einleitung  zu  der 
Schrift  über  die  Erhaltung  der  Kraft,  Berlin  1847)  ihren  Vertreter 
gefunden^®*).  Aber  schon  im  18.  Jahrhundert  ist  man  über  die  Meclianik 
der  ZerUralkräfte  hinausgegangen;  einerseits,  indem  man  Systeme  mit 
kinematischen  Bedingungen  betrachtete  und  die  Wirkung  der  Bedingungen 
nach  dem  Vorgange  von  J.  d'Alenibert  durch  Reaktionen  ersetzte, 
andrerseits,  indem  man  auch  mit  solchen  Kräften  rechnete,  die  ausser 
von  den  Koordinaten  der  bewegten  Punkte  von  deren  Oeschwindig- 
keiten  sowie  von  der  Zeit  abhängen.  Wie  die  genauere  Untersuchung 
gezeigt  hat,  sind  die  Vorgänge,  die  man  mittels  dieser  verallgemeiner- 
ten Kräfte  nach  den  Regeln  der  Dynamik  behandelt,  keine  reinen 
Bewegungserscheinungen,  vielmehr  gehen  bei  ihnen  neben  den  Orts- 
veränderungen ponderabler  Massen  noch  andere  Veränderungen  vor 
sich:  es  wird  Wärme  entwickelt,  es  treten  elektrische  und  magnetische 
Induktionserscheinungen  auf,  es  finden  chemische  Umsetzungen  statt. 
Ob  man  diese  physikalischen  Vorgänge  durch  die  Hypothese  verborgener 
Bewegungen  der  Dynamik  einordnen  kann,  möge  dahingestellt  bleiben, 
jedenfalls  tritt  man  bei  ihnen  aus  der  üblichen  Dynamik  ponderabler 
Massen  heraus. 


10*)  In  Bpäteren  Vorlesungen  (Dynamik,  p.  24)  hat  Helmholtz  seinen  Stand- 
punkt etwas  verändert;  er  verlangt,  dass  die  Mechanik  die  Bewegungen  auf 
immer  bestehende,  nach  unveränderlichen  Gesetzen  wirkende  Ursachen  zurück- 
fahre, und  will  als  solche  nur  reine  Bewegungskräfte,  d.  h.  Ejräfte  angesehen 
wissen,  die  allein  von  den  Koordinaten  der  bewegten  Punkte  abhängen. 
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Beobachtet  man  zum  Beispiel  die  Bewegung  eines  physikalischen 
Pendels^  so  zeigt  sich  eine  Dämpfung  der  Schwingungen,  die  durch 
sehr  verschiedenartige  Umstände  verursacht  wird:  die  Reibung  de 
Schneide  in  der  Pfanne,  die  von  dem  Pendel  erregten  LuftweUen, 
das  Mitschwingen  des  Pendelstativs  und  seiner  Unterlage  u.  s.  w.; 
Genaueres  in  IV  7  (Fh.  Furttvängler).  Man  erhält  jedoch  eine  Be- 
schreibung des  Vorganges,  die  die  Beobachtungen  mit  befriedigender 
Genauigkeit  darstellt,  wenn  man  neben  der  reinen  Bewegungskraft 
der  Schwere  eine  Dämpfungskraft  einführt,  die  eine  lineare  oder  noch 
besser  eine  quadratische  Funktion  der  Geschwindigkeit  ist.  Auf  diese 
Weise  wird  eine  Erscheinung,  deren  verwickelte  Ursachen  sich  der 
Berechnung  entziehen,  der  mathematischen  Behandlung  zu^Lnglich 
gemacht,  und  es  lassen  sich  so  die  wirklichen  Vorgänge  mit  grosser 
Annäherung  darstellen.  Ebenso  hat  die  Lehre  von  den  erzwungenen 
Schwingungen  auf  Probleme  Anwendung  gefunden,  die  eigentlich  der 
Elastizitätslehre,  der  Akustik  und  der  Optik  zuzurechnen  sind;  hier 
hat  man  störende  Kräfte  eingeführt,  die  in  vorgeschriebener  Weise 
von  der  Zeit  abhängen  ^^). 

Die  Kräfte,  die  man  einfahrt,  um  Erscheinungen,  die  sich  vom  Stand- 
punkte der  reinen  Dynamik  aus  nicht  in  ausreichender  Weise  erklaren 
lassen,  dennoch  der  dynamischen  Betrachtung  zu  unterwerfen,  gehören 
nach  der  Terminologie  /.  Newtons  zu  den  sogenannten  äusseren  oder  ein- 
geprägten Kräften.  Man  unterscheidet  nämlich  imiere  Kräfte,  die  aus 
der  Beschafifenheit  des  Systems  selbst  hervorgehen,  und  äussere  Kräfte, 
die  von  aussen  hinzugefügt  oder  eingepragt  worden  sind  und  in  keinem 
notwendigen  Zusammenhange  mit  dem  Systeme  stehen  ^^*).  Innere 
Kräfte  sind  zum  Beispiel  die  Spannungen  bei  einem  elastischen  Körper, 
die  unter  sich  und  mit  den  Deformationen  in  einem  gesetzmässigen 
Zusammenhange  stehen,  während  die  äusseren  Kräfte  in  ganz  willkür- 
licher Weise  hinzutreten  können.  Solche  äusseren  Kräfte  treten  immer 
auf,  wenn  man  ein  unvollständiges  System  untersucht,  das  heisst,  einen 
Teil  eines  Systems  für  sich  betrachtet;  die  inneren  Ej-äfte  des  voll- 
ständigen Systems  werden  dann  zum  Teil  äussere  Kräfte  des  unvoll- 

11)  Vgl.  U,  V.  Helmholtz,  Dynamik,  p.  1,  24,  30,  120. 

11*)  Vgl.  etwa  Ch.  E.  IJelaunay,  Mechanik,  p.  198.  Im  Grunde  gehen  hier 
zwei  Einteilungen  der  Kräfte  durch  einander,  die  ganz  verschiedener  Art  sind. 
Innere  Kräfte  nennt  man  hilufig  nur  die  gegenseitigen  Wirkungen  der  Punkte 
des  Systems,  die  nach  dem  Gesetze  der  Aktion  und  Reaktion  erfolgen,  und  alle 
anderen  Kräfte  heissen  äussere  Kräfte.  Dagegen  stehen  den  Reaktionskräften^ 
die  aus  der  kinematischen  Konstitution  des  Systems  hervorgehen,  die  eingeprägten 
Kräfte  gegenühcr. 
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Btäiidigen  Systems^*).  Äussere  Kräfte  dienen  aber  auch  dazu,  die 
Wirkongen  physikalischer  nnd  chemischer  Kräfte  zu  ersetzen,  teils^ 
ireil  wir  diese  Ejräfte  noch  nicht  genügend  durch  die  Rechnung  be- 
herrschen, teils  weil  es  sich  um  sehr  verwickelte  Vorgänge  handelt, 
(Br  die  man  auf  diese  Art  wenigstens  eine  erste  Annäherung  zu  er- 
halten hofft^^.  Hierauf  beruht  es,  dass  in  der  erweiterten  Dynamik 
ias  Gesetz  von  der  Erhaltung  der  Energie  nicht  immer  gilt;  der  bei 
dinem  unvollständigen  Systeme  eintretende  Gewinn  oder  Verlust  an 
Energie  erklärt  sich  daraus,  dass  ausserhalb  des  Systems  Verände- 
nmgen  vor  sich  gehen,  die  diesen  Gewinn  oder  Verlust  wieder  aus- 
gleichen. Eine  ähnliche  Aufklärung  findet  die  Tatsache,  dass  man 
bei  den  Problemen  der  erweiterten  Dynamik  nicht  selten  zu  Ergeb- 
QiBsen  kommt,  die  als  solche  keinen  physikalischen  Sinn  haben,  dass 
Eum  Beispiel  bei  Schwingungen  unendlich  grosse  Amplituden  oder 
unendlich  grosse  Geschwindigkeiten  auftreten.  Hierin  liegt  immer  ein 
Zeichen,  dass  man  das  betrachtete  System  in  geeigneter  Weise  zu 
BTweitem  hat,  und  der  Widerspruch  hebt  sich,  weU  man  mit  der 
rereinfachten  Annahme  nur  bis  in  die  Nähe  der  kritischen  Stelle,  aber 
dicht  bis  zu  ihr  selbst  gehen  darf  ^'^). 

In  der  zweiten  Hälfte  des  19.  Jahrhunderts  hat  der  Anwendungs- 
bereich der  Dynamik  eine  neue  Ausdehnung  erfahren  durch  die 
meduinischen  Analogien  physikalischer  Erscheinungen.    Die  Benutzung 

12)  Schon  L,  Poinsot,  J.  de  math.  (2)  4  (1859),  p.  171,  hat  hervorgehoben, 
dass  es  in  Wirklichkeit  keine  festen  Punkte,  festen  Axen,  festen  Ebenen  n.s.w. 
gebe,  dass  man  es  vielmehr  in  solchen  Fällen  immer  mit  unvollständigen  Systemen 
ra  ton  habe.  Zum  Beispiel  bleibt  ein  grosser  Körper  bei  Einwirkung  einer 
kleinen  Kraft  praktisch  unbewegt,  und  bei  der  Bewegung  eines  Punktes  auf 
einer  festen  krummen  Fläche  hat  man  es  dem  entsprechend  mit  einem  kleinen 
KOrper  zu  tun,  der  auf  der  Oberfläche  eines  grossen  Körpers  gleitet,  und  auf  den 
sine  so  kleine  Kraft  wirkt,  dass  sie  trotz  der  Reaktion  den  grossen  Körper 
praktisch  unbewegt  lässt.  Es  möge  auch  darauf  hingewiesen  werden,  dass  die 
fferifBche  Mechanik  nur  Kräfte  kennt,  die  von  den  Bedingungen  der  Systeme 
heirflhren;  die  eingeprägten  Kräfte  werden  bei  H.  Hertz  durch  die  Einführung 
rerborgener  Bewegungen  eliminiert. 

13)  Vgl.  A.  Föppl,  Einführung  in  die  MaxweUBche  Theorie  der  Elektrizität, 
2.  Aufl.,  bearbeitet  von  M.  Abraham,  Leipzig  1905,  p.  196,  imd  E.  M<xch,  Mechanik, 
5.  Kapitel.  Mach  betont  hier^  dass  es  keine  rein  mechanischen  Vorgänge  gebe, 
ieder  Vorgang  gehöre  genau  genommen  allen  Gebieten  der  Physik  an,  die  nur 
dnzch  eine  teils  konventionelle,  teils  physiologische,  teils  historisch  begründete 
Einteilung  getrennt  seien. 

13*)  Deshalb  darf  man  zum  Beispiel  nicht  fragen,  was  geschehen  würde, 
wenn  ein  Atom  in  ein  Anziehungszentrum  gerät,  wie  das  L,  Euler  und  P.  S, 
Laplace  getan  haben;  vergl.  Ä.  Hau,  Messenger  of  math.  (2)  8  (1874),  p.  144 
und  A.  Cayley,  ebenda  p.  149. 

Ksoyklop.  d.  math.  Witienioh.    IV  1,  z.  80 
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solcher  Analogien  war  bereits  in  der  Dynamik  selbst  vorbereitet 
worden.  So  bat  man  statt  der  verwickelten  Bewegung  eines  fjollenden 
schweren  Körpers  zuiulchst  die  einfachere  Bewegung  seioes  Schwer- 
punktes betrachtet;  und  in  ähnlicher  Weise  bei  der  Bewegung  der 
Planeten  um  die  Sonne  zunächst  die  Bahnen  ihrer  Schwerpunkte 
untersucht.  Ebenso  wurden  die  Schwingungen  eines  schweren  starren 
Körpers  um  eine  horizontale  Axe  ersetzt  durch  die  Bewegung  eines 
einzigen  Punktes^  des  Schwingungsmittelpunktes,  und  später  allge- 
meiner die  Bewegung  eines  starren  Körpers  unter  der  Einwirkung  be- 
liebiger Kräfte  durch  die  Bewegung  eines  Systems  von  vier  starr  ver- 
bundenen Massenpunkten  (Massenreduktion)  ^^).  Um  die  Bewegungen 
von  Systemen  mit  einem  oder  mit  zwei  Graden  der  Freiheit  zu  be- 
schreiben, hat  man  sich  eines  repräsenHerenden  Punktes  bedient,  der 
auf  einer  Kurve  oder  einer  Fläche  bleibt,  und  bei  drei  Graden  der 
Freiheit  leistet  unter  umständen  ein  im  Räume  frei  beweglicher  Punkt 
dieselben  Dienste.  Man  kann  sogar  die  Bewegung  irgend  eines  Systemee 
mit  einer  endlichen  Anzahl  n  von  Graden  der  Freiheit  auf  die  Be- 
wegung eines  einzigen  Punktes  zurückfahren,  wenn  man  sich  der 
Sprache  der  n-dimensionalen  Geometrie  bedient,  die  ein  System  von 
n  Grössen  als  Punkt  einer  n-dimensionalen  Mannigfaltigkeit  bezeichnet 
{Lagrangeache  Räume)  ^'^).  Es  ist  bemerkenswert,  dass  diese  Auffassung 
jefczt  sogar  in  die  Lehrbücher  der  elementaren  Dynamik  übergeht  ^^. 
Von  anderer  Art,  aber  nicht  minder  wichtig,  sind  die  Analogien  zwischen 
Problemen  der  Statik  und  der  Kinetik,  zimi  Beispiel  die  Beziehungen 
zwischen  den  Gleichgewichtsgestalten  von  Fäden  und  den  Bahnkurven 
eines  Punktes  auf  einer  Fläche  (vgL  Nr.  11  dieses  Artikels),  zwischen 
der  Gleichgewichtsgestalt  eines  elastischen  Stabes  und  der  Drehung  eines 
starren  Körpers  um  einen  festen  Punkt,  zwischen  der  Biegimg  von  Stäben 
und  hydrodynamischen  Problemen.  Auch  in  der  Physik  selbst  ist  man 
auf  zahlreiche  Analogien  zwischen  den  Erscheinungen  in  den  ver- 
schiedenen Gebieten  aufmerksam  geworden;  es  hat  sich  als  sehr  nütz- 
lich erwiesen,  die  Begriffe  der  verschiedenen  Gebiete  mit  einander  zu 
vergleichen  und  diese  gewissermassen  auf  einander  abzubilden,  indem 
man  für  jeden  Begriff  des  einen  den  entsprechenden  des  anderen  suchte. 
Man  kann  dann  aus  den  Lösungen  von  Aufgaben  des  einen  Gebietes 


14)  Vgl.  IV  4,  Nr.  29  (G.  Jung),  dazu  C,  Chelini,  Giom.  di  mat  12  (1874), 
p.  201;  G.  BardelU,  Ist.  Lomb.  Rend.  (2)  7  (1874),  p.  249,  sowie  neuerdings 
B.  SkuUck,  Berlin  Math.  Ges.  Ber.  4  (1905),  p.  54. 

15)  Aufifahrliche  Darstellung  bei  P.  St4ckel,  Bericht  über  die  Mechanik 
mehrfacher  Mannigfaltigkeiten,  Jahresher.  d.  D.  M.-V.  12  (1908),  p.  469. 

16)  So  hei  Ä.  G,  Wehster,  Dynamics,  Leipzig  1904. 
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die  LosuDgen  Yon  Aufgaben  des  anderen  ableiten.  Zusammenstellungen 
solcher  Analogien  haben  zum  Beispiel  J.  La/rmor  und  L,  Boltzmawn 
gegeben  ^^. 

Der  Gedanke^  mechanische  Analogien  zur  Erforschung  physika- 
lischer Erscheinimgen  zu  benutzen,  stammt  von  J,  Cl.  Maxwell,  der  im 
besonderen  auf  diesem  Wege  zu  seinen  Fundamentalgleichungen  des 
Elektrom^netismus  gelaugt  ist^®).  Maswell  verzichtet  auf  die  genaue 
Erkenntnis  des  wirklichen  Vorganges  und  ersetzt  diesen  durch  einen 
Mechanismus,  der  in  gewisser  Beziehung  dasselbe  leistet.  So  kon- 
struierte er,  in  (bedanken,  aus  Flüssigkeitswirbeln  und  FriktionsroUen^ 
die  sich  im  Innern  von  Zellen  mit  elastischen  Wänden  bewegen,  ein 
mechanisches  Modell  für  die  elektromagnetischen  Erscheinungen;  er 
hat  aber  auch  für  einzelne  Phänomene  die  Modelle  wirklich  herge- 
stellt, und  L.  Boltzmann  und  andere  sind  ihm  darin  gefolgt  ^^).  Man 
kann  aber  auch,  wie  es  Maswell  und  besonders  J.  J.  Thomson^)  nach 
ihm  taten,  davon  absehen,  die  „dynamische  Illustration''  ins  Detail 
auszumalen,  und  sich  damit  begnügen,  die  kinetische  Energiefunktion 
80  zu  konstruieren,  dass  man  dieselben  Differentialgleichungen  erhält, 
die  das  mechanische  Modell  liefert,  also  allgemeine  Z/O^an^esche  Glei- 
chungen. Die  Positionskoordinaten  in  diesen  Gleichungen  bekommen 
dann  eine  physikalische  Bedeutung  und  werden  dementsprechend  als 
elastische,  thermische,  elektrische,  magnetische,  chemische  Parameter  be- 
zeichnet So  gewinnen  die  allgemeinen  ZrO^an^ßschen  Gleichungen  eine 
universelle  Bedeutung  für  die  ganze  Physik.  Dabei  ist  zu  beachten, 
dass  es  für  einen  Vorgang,  wenn  überhaupt  ein  mechanisches  Bild 
existiert,  unzählig  viele  mechanische  Bilder  giebt*^*).  Die  Punkt- 
dynamik erhält  so  die  neue  Aufgabe,  der  Physik  brauchbare  Bilder 
zur  Verfügung  zu  stellen,  und  es  erscheint  die  Hoffnung  berechtigt, 


17)  J.  Lannor,  London  Math.  Soc.  Proc.  16  (1884),  p.  158  und  L.  Boltzmann, 
Ostwalds  Klassiker  der  exakten  Wissenschaften,  Heft  69,  Leipzig  1896,  p.  101 — 102. 

18)  Cambridge  Phil.  Trans.  10  (1866)  ==  Scientif.  papers  1,  p.  167;  Phil. 
Mag.  (4)  21  (1861)  u.  23  (1862)  =  Scientif.  papers  1,  p.  461. 

19)  Katalog  mathematischer  ....  Instramente,  herausgegeben  von  W, 
V,  Dyck,  München  1892,  p.  89;  H.  Ebert,  Magnetische  Kraftfelder,  Leipzig  1897, 
2.  AnB.  1906. 

20)  J.  Cl.  Maxwell,  London  Phil.  Trans.  165  (1866)  =  Scientif.  papers  1, 
p.  526;  London  Math.  Soc.  Proc.  8  (1871)  »  Sc.  papers  2,  p.  257;  London  Math. 
Soc.  Proc.  4  (1898),  p.  884  =  Sc.  papers  2,  p.  600;  Treatise  on  electricity 
and  magnetism,  Oxford  1878;  «7.  J.  Thomson^  Application,  London  1886. 

20*)  H.  Fdncari,  filectricit^  et  optique,  1,  Paris  1890,  dentach  von  W.  Jäger 
und  E.  Gnmlich,  1,  Berlin  1891;  L.  Boltzmann,  Vorlesungen  über  Maxwells 
Theorie  der  Elektrizit&t  und  des  Lichtes,  1,  Leipzig  1891. 
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dass,  ebenso  wie  einst  die  ganz  abstrakt  entwickelte  Lehre  Yon 
den  Kegelschnitten  in  der  Astronomie  Verwendung  gefunden  hat,  in 
Zukunft  einmal  manche  scheinbar  rein  theoretische  Untersuchungen 
der  Punktdjnamik  zur  Darstellung  physikalischer  Erscheinungen 
dienen  werden. 

Freilich  darf  man  die  Wichtigkeit  der  mechanischen  Analogien  nicht 
überschätzen.  Es  lasst  sich  nicht  leugnen^  dass  sie  nur  einen  Teil 
des  Zusammenhanges  zwischen  den  Tatsachen  wiedei^eben,  gewisser- 
massen  nur  die  gröberen  Züge,  während  die  Feinheiten  fehlen.  Das 
zeigt  sich  schon  in  der  Dynamik  selbst,  denn  die  Lagrangeachen 
Gleichungen  zwischen  den  n  Parametern,  durch  die  die  Lage  eines 
Systems  mit  n  Graden  der  Freiheit  festgelegt  wird,  sind  nur  ein  Aus- 
druck für  die  Eigenscbaften,  die  grossen  Klassen  „dynamisch  äqui- 
valenter Probleme'^  gemeinsam  sind,  man  abstrahiert  aber  von  den  Er- 
scheinungen, die  fiir  die  einzelnen  Probleme  charakteristisch  sind,  zum 
Beispiel  treten  dabei  gar  nicht  die  Drucke  auf,  die  aus  den  Bedingungen 
eines  Systems  hervorgehen.  Mit  der  Integration  jener  Gleichungen 
zwischen  den  n  Parametern  oder  mit  der  Ermittlung  der  Bewegung 
des  „darstellenden  Punktes''  ist  daher  auch  in  der  Dynamik  die  Losung 
einer  Aufgabe  keineswegs  erschöpft*®^). 

A.  Allgemeine  Theorie. 

a)   Der  einzelne  Punkt. 

3.  Fundamentale  Begriffe.  Die  Lage  eines  materiellen  Punktes 
P  von  der  Masse  m  zur  Zeit  t  werde  durch  seine  cartesischen  Koordinaten 
Xy  y,  z  in  Bezug  auf  ein  im  Räume  festes  Koordinatensystem  be- 
stimmte^). Werden  rr,  y,  z  als  Funktionen  der  Zeit  aufgefasst,  so 
erhalt  man  in  Parameterdarstellung  die  Bahn  (Bahnkurve,  Trajectorie) 
des  Punktes.  Die  Ableitungen  i;,  y,  z  von  rr,  y,  z  nach  t  sind  die 
Komponenten  eines  Vektors,  dessen  Richtung  mit  der  Tangente  der 
Bahn  im  Punkte  P  übereinstimmt,  unter  der  GeschwindigTceü  des 
Punktes  zur  Zeit  t  versteht  man  teils  diesen  Vektor  t)  selbst,  teils  dessen 


20^)  Vgl.  auch  für  diese  ganze  Nummer  P.  Duhem,  L'^volution  de  la  mäca- 
nique,  Paris  1906. 

21)  Vgl.  rV  1,  Nr.  11,  18,  14,  22,  23  {Ä.  Voss)  sowie  die  inzwischen  er- 
schienene Abhandlung :  Der  Begriff  des  materiellen  Punktes  in  der  Mechanik  dei 
18.  Jahrhunderts  von  Th.  Kömer,  Bibl.  math.  (3)  6  (1904),  p.  16.  Noch  L.  Eukr 
(Mechanica,  Petersburg  1736)  und  /.  d^Alembert  (Dynamique,  Paris  1743)  haben 
überall  ^^natürliche  Koordinaten'^  gebraucht;  die  prinzipielle  Einführung  der 
cartesischen  Koordinaten  x^  y,  z  stammt  von  C.  Maclaurin,  A  complete  system  of 
fluxions,  Edinburgh  1742,  art.  466,  469,  884. 
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Lange  v^.  Verlegt  man  die  Anfangspunkte  von  t)  in  den  Anfangspunkt 
der  Koordinaten,  so  beschreiben  die  Endpunkte  eine  Kurve,  die  schon 

A,  F.  Jfö&iMS**)  betrachtet  und  die  dann  W.  E.  Hamilton^)  als  Hodo- 
graphen^)  bezeichnet  hat.  Der  Bewegungsetistand  des  Punktes  zur 
Zeit  t^  wird  charakterisiert  durch  die  Angabe  seines  Ortes  P  und 
des  zugehörigen  Oeschwindigkeitsvektors  t).  Der  betrachteten  Be- 
wegung wird  so  eine  ^^tangierende  Bewegung''  mit  gleichförmiger  Ge- 
schwindigkeit zugeordnet;  eine  weitere  Annäherung  würde  eine 
^^hmiegongsbewegung''  sein,  die  mit  gleichförmiger  Beschleunigung 
vor  sich  geht*');  die  Astronomen  gebrauchen  den  Ausdruck  „osku- 
lierende  Bewegung^'  in  einer  anderen  Bedeutung,  siehe  Bd.  VI,  Teil  2. 

Würde  man  den  materiellen  Punkt  zur  Zeit  t  sich  selbst  über- 
las.sen,  so  würde  er  von  P  aus  in  der  Tangente  der  Bahn  mit  der 
Geschwindigkeit  v  weiter  gehen;  dagegen  ändert  sich  der  Vektor  t), 
wenn  der  Punkt  einer  Einwirkung  von  aussen  her  unterworfen  ist, 
die  entweder  ein  momentaner  Stoss  @  oder  eine  kontinuierlich 
icirkende  Kraft  ^  sein  kann^).  Ein  momentaner  Stoss  wird,  als  Vektor- 

22)  Fr.  Slate,  MechanicB,  1900,  hat  vorgeschlagen,  dem  entsprechend  zwischen 
Telocity  (Geschwindigkeit)  und  speed  (Schnelligkeit)  zu  unterscheiden. 

23)  Mechanik  des  Himmels,  Leipzig  1843  =  Werke  4,  Leipzig  1887,  p.  86 
und  47.  Mobius  hat  den  Hodographen  mit  Erfolg  bei  der  üntersnchnng  der  Be- 
wegung der  Planeten  verwendet. 

24)  Dnblin  Irish  Trans.  3  (1846),  p.  345;  Elements  of  Quatemions,  London 
1866,  p.  100,  118. 

25)  Über  den  Hodographen  siehe  auch:  E.  Pröü,  Yersnch  einer  graphischen 
Dynamik,  Leipzig  1874;  G.  Helm,  Zeitschr..  Math.  Phys.  25  (1880),  p.  217; 
O.GerlachfiyiBB.  Rostock  1888;  A.  Laisant,  Jörn,  de  sc.  mat.  e  astr.  10  (1891),  p.  97; 

B.  Mehmke,  Jahresber.  d.  D.  M.-Y.  12  (1903),  p.  561. 

26)  Dieser  Aasdmck  scheint  von  F.  Redtenbacher  zu  stammen,  Prinzipien  der 
Mechanik  und  der  Maschinenlehre,  Mannheim  1852,  2.  Aofl.  1859,  p.  3  und:  Das 
Dynamidensystem,  Mannheim  1857,  p.  10.  Er  ist  vielleicht  eine  Yerdeutschimg 
des  französischen  Wortes  rSgime, 

27)  0,  Staude,  Math.  Ann.  41  (1893),  p.  219. 

28)  Während  JB.  Descartes  keine  anderen  Kräfte  als  Stosskräfte  zulassen 
wollte,  die  bewegten  Körpern  eigentümlich  sind,  hatte  die  Schule  J.  Netctons 
«lies  auf  Fernkräfte  zurückzufuhren  versucht.  Dieser  Gegensatz,  der  für  die 
ganze  neuere  Physik  von  fundamentaler  Bedeutung  ist,  tritt  auch  bei  der  Mechanik 
des  19.  Jahrhunderts  in  die  Erscheinung.  So  haben  S,  D.  Poisson  und  /.  F. 
Poneelet  die  Benutzung  von  Stosskräften  gänzlich  verworfen,  da  es  in  Wirklichkeit 
keine  momentanen  Kräfte  gebe,  und  auch  F,  Mach,  Mechanik,  p.  360  erklärt:  Es 
gibt  keine  Momentankräfte.  Dem  gegenüber  machten  W.  Clifford  und  L.  BoUz- 
mann  geltend,  dass  diskontinuierliche  Vorgänge  mit  der  Erfahrung  sehr  wohl 
Tereinbar  seien.  Diese  Streitigkeiten  werden  hinfällig,  wenn  man  alle  Kräfte 
nur  als  „Bilder"'  ansieht,  für  deren  Wahl  Gründe  der  Zweckmässigkeit  mass- 
gebend Bind.    In  dem  Sinne  der  PiAzisionsmathematik  giebt  es,  wie  es  schon 
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grosse ;  gemessen  durch  das  Produkt  aus  der  Masse  m  des  Ponktoft 

und  der  durch  ihn  verursachten  Änderung  At)  des  Greschwiiidigkeit&- 

Tektors  ö: 

S  =  m  -Ad. 

Eine  kontinuierlich  wirkende  Kraft  ^  wird  als  Yektorgrosse  gemessen 
durch  das  Produkt  der  Masse  m  und  der  durch  sie  Terursachten  Be- 
schleunigung (it)/dty  die  wie  ö  ein  Vektor  ist: 

In  demselben  Sinne ,  in  dem  die  Differentialrechnung  ab  die  Grenze 
der  Differenzenrechnung  erscheint,  lasst  sich  die  Wirkung  einer  kon- 
tinuierlich wirkenden  Kraft  ^  aufiassen  als  die  Grroize  der  Wirkung 
einer  Reihe  tou  Stossen  der  Grosse  ^^i,  die  in  den  Zeäantervall»! 
Af  erfolgen;  umgekehrt  erscheint  die  Stosskraft  @  als  die  Grenze  der 
G^esamtwirkung  einer  sehr  grossen  ^  in  dem  sehr  kleinen  Zeiträume 
A^  =  (^  . .  .  ^)  wirkenden  kontinuierlichen  Kraft  §: 

Vgl.  IV  1,  Nr.  24  {Ä.  Voss). 

Damit  der  in  P  ruhende  Punkt  momentan  die  zur  Zeit  t  herr- 
schende Geschwindigkeit  t)  erhalt,  muss  auf  ihn  eine  vektorielle  Stoss- 
kraft mX>  ausgeübt  werden^  deren  Komponenten  mx,  mjfy  inj  sind. 
Die  skalare  Grosse  (der  Betrag)  dieser  Stosskraft  wird  nach  ü.  Des- 
cartes^)  Be^cegungsgrosse  (quantite  de  mouvement)  genannt«  wifarend 
die  vektorielle  Stosskraft  mt»  =  3  als  Impuls*^)  bezeichnet  wird.    Der 


/.  Kamt  (Metaphysische  Anfangagrände  der  yatorwigsenschaften,  Riga  17SS)  for- 
muliert hat,  keinen  üebergang  Tom  Kontinnierlichen  zum  DiskontiniiieriidMD, 
zirischen  Stössen  nnd  stetig  wirkenden  Kräften  ist  also  keine  Termittlang  mfigiick 
SteUt  man  sich  dagegen  auf  den  Standpunkt  der  Approiiniation^mathematTk.  ao 
Terschwindet  der  prinzipielle  Unterschied  zwiachen  stetig  nnd  nnstetig;  veigi 
F.  Klein,  Anwendung  der  Differential-  nnd  Integralrechnung  auf  Geomeizie, 
Leipzig  1902. 

29  R.  Desazrtts,  Lettres,  1.  p.  332;  3,  p.  413;  Principia  philosophiae«  1643, 
2,  art.  36:  Tg^-  auch  /.  Newton^  Principia,  lab.  l,  definitio  2.  Vgl  audi  IV  1. 
Xr.  24    A.  T'«öf.  und  T.  Leri-Cirita.  Meccanica,  p.  410 — 420. 

30  •  Freüich  giebt  es  noch  keinen  festen  Gebrauch  dieser  Ausdrucke. 
A.  Föppi,  Einfahrung.  1.  Aufl.  S.  15,  nennt  den  Veltor  mio  ,,BeweguBgsgi fwac**. 
Die  englischen  Mathematiker  sagen,  wohl  nach  dem  Torgange  von  TT.  Tkomtsam 
und  P.  G.  Tau  (Treatise.  2.  ed.  1,  p.  221 ,  vielfach  statt  Impuls:  momentem  ;=  mori- 
mentum,  das  Bewegung  Henrorrufende):  die  Komponenten  des  Impulses  heinen 
dem  entsprechend  the  moments  of  momentum.  U.  Htriz  sagt  statt  Impuls: 
Moment.    Es  ist  störend,  dass  das  Wort  Impuls  in  zwei  Bedeutungen  gebraucht 
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Bewegnngszustand  zur  Zeit  t  läset  sich  daher  auch  durch  die  Angabe 
der  Lage  und  des  Impulses  S  charakterisieren.  Wenn  auf  den  Punkt 
äussere  Kräfte  wirken,  ändert  sich  der  Impuls  so,  dass  seine  Ände- 
rung gleich  ist  dem  von  den  äusseren  Kräften  hervorgerufenen  end- 
lichen oder  unendlich  kleinen  Stosse,  oder  der  Impuls  @  oder  ^dt 
setzt  sich  mit  dem  Impulse  des  Bewegungszustandes  3  nach  dem 
Parallelogramm  der  Kräfte  zusammen. 

Bei  Aufgaben  aus  der  physikalischen  und  der  technischen  Praxis 
ist  es  unerlässlich,  die  vorhergehenden  Betrachtungen  durch  die  An- 
gabe der  Einlmten  zu  ergänzen,  deren  Theorie  C.  Bunge  in  V  1  ent- 
wickelt hat'^).  Hier  genüge  es  zu  bemerken,  dass  man  als  Einheit  der 
Länge  das  Zentimeter,  als  Einheit  der  Zeit  die  Sekunde  zu  wählen 
pflegt.  Als  Einheit  der  Ej*afk  wird  in  dem  technischen  Masssystem 
das  Gewicht  einer  bestimmten  Masse,  etwa  des  Normalkilogramms 
unter  der  Normalschwere  gewählt,  wodurch  dann  die  Einheit  der  Masse 
festgelegt  ist^^*).  Dagegen  wird  in  dem  sogenannten  absoluten  Mass- 
system als  dritte  Einheit  die  Einheit  der  Masse  genommen.  Gegen- 
wärtig nimmt  man  dafür  das  Gramm '^;  damit  ist  dann  die  Einheit 
der  Kraft,  Byne,  festgelegt,  und  es  ist  z.  B.  das  Gewicht  von  1  kg  Masse 
eine  Kraft  von  etwa  981000  Dynen. 

4.  AnfsteUnng  der  Differentialgleiohnngen  der  Bewegung.^ 
Für  die  freie  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  P  (x,  y,  z)  der 
Masse  tn,  auf  den  die  kontinuierliche  Kraft  %  mit  den  Komponenten 


wird,  nämlich  auch  noch  in  der  allgemeineren  Bedentang  einer  Stosskraft,  so- 
dass es  sich  vielleicht  empfehlen  würde,  Impuls  des  Bewegungszustandes  zn  sagen. 
Endlich  möge  noch  ausdrücklich  hervorgehoben  werden,  dass  die  in  dem  Texte 
dargelegte  Auffassung  eine  mathematische  und  psychologische,  aber  keine 
physikalische  oder  metaphysische  ist,  vgl.  /.  Petersen,  Nyt  Tidsskrift  12  (1901), 
p.  26.  Ebensowenig  hat  mit  dem  Begriffe  des  Impulses  die  Frage  etwas  zu  tun, 
ob  die  in  Wirklichkeit  stattfindenden  Bewegungen  einmal  durch  einen  „Anfangs- 
stoss^^  entstanden  sind,  wie  das  /.  Newton  für  die  Planetenbewegung  postu- 
liert hat. 

31)  Yergl.  auch  Z.  d.  Vereins  deutscher  Ingenieure  49  (1905),  p.  1299. 

31»)  Wenn  auch  schon  S,  Stevin  (1686)  und  P.  Varignon  (1687)  über  den 
ahen  Pondusbegriff  hinausgegangen  waren,  so  ersetzten  doch  noch  die  Mathe- 
matiker des  18.  Jahrhunderts,  wie  L,  JSuler  und  /.  d'Alembert,  die  Kräfte  ohne 
weiteres  durch  (jfewichte.  Ebenso  verfahren  auch  H.  JB.  Lübsen,  Mechanik,  1, 
Leipzig  1868,  p.  5:  „Die  Annahme  abstrakter  Kräfte  hat  für  den  Anfänger 
etwas  Anstössiges^^  und  Ä.  Clebsch,  Vorträge  über  Elementarmechanik,  Karlsruhe 
1868/69*  „Ist  die  angewandte  Kraft  gleich  P  Kilogramm^S 

32^  C.  F.  Gauss,  Intensitas  vis  magneticae  ad  mensuram  absolutam  revocata, 
GöU.  Abh.  1832  »  Werke  6,  p.  81  »  Ostwalds  Klassiker,  Heft  53;  bei  Gauss 
findet  sich  aber  auch  das  technische  Mass. 
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X,  Yy  Z  wirkt,  gelten  die  Differentialgleichungen: 

(1)  mx  =  X,    my  =  F,    w2  =  Z\ 

X,  Y,  Z  können  dabei  Funktionen  von  x,  y^  0]  i,  y,  i]  t  sein***).  Die 
Gleichungen  (1)  lassen  sich  auch  in  die  eine  vektorielle  Gleichung 

(1')  wf  =  g 

zusammenfassen,  in  der  r  den  von  einem  festen  Punkte  nach  P  ge- 
zogenen Vektor  und  %  die  als  Vektor  aufgefasste  Erafl  bedeutet. 

Ist  der  Punkt  an  eine  krumme  Fläche  f(x,  y^  e)  ^=^0  gebunden, 
so  liefert  das  d! AlemherhQhe  Prinzip  die  Gleichungen: 

(2)  m'x^X  +  Ba,    m'y=Y+  Rß,    mz  =  Z+Ry, 

in  denen  a,  ß,  y  die  Richtungscosinus  der  Flächennormale  im  Punkte 
P  bezeichnen,  während  i2  die  Grösse  des  Druckes  angiebt,  den  der 
Punkt  auf  die  Fläche  senkrecht  zu  dieser  ausübt;  diesem  Drucke  ent- 
spricht eine  gleich  grosse  entgegengesetzt  gerichtete  Reaktion  der 
Fläche.  Die  Gleichungen  (2)  gelten  nur  unter  der  Voraussetzung, 
dass  die  Wirkung  der  Fläche  mit  dieser  Reaktion  erschöpft  ist^  sonst 
kommen  noch  Reibungskrafie  hinzu.  Tgl.  Nr.  6  dieses  Artikels. 

Ist  der  Punkt  an  eine  Kurve  gebunden,  die  durch  die  Gleichungen 
/i(^;  y>  ^)  =  öj  /i(^j  y^  ^)  =  ö  dargestellt  wird,  so  findet  man  unter 
denselben  Voraussetzungen  wie  bei  (2)  die  Differentialgleichungen: 

(3)  mi  =  X  +  i?ia, +  !?,«„     wt/ =  r+ it,|3,  +  l?,ft, 

«1,  /3i,  y^  und  a^,  /3j,  y,  bedeuten  die  Richtungscosinus  der  Normalen 
der  Flächen  /*^  =  0,  /*,  =  0,  während  ü^  und  iJ,  Drucke  in  der 
Richtung  der  betreffenden  Normalen,  also  senkrecht  zur  Kurve  sind. 


32^)  Die  Masse  m  wird  im  allgemeinen  als  konstant  angesehen,   es  giebt 
aber  auch  Fälle,  in  denen  man  m  als  bekannte  Funktion  der  Zeit  ansieht.   Bei- 
spiele hierfür  sind  die  Bewegung  eines  Wagens,  bei  dem  Personen  auf-  und  ab- 
springen oder  aus  dem  beständig  Sand  herausfällt^  die  Bewegung  eines  Planeten, 
dessen  Masse  durch  das  Auftreffen  von  Meteoriten  eine  beständige  YergrOssenmg 
erfährt,  vergl.  C,  G.  J.  Jacobi,  Dynamik  1842/43,  p.  67;  W.  Thomson,  Phil.  M«g. 
(4)  81  (1866),  p.  583;  H.  Ä.  Newton,  Am.  J.  of  Science  80  (1886),  p.  409;  H.  Gyldi», 
Astr.  Nachr.  109  (1884),  p.  1,  /.  Me8chtschersk\j ,  Dynamik  des  Punktes  mit  ver- 
änderlicher Masse  (russisch),  1897  (F.  d.  M.  28  (1897),  p.  646,  wo  sich  auch  weitete 
Litteraturangaben  finden)  sowie  Astr.  Nachr.  132  (1893),  p.  129,  169  (1902),  p.  229 ; 
K  Lehmann-Filhts,  Astr.  Nachr.  145  (1898),  p.  363;  E.  Strömgreen,  Astr.  Nacht  _ 
163  (1903),  p.  129.   In  der  modernen  elektromagnetischen  Mechanik  wird  iwiach^^n 
longitudinaler  und  transversaler  Masse  unterschieden  und  die  Masse  als  Fonküo^Mt 
der  Geschwindigkeit  angesehen,  vergl.  etwa  M.  Abraham,  Ann.  der  Phys.  (4)  ^ü^O 
(1903),  p.  105. 
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IN'ach  dem  Parallelogramm  der  Kräfte  zusammengesetzt  ergeben  sie 
den  Druck  des  Punktes  auf  die  Kurve  und  damit  die  gleich  grosse, 
cKl)er  entgegengesetzt  gerichtete  Reaktion  der  Kurve. 

Auf  eine  wesentlich  andere  Art  gebundener  Bewegungen  eines 
Punktes  ist  man  durch  die  Mechanik  der  starren  Körper  geführt  worden. 
JBei  dem  Rollen  starrer  Körper  auf  einander  (vergl.  den  zweiten  Ab- 
schnitt dieses  Artikels)  ergeben  sich  nämlich  zwischen  den  Koordi- 
naten eines  repräsentierenden  Punktes  Bedingungsgleichungen  der  Form: 

(4)  p(x,  y,  B)dx  +  q[Xy  y,  £)dy  +  r(a;,  y,  £)dz  =  0, 

l^ei  denen  die  linke  Seite  nicht  auf  die  Oestalt 

g{x,y,e)df{x,y,z) 

gebracht  werden  kann.  Derartige  Fälle  waren  schon  früher  ver- 
^nzelt  aufgetreten '^)y  aber  erst  A.  Voss  hat  sie  systematisch  be- 
Iiandelt^).  Später  hat  H,  Hertz  die  physikalische  Bedeutung  dieses 
^Ansatzes  hervorgehoben  und  vorgeschlagen^  diejenigen  Probleme^  bei 
^enen  die  Bedingungsgleichungen  auf  die  Form  df(x,  y,  ^)  =  0  ge- 
l>racht  werden  können,  als  holonome,  zu  bezeichnen,  während  er  die 
DBedingungsgleichung  (4)  nichtholonam  nennt ^).  Als  Differential- 
gleichungen der  Bewegung  ergeben  sich  bei  dem  nichtholonomen 
IProbleme: 

^5)  mx  =  X  -|-  kpj     my  =  Y  -\-  Xq,     w2  =  Z  -f-  Ar, 

"^v^o  X  einen  Multiplikator  bedeutet;  aus  den  Gleichungen  (4)  und  (5) 
lat  man  Xy  y,  e  und  k  als  Funktionen  der  Zeit  zu  bestimmen. 


33)  Probleme  des  Rollens  sind  schon  im  18.  Jahrhundert  von  L,  JSuler, 

IPeteraborg  Gomment.  7    ad   annos  173^36,   p.  99;   /.  d'Alembert,  Dynamique, 

Zt748;  Jch.  BemouUi,  Opera  4,  1752,  p.  296  behandelt  worden,  allein  bei  ihnen 

enthielt  die  Bedingungsgleichung  des  Rollens  nur  eine  oder  zwei  Veränderliche, 

«odass  die  in  der  Gleichung  (4)  liegende  Schwierigkeit  wegfiel.    Auch  bei  den 

cp&ter,  zum  Beispiel  von  S.D.Poisson,  M^canique  2,  untersuchten  Fällen  ergab 

«ich  nichts  Neues,  da  man  sich  auf  kleine  Schwingungen  beschränkte;  yergl. 

Jl  Klein,  Zeitschr.  Math.  Phys.  47  (1902),   p.  260.     Andrerseits  treten   nicht- 

integrable  Bedingungsgleichungen   schon   bei  J,  L.  Lagrange  auf,   in   dessen 

M^anique,  1,  Partie  I,  Sektion  4  es  ausdrücklich  heisst:  il  n'est  pas  n^cessaire, 

que  X,  Jftf,  .  .  .  soient  les  variations  exactes  de  x^y^z^dx^dy^dz . ..,  während 

Lagrange  freilich  an  anderen  Stellen,  wo  yon  Bedingungen  die  Bede  ist,  still- 

schweigend  annimmt,  dass  sie  sich  in  Form  endlicher  Gleichungen  darstellen 

lassen.    Yergl.  femer  M.  Ostrogradskij ,  St  P^tersbourg,  M^m.  de  Tacad.  (6)  1 

(1834),  p.  666;  N,  3f.  Ferrers,  Quart.  J.  of  math.  12  (1878),  p.  1. 

34)  Math.  Ann.  26  (1886),  p.  268,  dazu  J.  König,  Math.  Ann.  41  (1888),  p.  42; 
vgl.  auch  Nr.  16  dieses  Artikels. 

36)  Mechanik,  p.  91.     Hiemach  sind  Probleme  mit  einer  oder  mit  zwei 
Veränderlichen  stets  holonom. 
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Gleichungen  der  Form  (2),  (3),  (5)  gelten  auch,  wenn  in  den 
Bedingungsgleichungen  die  Zeit  vorkommt;  diese  ist  bei  den  nach 
dem  cfÄlembertschen  Prinzipe  auszuführenden  Differentiationen  als 
konstant  anzusehen. 

Statt  holonomer  oder  nicht  holonomer  Bedingungsgleichungen 
können  auch  Bedingungsungleichheiten  auftreten;  auch  können  Bedin- 
gungen plötzlich  fortfallen  oder  plötzlich  durch  andere  ersetzt  werden. 
Nachdem  bereits  früher  solche  Fälle  behandelt  worden  waren,  hat, 
durch  E.  Study  angeregt,  A.  Mayer ^  vom  Gatisrachen  Prinzipe  des 
kleinsten  Zwanges  ausgehend,  dargelegt,  wie  man  hier  die  Bewegung 
des  Punktes  in  allen  Fällen  bestimmen  kann'^). 

Es  gewährt  nicht  selten  Vorteil,  die  cartesischen  Koordinaten 
a?,  y,  B  durch  drei  unabhängige  Veränderliche  (Parameter)  g^,  g„  g, 
auszudrücken,   die    auch   Positionskoordinaten    oder    verallgemeinerte  - 

(generalisierte)  Koordinaten  heissen;  vgl  IV  1,  Nr.  87  {A,  Voss)^. 

Die  Gleichungen  (1),   (2),  (3),  (5)  gehen  dabei   in  Differential-  - 

gleichungen  zweiter  Ordnung  für  q^,  q^,  q^  über,  die  man  als  allgemeine  ^ 

Lagrangesdie  Gleichungen  bezeichnet.     Bei   der  Bew^ung   auf  einer  "^ 

Kurve    oder    einer  Fläche   gelingt  es  vielfach,   die  Parameter  so  zu  -■ 

wählen,  dass  die  Bedingungsgleichungen  identisch  erfüllt  sind,  wenn  -^ 

zwei  bez.  ein  Parameter  einen  konstanten  Wert   erhalten.     Von  den  ^ 

Xa^ra;?^^chen  Gleichungen  dienen   alsdann  zwei   bezw.  eine  zur  Be-  — 

Stimmung    der    Reaktionen,    während    die    übrigen     in    Differential-  "' 

gleichungen  zweiter  Ordnung  für  die  variablen  Parameter  übergehen.  • 

Es  ist  ein  weit  verbreitetes  Missverständnis,  dass  man  ausschliesslich  -^ 

36)  J.  Fourier,  J.  äc.  pol.  5  (1798)  =  Oeuvres  2,  p.  488;  Ä.  Coumot,  Bull.  —^ 
de  Ferussac  8  (1827),  p.  165;  C.  F.  Gauss,  J.  f.  Math.  4  (1829),  p.  284  =  Werke  "^ 
6,  p.  27;  M.  Ostrogradskij,  St.  P^tersbourg  Mäm.  (6)  1  (1884),  p.  565,  Mt^m.  Classe  ^ 
math.  phys.  1  (1838),  p.  129;  C.  G.J.Jacobi,  Vorlesungen  über  Dynamik,  1847/48,  ^^ 
Heft  von  W.  Scheibner,  p.  83;  A.  Ritter,  Dissertation  Göttingen  1863;  N.  Bugajeff,  -J^ 
Mechanik  (russisch),  1,  Petersburg  1871;  J.  W.  Gibhs,  Am.  J.  of.  math.  2  (1879),  •- Oi 
p.  49;  D.  Bobyletv^  Mechanik  (russisch),  1886;  L.  Henyieberg,  3.  f.  Math.  118  **^ 
(1894),  p.  179;  J.  Farkas,  Ungar.  Ber.  12  (1894),  p.  268,  16  (1898),  p.  26;  ^  %' 
L.BoUzmann,  Mechanik  1  (1897),  p.  223,  280;  A.  Mayer,  Leipzig  Ber.  61  (1899),  -^O, 
p.  224,  245;  E.  Zermelo,  Gott.  Nachr.  1899,  p.  806;  P.  Appeü,  M^canique  1,  ^  -*» 
p.  269;  0.  SchüU,  Diss.  Kiel  1905;  G.  K.  Sousloff,  Moskau,  Math.  Samml.  26  ^2*5 
(1905),  p.  875.     Yergl.  auch  IV  1  (A.  Voss)  und  die  Anmerkungen  167  und  179.    —  '^• 

37)  Vgl.  dazu  H.  W.  Watson  und  H.  S.  Burbury,  A  treatise  on  the  application  -^i^ni 
of  generalized  coordinates  to  the  kinetics  of  a  material  System,   Oxford  1879,^.  ^^i 
und  P.  Appell ,   Mt^canique,   1,  chap.  XVI;    L.  BoUzmann  (Prinzipe,  2,  p.  1^)^"^) 
nennt  die  Koordinaten  q^  skleronom  oder  rheonom,  je  nachdem  die  Bedingung«-    ^- 
gleichungen  zwischen  den  cartesischen  Koordinaten  die  Zeit  nicht  enthalten  odeir-— 'J* 
enthalten. 
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die  letzteren  Gleichungen  betrachtet,  die  von  der  JacobiBohen  Schale 
auch  als  Loffrangesche  Gleichungen  zweiter  Art  bezeichnet  werden. 

Die  Differentialgleichungen  für  die  Parameter  q^  kann  man  nach 
liCtgrange  sofort  herstellen,  wenn  man  die  Ausdrücke  für  die  leben- 
dige Kraft   und   die   virtuelle  Arbeit   kennt,    sie  haben   nämlich  die 

Gestalt: 

ti\  d  (dT\        dT        ^ 

liierin  bedeutet  T  die  lebendige  Kraft  des  materiellen  Punktes: 

T  =  \m{x^  +  y^  +  i^)  =  ^^Kß  Qa  iliiy 
^^¥ährend  die  Q^  als  die  Koeffizienten  der  dq„  in  dem  Ausdrucke  der 
"virtuellen  Arbeit 

dW=Xdx+  YSy  +  Z8z^2Qa6qa 
<iefiniert  sind.  Die  Q^  werden  auch  als  die  Komponenten  oder  Koor- 
^incUen  der  verallgemeinerten  Kraft  bezeichnet.  Die  Koordinaten  Q^  der 
^verallgemeinerten  Kraft  haben  nicht  immer  die  Dimensionen  einer 
IKraft  im  gewöhnlichen  Sinne  des  Wortes,  wohl  aber  die  Q^Sq^ 
Smmer  die  Dimensionen  der  Arbeit;  ist  z.  B.  q^  ein  Winkel,  so  hat 
4j^  die  Dimension  eines  Drehmomentes ''•).     Die  Ausdrücke 

^«  ~  a£ 

Geissen  die  Koordinaten  des  verallgemeinerten  Impulses. 

Bei  dieser  Auffassung  besagen  die  Gleichungen  (L),  dass  die 
-Änderung  des  Impulses  sich  zusammensetzt  aus  der  während  des  Zeit- 
Elementes   dt   wirkenden   Stosskraft   mit   den  Koordinaten   Q^^dt  und 

^iner  Kraft  mit  den  Koordinaten   jr—dty  die  von  der  Änderung  des 

instantanen  Axenkreuzes  während  des  Zeitelementes  dt  herrührt.    Hat 
man  zum  Beispiel  Polarkoordinaten 

rr  =  rcos9,     y  =  rsin9, 

37*)  Schon  /.  L.  Lagrange  bezeichnet  die  Q^  als  Kraffekomponenten  oder 
auch  unmittelbar  als  Kräfte,  was  gelegentlich  zu  Missverständnissen  Anlass  ge- 
geben hat.  Das  Wort  ,,Eoordinate^*  wird  hier,  wohl  nach  dem  Vorgänge  von 
F.  Klein,  in  dem  Sinne  A.  Plückers  gebraucht,  der  unter  Koordinate  jegliche 
Ortese  versteht,  die  dazu  verhilft,  ein  Objekt  mathematischer  Betrachtung  fest- 
zulegen. Dieses  Objekt,  das  System  der  Grössen  Q^,  Vektor  zu  nennen,  wie  es 
S.  Hertz,  Mechanik,  p.  137  vorgeschlagen  hat,  erscheint  nicht  als  zweckmässig. 
Vielmehr  wird  man,  hier  wie  bei  den  Koordinaten  der  verallgemeinerten  Ge- 
schwindigkeit und  des  verallgemeinerten  Impulses,  zwischen  den  Elementargrimen^ 
die  bei  einem  materiellen  Punkte  und  gewöhnlichen  cartesischen  Koordinaten 
auftreten,  und  den  Systemgrüsaen,  die  sich  bei  beliebigen  Positionskoordinaten 
ergeben,  scharf  zu  untersoheider.  haben. 
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80  wird 

T  =  ^m{r»  +  r^q>^,     dW  =  Rdr  +  Odq>, 

nnd  die  Lagrangeschen  Gleichungen  lauten: 

mf  —  mrq>^  =  R,    fnr*q>  =  O, 

Das  Glied  mrq>^  bedeutet  hier  die  Zentrifugalkraft,  die  den  wirkenden 
Kräften  hinzuzufügen  ist,  wenn  man  die  Bewegung  des  Punktes  auf 
dem  beweglichen  Radiusvector  betrachten  will;  vergl.  Fr.  State, 
Mechanics  1,  p.  42  und  Ä,  G.  Webster^  Dynamics,  p.  119. 

5.    Diskussion  deir  Differentialgleiolinngen  der  Bewegung.    Die 

Integration  der  Differentialgleichungen  (1)  ergiebt  Xy  y^  e  als  Funk- 
tionen der  Zeit,  die  sechs  Integrationskonstanten  enthalten.  Diese 
Konstanten  können  durch  Anfangsbedingungen  bestimmt  werden,  in- 
dem der  Bewegungszustand  des  Punktes  zu  einer  Anfangszeit  t^  ge- 
geben wird;  vgl.  auch  IV  1,  Nr.  21  {Jl  Voss)^),  Erste  Integrale  der 
Differentialgleichungen  (1)  heissen  Gleichungen  der  Form 

F{Xj  y,  jß?;  i,  y,  ir;  ^)  =  const. 

Ton  der  Beschaffenheit,  dass  -^  vermöge  der  Gleichungen  (1)  iden- 
tisch verschwindet.  Hat  man  sechs  von  einander  unabhängige  erste 
Integrale  ermittelt,  so  ergeben  sich  daraus  Xj  y,  z  als  Funktionen  von 
^  und  sechs  willkürlichen  Konstanten,  und  die  Integration  ist  vollendet 
Theoretisch  ist  es  stets  möglich,  sechs  erste  Integrale  zu  er- 
mitteln, indem  man  zum  Beispiel  Reihenentwicklungen  zu  Hilfe  nimmt 
Wenn  man  aber  sagt,  dass  es  bei  den  Gleichungen  (1)  ein  erstes 
Integral  gebe,  so  meint  man  damit  meistens,  dass  sich  eine  Funktion 
F{x,  y,  z\  X,  y,  ir;  t)  angeben  lässt,  die  in  einfacher  Weise  aus  elemen- 
taren Funktionen  ihrer  Argumente  aufgebaut  ist,  wobei  häufig  auch 
noch  die  Operation  der  Quadratur  zugelassen  wird,  und  in  weiten 
Kreisen,  besonders  unter  den  Physikern,  ist  das  Vorurteil  verbreitet, 
als  ob  bei  Problemen,  die  sich  nicht  in  einer  solchen  „geschlossenen 
Form"  integrieren  lassen,  die  Hilfe  der  Mathematik  versage  **•);  dass 
in  Wahrheit  die  Mittel  der  modernen  Mathematik  erheblich  weiter 
reichen,  ist  schon  in  Nr.  1  dieses  Artikels  auseinandergesetzt  worden. 
Freilich  wird  man  es  mit  Freude  begrüssen,  wenn  es  bei  einem  Problem 


88)  Nicht  immer  wird  der  Bewegungszustand  zu  einer  Anfangszeit  gegeben. 
Bei  der  Bestimmung  der  Planeten-  und  Eometenbahnen  ist  zum  Beispiel  der 
scheinbare  Ort  zu  verschiedenen  Zeiten  bekannt;  vgl.  VI  s  9  {G.  HergloU). 
Ebenso  ist  beim  Zielen  der  Anfangs-  und  der  Endpunkt  der  Bahn  gegeben. 

38')  So  sagt  A.  Gray,  Physik  1,  p.  266:   „Es  ist  nicht  immer  möglich,  di« 
Bewegungsgleichungen  zu  lösen" ;  vgl.  auch  E.  Mach,  Mechanik,  p.  294. 
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ein  erstes  Integral  giebt  oder  einige  erste  Integrale  in  dem  engeren 
Sinne  des  Wortes  yorhanden  sind,  denn  schon  daraus  lassen  sich 
häufig  wichtige  Schlüsse  auf  den  Verlauf  der  Bewegung  ziehen.  Ähn- 
liche Betrachtungen  gelten  für  die  Gleichungen  (2\  (3)  und  (4). 

X7m  erste  Integrale  zu  finden,  bedient  man  sich  mit  Vorteil 
folgender  Methoden. 

1)  Wird  die  Bogenlänge  der  Bahn  bis  zum  Punkte  P(x,  y,  e) 
mit  5,  der  Krümmungsradius  der  Bahn  in  P  mit  q  bezeichnet  und  sind 
Fxy  Fjfi,  Fb  die  Komponenten  der  wirkenden  Kraft  %  nach  der  Tangente, 
Hauptnormale  und  Binormale  der  Bahn,  so  gelten  die  von  X.  Euler^^) 
herrührenden  „natürlichen"  Gleichungen  der  Bewegung*^): 

ms  =  FT,    m—  =  Fji,     0  =  Fb. 

Q 

Im  Allgemeinen  kann  man  diese  Gleichungen  nur  aufstellen,  wenn 
man  die  Bahn  des  Punktes  schon  kennt,  in  manchen  Fällen  gelingt 
es  aber,  sie  unmittelbar  zu  finden  und  für  die  Ermittlung  von  ersten 
Integralen  zu  verwerten;  besonders  P.  Serret  hat  von  ihnen  schöne 
Anweudungen  gemacht^^). 

2)  Sind  X,  %  3  die  Komponenten  des  Impulsvektors  ^  nach  den 
Axen  der  x,  y,  e^  so  lassen  sich  die  Gleichungen  (1)  auf  die  Form 
bringen: 

der  Endpunkt  des  von  einem  festen  Punkte  abgetragenen  Vektors  3 
bewegt  sich  also  mit  der  Geschwindigkeit  fj.  Verschwindet  bei  ge- 
eigneter Wahl  der  Koordinatenaxen  etwa  X,  so  folgt  aus  der  ersten 
Gleichung  (1*)  die  erste  Integralgleichung  di  =  C  {Satz  van  der 
Erhaltung  der  Projektion  der  Beweffungsgrösse),  und  hieraus  durch  eine 
neue  Integration  mx  =  Ct  -^  C\  wo  C  und  C  Konstanten  bedeuten. 

3)  J.  Keplers  Gesetz,  dass  der  von  dem  Planeten  nach  der  Sonne 
gezogene  Leitstrahl  in  gleichen  Zeiten  gleiche  Flächenräume  beschreibt. 


89)  Mechanica,  1786,  sowie  St.  P^tersbourg  Nova  Acta  8  ad  ann.  1785,  p.  111. 

40)  P.  Appell,  M^canique  1,  p.  304.  Sehr  einfach  und  durchsichtig  gestaltet 
rieh  die  Herleitung  der  natürlichen  Gleichungen  bei  Anwendung  der  Vektor- 
rechnung; vgl.  B.  Marcolongo,  Meccanica  1,  p.  84.  Bei  englischen,  französischen, 
italienischen  Autoren  heissen  diese  Gleichungen  intrinsic  equations,  ^quations 
intrmsequeSy  equazioni  inirinseche.  Der  Terminus  intrinsic  scheint  von  W.  Whetoeü 
beraurühren,  Cambridge  Phil.  Soc.  Trans.  9  (1861),  p.  150;  vgl.  E.  Wölffing, 
Bibl.  math.  (8)  1  (1900),  p.  148. 

41)  Theorie  nouvelle  mäcanique  et  g^omdtrique  des  lignes  de  double  cour- 
bure,  Paris  1860. 
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war  von  I.  Newton  auf  beliebige  Zentralknlfte  yeraUgemeinert  worden^. 
Dass  ein  entsprechender  Satz  auch  bei  anderen  Eraften  gelten  kann, 
haben  ziemlich  gleichzeitig  L,  Euler^),  Daniel  BemauUi^)  und 
P.  (FArcy^)  erkannt.     Besteht  nämlich  die  Gleichung 

xY—yX  =  0, 

80  folgt  aus  den  Gleichungen  (1),  dass  die  Projektion  des  von  dem 
Anfangspunkte  nach  dem  bewegten  Punkte  gezogenen  Badiusyektors 
auf  die  r&y- Ebene  in  gleichen  Zeiten  gleiche  Flachen  beschreibt 
{FlächensaU). 

Eine  neue  Auffassung  dieses  Satzes  verdankt  man  L.  Poinsot*^. 
Hat  das  Drehmoment  Jt  der  wirkenden  Kraft  %  in  Bezug  auf  den 
An&ngspunkt  der  Koordinaten  die  Komponenten  nach  den  Axen  der 

HC     t/     S ' 

L  =  yZ  —  zY,    M^eX  —  xZ,     N^xY—yX, 
und  sind 

2  =  m(ffk  —  £ry),     STO  =  m(0x  —  xk),    91  =  fn{xy  —  yx) 

die  Komponenten  des  Drehmomentes  U  des  Impulses  ^^  in  bezug  auf 
dieselben  Axen,  so  gelten  vermöge  (1)  die  Gleichungen: 

^^    ^  dt       ^'     dt        ^^     dt       ^^' 

der  Endpunkt  des  von  einem  festen  Punkte  aus  abgetragenen  Vektors 
U  bewegt  sich  also  mit  der  Geschwindigkeit  Jt.  Ist  Jt  =  0,  so  bleibt 
der  Endpunkt  von  U  fest;  der  materielle  Punkt  bleibt  dann  in  einer 
auf  diesem  Vektor  senkrechten  Ebene,  und  für  seine  Bewegung  in 
dieser  Ebene  gilt  der  Flachensatz.  Verschwindet  aber  nur  eine  der 
Komponenten  L,  M,  Ny  so  gilt  in  Bezug  auf  eine  der  drei  Koordinaten- 
ebenen der  Flächensatz,  der  daher  auch  als  Säte  van  der  Erhaltung 
des  Drehmomentes  bezeichnet  wird.  Verachwinden  zwei  der  Kom- 
ponenten Lj  My  N,  so  verschwindet  auch  die  dritte,  und  der  Flächen- 
satz gilt  dann  für  jede  beliebige,  durch  den  Anfangspunkt  gehende 
Ebene*«*). 


42)  Principia,  lib.  1,  Sectio  2,  prop.  1. 

43)  Opnscula  varii  argomenti  1,  1746,  p.  1. 

44)  Berlin,  Mdm.  ann^e  1745  (1746),  p.  54. 

45)  Paris,  M^m.  ann^e  1747  (1752),  p.  348. 

46)  J.  äc.  polyt.  cah.  13  (1806),  wieder  abgedruckt  als  Anhang  zu  den 
späteren  Auflagen  seiner  ä^mens  de  statique.  In  der  Sprache  der  Vektoren^ 
rechnung  bedeutet  die  Auffassung  von  Painsot  den  Übergang  TOn  der  Plangröaso 
»um  ergänzenden  Vektor;  vgl.  IV  2,  Nr.  8  {H.  E,  Timerding). 

46*)  S.  D,  Poissan,  J.  de  l'^c.  polyt.  cah.  15  (1809),  p.  266;  Tcrgl. 
E,  MarcoUmgo,  Napoli  Rend.  (3)  2  (1888),  p  419. 
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4)  Der  Ausdruck  T=^  ^mv^  wird  als  die  lebe^uJige  Kraft  oder 
die  kinetische  Energie  des  bewegten  Punktes  bezeichnete^.  Aus  den 
Gleichungen  (1)  bis  (4)  von  Nr.  4  folgt: 

dT=  Xdx  +  Ydy  +  Zdz, 

das  heisst  der  Zuwachs,  den  die  lebendige  Kraft  während  des  Zeit- 
elementes dt  erfährt^  ist  gleich  der  elementaren  Arbeit  dW,  die  während 
dieses  Zeitelementes  von  der  Kraft  ^  geleistet  wird.  Gleichzeitig  er- 
giebt  sich,  dass  die  elementare  Arbeit  der  Reaktionskräfte  yerschwindet. 
Über  den  Fall  der  Reibung  vgl.  Nr.  6. 

Wenn  Xy  Y,  Z  Funktionen  von  x,  y,  £f;  x,  y,  k'^  t  sind,  so  muss 
man,  um  die  gesamte  Arbeit  W  für  den  Zeitraum  (^o  *  *  •  0  ^^  ^^' 
rechnen,  Xy  y^  z  als  Funktionen  der  Zeit,  d.  h.  die  Bewegung  des 
Punktes  kennen.  Wenn  X,  F,  Z  Funktionen  von  x,  y,  z  allein  sind, 
also  %  eine  reine  Bewegungskrafk  ist,  genügt  es,  die  Bahn  des  Punktes 
zu  kennen.  Wenn  endlich  Xdx  +  Ydy  -j-  Zdz  das  vollständige 
Differential  einer  eindmtigen  Funktion  U{x,  y,  z)  ist,  so  genügt  zur 
Berechnung  von  W  die  Kenntnis  der  Anfangs-  und  Endlage  des 
Punktes.  Die  Funktion  U  heisst  nach  W.  JR.  Hamilton^)  Kräftefunk- 
tian.     Existiert  eine  Kräfbefunktion   ü,  so  wird 

r=  U  +  h. 

Die  Konstante  h  heisst  die  Konstante  der  lebendigen  Krafb;  die 
Bahnen,  bei  denen  h  denselben  Wert  hat,  vereinigt  man  häufig  zu 
einer  Fatnüie  von  Bahnen^'),  Die  Funktion  F  =  —  ü  heisst  die  poten- 
Helle  Energie  des  Punktes  und  die  Gleichung  T -\-  V=h  giebt  für 
ihn  den  Satz  von  der  Erhaltung  der  Energie. 

Aus  der  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  lassen  sich  nicht  selten 

47)  Vgl.  IV  1,  Nr.  46  {Ä.  Voss).  Es  sei  noch  ausdrücklich  hervorgehoben, 
daes  G.  W.  Leümiz  (Acta  erad.  Lips.  1695)  als  vis  viva  das  Produkt  mv*  be- 
zeichnete. Erst  G.  Coriolis  (Trait^  de  m^canique,  1829)  hat  wegen  der  Be- 
ziehung ZOT  Arbeit  ^mv*  als  lebendige  Kraft  bezeichnet  und  H.  v.  Helmholte 
(Erhaltong  der  £[raft,  Berlin  1847)  diese  Bezeichnung  in  Deutschland  eingeführt; 
Tgl.  IV  1  (Ä,  Voss)^  Anmerkung  297.  Die  neuerdings  vorgeschlagene,  an  sich  gute 
Bezeichnung  „Wucht"  für  ^mv*  zum  Unterschiede  von  mv*  {A.  Föppl,  Einleitung, 
p.  29)  scheint  sich  nicht  einbürgern  zu  wollen. 

48)  London  Phil.  Trans.  1834,  p.  249  (force  fimction,  bei  C.  G.  J.  Jacohi, 
J.  f.  Math.  17  (1838),  p.  97  Eräftefunktion).  Der  Sache  nach  findet  sich  die 
Kräftefunktion  schon  bei  /.  L.  Lagrange  (Mdcanique  analjtique).  Dass  U{Xj  y,  z) 
eindeutig  sein  muss,  wenn  man  die  Arbeit  berechnen  will,  scheint  zuerst 
J.  Bertrand,  J.  ^c.  polyt.  cah.  28  (1841),  p.  249  bemerkt  zu  haben.  Vergl.  auch 
E.  Lemni,  J.  de  math.  (8)  2  (1876),  p.  238. 

48*)  G.  DarbouXj  Le90DS  sur  la  thdorie  des  surfaces  2,  Paris  1889,  p.  482. 
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wichtige  Schlüsse  auf  den  Verlauf  der  Bewegung  ziehen.  Da  näm- 
lich T=^fnv^  niemals  negativ  ist,  so  kann  der  bewegte  Punkt  im 
Laufe  der  Zeit  nur  solche  Punkte  des  Raumes  passieren,  in  denen  U-jrJ^ 
positiv  oder  gleich  Null  ist,  und  man  erhalt,  falls  U-\-h  bei  einem  ge- 
gebenen Werte  von  h  mit  Zeichenwechsel  verschwindet,  bei  der  Bewegung 
im  Räume  eine  „Grenzfläche^  und  bei  der  Bewegung  in  der  Ebene  eine 
„Grenzkurve^,  die  der  bewegte  Punkt  nicht  überschreiten  kann.  6.  W. 
Hill  (1878)  hat  hieraus  wichtige  Folgerungen  für  die  Bewegung  des 
Erdmondes  gezogen^'),  und  die  Grenzkurve  ist  dann  auch  bei  anderen 
astronomischen  Untersuchungen  verwertet^)  worden.  P.  Stäekd  bat 
dasselbe  Prinzip  fQr  die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  auf 
einer  krummen  Fläche  verwertet*^).  Hat  die  Erailefunktion  U  an 
einer  Stelle  A^  ein  Maximum  M  und  legt  man  der  Eonstanten  h 
einen  Wert  bei,  der  wenig  von  —  M  verschieden,  sonst  aber  beliebig 
ist,  so  erhält  man  als  Grenzfläche  eine  kleine,  geschlossene,  den  Punkt 
A^  umgebende  Fläche  und  schliesst  hieraus,  dass  der  bewegte  Punkt, 
wenn  er  von  einer  in  der  Nähe  von  A^  gelegenen  Stelle  mit  geringer 
Anftmgsgeschwindigkeit  ausgeht,  immer  in  der  Nähe  von  A^  bleiben 
muss,  und  dass  auch  seine  Geschwindigkeit  stets  gering  bleibt  Da 
der  Punkt,  wenn  er  in  A^  ruht,  immer  in  Ruhe  bleibt,  so  ist  eine 
solche  Stelle,  wo  U  ein  Maximum  hat,  eine  Stelle  stabilen  Gleich- 
gewichtes^^). Dieser  Satz  von  der  Stabilität  rührt  von  J.  L.  Lagrange 
her.  Den  Beweis  dafür  gründete  dieser  jedoch  auf  Reihenentwick- 
lungen, bei  denen  er  nur  die  Glieder  bis  zur  zweiten  Ordnung  berück- 


49)  Am.  J.  of  math.  1  (1878),  p.  5,  129,  245  (Abdruck  einer  1877  in  Boeton 
enchienenen  Monographie);  Acta  math.  8  (1886),  p.  1.  HiU  zeigte  auf  diesem 
Wege,  dasB  in  dem  System  Sonne,  Erde,  Mond,  wenn  man  annimmt,  dass  die 
Erdbahn  kreisförmig  ist,  der  Mond  sich  von  der  Erde  niemals  weiter  als  nm  den 
vierfachen  Betrag  seines  jetzigen  Abstandes  entfernen  kann. 

60)  K.  Bohlin,  Acta  math.  10  (1887),  p.  109;  G.  H.  Darwin,  Acta  math.  21 
(1897),  p.  99;  Math.  Ann.  51  (1899),  p.  523;  C,  V.  L.  Charlier,  Die  Mechanik  des 
Himmels,  2,  Leipzig  1906,  p.  111,  290.    Genaueres  in  Vis  12  {E.  T.  WhiUaker). 

61)  Diss.  Berlin  1885. 

52)  Instabil  heisst  das  Gleichgewicht  an  einer  Stelle  P,  wenn  der  Punkt 
von  einer  Stelle  in  der  Nähe  von  P  mit  kleiner  Geschwindigkeit  ausgehend  sich 
im  Laufe  der  Zeit  beträchtlich  von  P  entfernt.    Die  Astronomen  (vgl.  H,  PainctBri, 
M^canique  eheste  3,   p.  140)    sprechen    auch  von  der  Stabilität  der  Bewegung 
eines  Punktes  und  meinen  damit,  dass  der  Punkt  sich  im  Laufe  der  Zeit  vod 
einem  festen  Punkte  niemals  mehr  als  um  eine  bestimmte  endliche  Strecke  eot- 
femt,  wie  etwa  der  Mond  von  der  Erde  (vgl.  Anmerkung  49);  R.  Clausius  nennt 
solche  Bewegungen  stationär,  vgl.  U.  J.  RoiUh,  Dynamik  1 ,    p.  833.    Das  Wort 
Stabilität  der  Bewegung  wird  jedoch  auch  in  einem  anderen  Sinne  gehraucht, 
siehe  Nr.  9  dieses  Artikels. 
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eichtigte^^.  Auf  dem  hier  angegebenen  Wege,  den  übrigens  Lagra/nge 
selbst  schon  angedeutet  hatte  ^);  haben  dann  F,  Minding  und  P.  Lejeune- 
JHriddet  den  strengen  Beweis  durchgeführt^^). 

Hat  die  Eräfkefunktion  U  für  eine  Gleichgewichtslage  H^  kein 
^aximum^  sondern  entweder  ein  Minimum  oder  eine  Stelle  stationären 
T^erhaltenSy  so  lasst  sich  unter  sehr  allgemeinen  Voraussetzungen 
l>eweiBen,  dass  kein  stabiles  Oleichgewicht  stattfindet^^*).  Man  hatte 
daher  yielfach  angenommen,  dass  nur  bei  einem  Maximum  von  U 
stabiles  Oleichgewicht  möglich  sei.  Dass  diese  Annahme  falsch  ist^ 
lat  P.  Paihleve  gezeigt**^).  Bewegt  sich  nämlich  ein  freier  Punkt 
der  Masse  m  unter  dem  Einflüsse  von  Kräften,  die  von  der  Eräfte- 
fhnktion 

U{x,  y,  0)  =  ^m(x^  sin  i  —  y«  —  £r») 

Iierrühren,  so  ist  die  Stelle  a:  =  0,  y  =  0,  0  =  0  eine  reguläre 
dleichgewichtsstelle  (regulär,  weil  ü  mit  seinen  Ableitungen  erster 
imd  zweiter  Ordnung  in  der  Nähe  der  Stelle  0,  0,  0  stetig  ist),  für  die 
U  kein  Maximum  hat,  und  dennoch  findet  stabiles  Oleichgewicht  statt. 
Auch  für  quantitative  Untersuchungen  erweist  sich  der  Satz  von 
der  lebendigen  Kraft  als  nützlich ;  in  vielen  Fällen  gelingt  es  nämlich, 
sus  ihm,  durch  Verbindung  mit  den  anderen  Oleichungen  der  Be- 
"wegung,  eine  Oleichnng  der  Form 

Iierzuleiten,  in  der  q  irgend  eine  Koordinate  bedeutet.  Bei  der 
Siteren  Auffassung  begnügt  man  sich  zu  sagen,  dass  t  als  Funktion 
"von  q  durch  eine  Quadratur  bestimmt  sei;  nach  der  neueren  sucht 
man  aus  jener  Oleichung  Schlüsse  auf  den  Charakter  der  Funktion  q 


68)  M^canique  1,  Section  3.  Auch  S.  D.  Poissan,  Mäcanique  2,  p.  492 
l>enatzt  Beihenentwicklongen. 

54)  M^canique  2,  Section  6,  §  8. 

65)  F.  Mindifig,  Mechanik,  Berlin  1888,  p.  268;  P.  L^eune-Diricfüet,  Berlin 
Ifonateber.  1846,  p.  84;  J.  f  Math.  82  (1846),  p.  86  »  Werke  2,  p.  5.  Vgl.  auch 
P.  StädMi,  Jahresbei.  d.  D.  M.-7.  14  (1905),  p.  504. 

65*)  A,  Kneser,  J.  f.  Math.  115  (1896),  p.  808;  117  (1897),  p.  186;  A,  M, 
Ijapuno/f,  J.  de  math.  (5)  8  (1897),  p.  81;  /.  Eadamard,  J.  de  math.  (5)  3  (1897), 
p.  881;  P.  PainlevS,  Paris  G.  B.  125  (1897),  p.  1021;  G,  Hamel,  Math.  Ann.  57 
(1903),  p.  541;  P.  Bohl,  J.  f.  Math.  127  (1904),  p  179;  Genaueres  in  IV  12 
(P.  Stäckel). 

56^)  Paris  C.  B.  188  (1904),  p.  1565;  allerdings  ist  hier  die  Stelle  B^ 
eine  Häufungsstelle  von  Oleichgewichtsstellen;  für  eine  isolierte  Gleichgewichts- 
■teile  scheint  stahiles  Gleichgewicht  nur  bei  einem  Maximum  von  U  möglich 
10  sein. 

Snejklop.  d.  in*tli.  Witaenaoh.    IV  1,  i.  81 
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von  t  zu  ziehen.     Läset  eich  f{q)  auf  die  Fonn  bringen: 

/•(«)  =  (6  -  2)  (ff  -  a)giq), 
WO  a  und  b  (>  a)  Eonstanten  sind  und  g(q)  eine  stetige,  im  Inter- 
valle  g  =  (a  . . .  6)    wesentlich   positive  Funktion  bedeutet ,   so  wird 
nach  K.  Wdersirass  q  eine  eindeutige,  stetige  Funktion  der   reellen 
Veränderlichen  t  mit  der  Periode 


"-^/ii 


die  sich  durch  eine  trigonometrische  Reihe 

1  ,     ^v^        .    nnt    .    %7  nnt 

«  =  -2-<'o+^««8m^-+^c,cos-- 

darstellen  lasst^^);  nicht  selten  genügen  schon  die  ersten  Glieder  dieser 
Reihe,  um  eine  fQr  praktische  Zwecke  ausreichende  Annäherung  za 
geben.  Da  die  Veränderliche  q  zwischen  den  Grenzen  a  und  b  hin- 
und  hergeht;  hat  C,  V,  L,  Charlier  die  Bewegung  eine  LibraÜansbewegung 
genannt*^.  Ist  die  Wurzel  b  der  Gleichung  f(q)  =  0  nicht  einfach, 
sondern  mehrfach,  so  geht  q  asymptotisch  von  a  nach  &;  die  Be- 
wegung heisst  dann  nach  Charlier  eine  Limiiationsbewegung^, 

Zur    genaueren    Diskussion    der    Bewegung    wird    man    in    den 
meisten  Fällen   numerische^»)   und  graphische««)  und  mechanische«) 


66)  Berlin  Mouatsber.  1866,  p.  97,  185  =  Werke  2,  p.  1;  vgl.  jedoch  schon 
N.  H.  Abel,  Oeuvres,  nonv.  <jd.  2,  p.  40  und  J^.  Minding,  Mechanik,  p.  222 
und  317;  eine  interessante  Anwendung  auf  die  Störungen  von  Jupiter  und 
Saturn  machte  G.   W.  Hül,  Annais  of  math.  6  (1890),  p.  177. 

57)  St.  Pätersbourg  M^anges  math.  7  (1889),  p.  1;  St.  P^tersbourg  Acad. 
Bull.  33  (1890),  p.  9;  Mechanik  des  Himmels  1,  Leipzig  1902,  p.  85. 

58)  Den  allgemeinen  Fall  f{q)  «=  (6  —  qf{q.  —  <^T  gijijy  ^o  «  ^^^^  ß  konstante 
Exponenten  bedeuten  und  g{q)  für  q  gleich  a  und  q  gleich  b  endlich  and  von 
Null  verschieden  ist^  untersuchten  P.  Stäekel,  Diss.  Berlin  1885  und  C.V,L,  Charlier; 
vgl.  auch  G.  DiUner,  Bordeaux  M^m.  (2)  5  (1888),  p.  29. 

59)  Die  numerischen  Methoden  der  Astronomen  werden  hier  vielfiEkch  mit 
Nutzen  angewandt  werden  können ;  vgl.  VI  2. 

60)  Ueber  die  Litteratur  bezüglich  graphischer  Methoden  zur  Lösung 
mechanischer  Probleme  findet  man  einen  ausführlichen  Bericht  in  den  Brit.  Ass. 
Rep.  1889,  p.  822,  1892,  p.  378,  1893,  p.  573;  vgl.  auch  Lord  Kelvin,  PhiL  Mag. 
(5)  34  (1892),  p.  443:  Konstruktion  der  Bahn,  wenn  man  aus  den  Differential- 
gleichungen der  Bewegung  ihren  Krümmungsradius  entnehmen  kann;  femer 
F.  Klein  und  A.  Sommerfeld,  Theorie  des  Kreisels,  Kapitel  YII,  §  4:   graphische 

Integration  von  Differentialgleichungen  der  Form  -r— |-  =  /"(u,  v). 

61)  W.  Thomson  und  P.  G.  Tait,  Treatise,  2.  ed.  1,  Appendix  B';  A.  Krüoff, 
St.  Pötersbourg  Acad.  Bull.  (5)  20  (1904),  Nr.  1. 
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Methoden  zu  Hilfe  nelunen  müssen.  Auch  werden  sich  die  neueren 
Untersuchungen  über  die  approximative  Integration  yon  Differential- 
gleichungen (ygL  in  D  11^  £*.  Heun)  hierfür  fruchtbar  machen  lassen; 
in  der  Dynamik  muss  man  jedoch  mit  Vorsicht  verfahren,  da  Realitats- 
nnd  Stetigkeitsbedingungen  hinzutreten^^*). 

6.  Beibnng.  Die  Annahme  von  konservativen  Kräften,  bei 
denen  der  Satz  von  der  Erhaltung  der  Energie  gilt,  oder  doch  von 
reinen  Bewegungskräften,  die  allein  von  den  Koordinaten  der  bewegten 
Punkte  abhangen,  genügt  nicht  immer  zur  Lösung  der  Aufgaben  der 
Dynamik.  Man  hat  sich  vielmehr  häufig  genötigt  gesehen,  zu  diesem 
Zwecke  den  äusseren  Kräften  noch  Kräfte  hinzuzufügen,  die  von  den  Ge- 
schwindigkeiten der  bewegten  Punkte  abhängen  und  als  Reibungskräfte 
bezeichnet  werden**).  Solche  Kräfte  treten  auf,  wenn  die  Bewegung 
eines  Körpers  in  einem  widerstehenden  Medium  vor  sich  geht,  oder 
wenn  sich  feste  Körper  bei  ihrer  Bewegung  in  Punkten,  Linien  oder 
Flächen  unter  Druck  berühren;  auch  die  viel  behandelte  Steifigkeit 
der  Seile  ist  hier  zu  nennen.  Für  die  in  Wirklichkeit  bei  der  Be- 
wegung in  einem  widerstehenden  Medium  stattfindenden  Vorgänge 
vergleiche  man  die  Artikel  IV 17  Aerodynamik  {S.  Finsterwaider),  IV 18 
BaUistik  (C  Orcma)  und  IV  22  Schiffsbewegung  {A,  Erüoff),  für  die  physi- 
kalischtechnische  Theorie  der  Reibung  fester  Körper  und  die  Steifigkeit 
der  Seile  den  Artikel  IV  10  Dynamische  Probleme  der  Maschinentechnik 
(K.  Heun).  Neben  die  Lehre  von  den  Erscheinungen  bei  der  Eleibung 
ist  aber  eine  umfangreiche  mathematische  Theorie  der  Reibung  ge- 
treten ^  man  hat  zum  Beispiel  bei  der  Bewegung  eines  materiellen 
Punktes  in  einem  widerstehenden  Medium  den  Widerstand  gleich  einer 
solchen  Funktion  der  Geschwindigkeit  v  gesetzt,  d&ss  sich  die  Integration 
der  Differentialgleichungen  der  Bewegung  in  eleganter  Form  durch- 
fahren liess**),  oder  bei  der  unter  Druck  erfolgenden  Berührung  fester 


61»)  E.  B,  Christoffel,  J.  f.  Math.  66  (1866),  p.  1;  O.  Koenigs,  Bull.  boc.  math. 
de  France  22  (1894),  p.  25;  L,  Lecomu,  ebenda  p.  81. 

62)  Für  die  Einfohrong  der  Reibnngskiäfke  vgl.  auch  Nr.  2  dieses  Artikels 
sowie  H.  V.  Helmholtz,  Dynamik,  p.  31.  Welche  Rolle  die  Reibungskräfte  bei  den 
wirklichen  Bewegungen  spielen,  zeiget  etwa  das  Beispiel  des  deutschen  Infanterie- 
gewehn,  Modell  88,  bei  dem  das  Geschoss  eine  Anfangsgeschwindigkeit  von 
ungeHUir  620  m  in  der  Sekunde  erhält.  Nach  den  Gesetzen  der  parabolischen 
Wurfbewegung  würde  sich  die  grösste  Schussweite  bei  einem  Abgangswinkel 
▼OD  45  Grad  ergeben  und  ungefähr  40  km  betragen  in  Wirklichkeit  wird  nach 
der  „SchiessYorschrift  für  die  Lifanterie^^  die  grösste  Schussweite  bei  einem  Ab- 
gangswinkel YOn  etwa  32  Grad  erreicht  und  beträgt  etwa  4  km. 

63)  Solche  Gesetze  stellten  auf  und  behandelten:  J.  Newton,  Principia, 
lab.  n,  wo  das  Widerstandsgesetz  f{v)  ^^  av  -\-  hv*  ist;    Jöh.  BemouUi,  Paris 

31* 
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Körper  für  die  B^nng  ein&ciie  Gesetae  angwioTOTncp  **),  !■ 
FaJkn  gtelingt  es,  auf  diese  Weise  ein  Bild  der  YoiFgmgt  m  gewiaBon, 
d&£  als  erst«  Amüliemiig  branchhar  ist.  und  das  ii*  üb  ao  vertroDery 
als  es  sicli  bei  der  Beibnng  um  aasKrordenÜidi  Ttfvicfalte  Xar^atgt 
handdt,  die  bereits  aussnlialb  des  Gebietes  der  Mechudk  liegen:  deaa 
bei  der  Beibnng  werden  thermiacbe,  elektnscbe  und  magnedsdie 
KrüÜte  a^isgelösty  die  eisen  Teil  der  kinedscben  Esefgie  absorbieren 
(Zentreunng  der  Ener^e'^^L  In  asderea  Fallen  aber,  xom  Beispid 
bd  dem  Bremsen  der  Eisenbahnzoge^^i,  er^bf  sieh  auf  diesem 
Wege  nicht  einmal  eine  erste  Annihenmg  an  die  wiiUidien  Tor- 
gSnge,  und  man  ist.  wo  es  aaf  den  genauen  Wert  der  in  einem  ge- 
gebenen Falle  zu  erwartenden  Beabnng  ankommt,  daraof  angewiesen, 
Yersoehseif^bniee  hennzuziebeza,  die  unter  ihnlid  liegenden  Ter- 
hiltnissen  erhalt^i  wurden,  oder,  wenn  solche  nicht  Toiliegen,  seibat 
Tersoche  anzustellen^). 

Die  Beibnng  zweier  festen  Körper,  die  aneinander  Torbe^:leitcB, 


Mem.  lanee  ITll.   p.  tl  ^  Opezm  1,  p.  502,  fir)  =»  af«:  dasclba  Geaeix  hmk 

L.  EmJgr.  Mecbanica.  173«.  1^  p.  414;  J.  ^Ahrmhewi^  Txaite  de  r^qnOifase  ei  da 

BcnzveBCsxt   des   fhndet,   Fuis  1744.  p.  ZiBz  ff;  «=  a  -^  hf^z  A,  M. 

BoÜB  M4m.  1783,  p.  SS  fin-  ■  »  2;  weitere  iitere  littentsr  bei  JT. 

PiDblcmet  1,  p.  2SL,  SSO.  At»  aeserer  Zeit  sä  Ider  aair  gCBumt:  C.  G.J. 

J.  £  Madi.  24   ;ie42.;.  p-  S  »  Wczke  4.  p.  2SS;  P.  AfftO,  MttMMÖqat    1^  pL  S2, 

S51  uid  im  ^biigeD  sof  IV  it^  :C.  CVviir   Tervi«MB^ 

<4    ]foiM>gTmpliie  reo  G.  H.  /ffi<0,  Beilmng.  Laadoa  1&T2.  icii  sehr  TidcB 
Aufgaben  au»  der  Statik  imd  Kinetik. 

65   TTexm  neben   den   n»   einer  EiÜtefanküoB    V'.x.  y.  x 

KilAen  Doeb  Beibm^ivideniande  aafticten,  «d  Iittii  sieh  die 

in  manchen  nUen  aaf  die  Focm  bni^en: 


d_  /cT\         cT^cU        cF 


dt  \rij         ff. 

wo  F  eine  Ton  den  f.  nnd  f.  abUü^ende  Fonktion  bedemec,  die  in  den  §« 
homogen  und  von  der  zveüen  Dimennon  isL  1>W  Emyln§ik  hat  die  Fanktion  i^ 
die  Distipahomtfmmltkm  genannt  >London  Math.  Soc  Pioc.  1S7S:  IVott  of 
2.  ed.  Lcmdon  IS^A,  U  p.  136  :  au  den  Ltm^rmmpeKhen  Gieiehnngen  foJgt 
lieh  dorch  dt«  Veifihren.  das  bei  koaterrmtiren  Kiiften  die  Glcäcfanng  von  der 
Eihaltang  der  lebendigen  Kraft  lielart  hier  die  Relalion: 

•odaoi  F  die  halbe  Ge»chwindigkeil  daxsteUt,  mit  der  die  Energie  das  Sjstem 
vecÜaEL      För  die    DitfipatiottsvQsginge    t^   watA  T4    ^E.  W.  Bobt^m  and 

66,  A,  Foppi,  finfnhnmg,  1.  AnfU,  p.  225. 
67   EbeadaadlMt  p.  221. 
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(gleitende  Reibung)*®)  ist  bereits  im  18.  Jahrhundert  vielfach  theore- 
tisch und  experimentell  xmtersucht  worden**).  G.  Amontons  (1699) 
kam  zu  dem  Ergebnis,  dass  die  aus  der  Reibung  hervorgehende,  in 
der  Berührungsebene  der  beiden  Körper  liegende,  der  Richtimg  der 
Bewegung  entgegengesetzte  Kraft  B  dem  Normaldrucke  N  proportional, 
aber  unabhängig  von  der  Grösse  der  Berührungsfläche  sei^^).  Es 
ist  also 

f  heisst  der  Beibungscoefficient]  er  ist  zum  Beispiel  bei  Eisen  auf  Eisen 
etwa  0,1,  bei  Holz  auf  Holz  schwankt  er  zwischen  0,3  und  0,5.  A.  Parent 
(1700,  1704)  bestätigte  diese  Sätze  und  fügte  hinzu,  dass  die  Grösse 
des  Reibungswiderstandes  auch  von  der  Geschwindigkeit  der  relativen 
Bewegung  der  beiden  Körper  gegeneinander  unabhängig  sei'^);  er  hat 
auch  den  Reibxmgswinkel  eingeführt,  dessen  Tangente  das  Verhältnis 
zwischen  der  Grösse  der  Reibung  und  der  Grösse  des  Druckes  ist^'). 
Endlich  entdeckte  F.  J.  des  Camus  (1722)  den  Unterschied  zwischen 
der  Reibxmg  in  der  Ruhe  (statische  Reibung)  und  der  Reibung 
in  der  Bewegung  (kinetische  Reibung)^').  Diese  Ergebnisse,  die 
man  zum  Beispiel  in  L.  Etders  Mechanik  der  festen  Körper  (1765) 
ausführlich  dargestellt  und  auf  eine  Reihe  besonderer  Bewegungs- 
erscheinungen angewandt  findet'*),  werden  gewöhnlich  Ch.  A.  Coulomb 

68)  Bei  beliebiger  Bewegung  eines  festen  Körpers  auf  einer  Unterlage  tritt 
zu  der  gleitenden  Beibung^^noch  die  rollende  und  die  bohrende  Reibung  hinzu, 
fSr  die  auf  den  zweiten  Abschnitt  dieses  Artikels  verwiesen  werden  muss. 

69)  Diese  Untersuchungen  haben  noch  keine  ausreichende  historisch-kri- 
tische Darstellung  erfahren.  Einige  Angaben,  die  jedoch  der  Nachprüfung  be- 
dflrfen,  findet  man  in  /.  Gehlers  physikalischem  Wörterbuch  4k,  Leipzig  1796, 
Artikel  Reibung,  bei  A,  Brix^  Verh.  d.  Ver.  z.  Förderung  des  Gewerbefleisses 
in  PreuBsen  16  (1837),  p.  130  und  bei  M.  BüMmann,  Vorträge  zur  Geschichte 
der  technischen  Mechanik,  Leipzig  1885,  p.  498. 

70)  Paris  Mem.  annäe  1699,  p.  206. 

71)  Paris  M^m.  ann^e  1700,  p.  145;  ann^e  1704,  p.  195. 

72)  Wenn  die  Bewegungen  nach  allen  möglichen  Richtungen  betrachtet 
werden,  ergiebt  sich  daraus  der  zu  einem  Punkte  gehörige  Reibungskegel,  der 
in  der  Statik  reibender  Körper  nützliche  Verwendung  gefunden  hat;  vgl. 
G.  Herrmann,  Der  Reibungswinkel,  Festschrift  zum  UniTersit&tijubiläum  von 
Würzbarg  1882. 

73)  Traitä  des  forces  mouvantes,  Paris  1722;  vgl.  auch  J.  A,  Segner,  De 
af&ictu  solidorum,  Halle  1758. 

74)  Von  der  Reibung  handelt  das  ganze  Supplementum  der  ersten  Ausgabe, 
p.  449 — 513.  Euler  betrachtet  hier  zuerst  die  Reibung  im  allgemeinen,  dann 
die  gleitende  Bewegung  eines  schweren  Körpers  auf  rauher  Unterlage,  die 
drehende  Bewegung  eines  schweren  Körpers  um  ein  reibendes  Lager,  die  Be- 
wegung der  Kreiselspitze  auf  rauher  Unterlage  und  zum  Schluss  die  Bewegpuig 
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(1781)  zugeschrieben^  dessen  grosses  Verdienst  in  Wahrheit  darin 
besteht^  dass  er  mit  einer  bis  dahin  unbekannten  Präzision  ex- 
perimentiert und  durch  seine  Versuche  die  von  Änumtons,  Parent  und 
Camus  aufgestellten  Reibungsgesetze  wiedergefunden  hat^^). 

Um  so  auffallender  ist  eS;  dass  J.  L.  Lagrange  in  seiner  Meca- 
nique  analytiquCy  die  auch  aus  den  achtziger  Jahren  des  18.  Jahr- 
hunderts stammt^  die  Bewegung  eines  Punktes  in  einem  widerstehen- 
den Medium  nur  flüchtig  gestreift^  die  Reibung  fester  Körper  gegen 
einander  aber  ganz  unberücksichtigt  gelassen  hat^^.  Seinem  Beispiel 
sind  dann  in  der  mathematischen  Behandlung  C  G.  J.  Jacdbi  und 
G,  Kirchhoff  gefolgt;  aber  auch  die  Physiker  haben  während  des 
19.  Jahrhunderts  den  Reibungserscheinungen  nur  geringes  Interesse 
zugewandt.  Bei  den  Mathematikern  lag  dies  teils  daran,  dass  für  die 
Entwicklung  der  rationellen  Mechanik  die  Mechanik  des  Himmeb  vor- 
bildlich wirkte,  teils  daran,  dass  auch  schon  bei  einfachen  Ansätzen 


homogener  Engeln  auf  einer  rauhen  horizontalen  Ebene.  Auch  zahlreiche  Ab- 
handlungen Eulers  beziehen  sich  auf  die  Reibung;  siehe  J.  Hagen^  Index  openun 
Leonhardi  Euleri,  Berlin  1896,  p.  43—45. 

75)  Paris  Mdm.  de  math.  et  de  phjs.  präs.  par  div.  sav.  10  (1785),  p.  161; 
Preisaufgabe  für  1781,  auch  selbständig  erschienen:  Theorie  des  machines  simples, 
en  ayant  ^gard  au  frottement  de  leurs  parties  et  ä  la  roideur  des  cordages, 
Paris  1809,  2.  ^d.  1820.  —  In  neuester  Zeit  ist  P.  Painlev^  zu  dem  überraschenden 
Ergebnis  gekommen,  dass  das  Coulombs^he  und  sogar  allgemeiner  jedes  Reibxmgs- 

gesetz  der  Form 

B  =  Nf{N,  V) 

zu  logischen  Widersprüchen  fahrt.  Es  lassen  sich  nämlich  Fälle  angeben,  bei 
denen  mit  dieser  Annahme  keine  Bewegung  verträglich  ist  oder  wo  zwei  ver- 
schiedene Bewegungen  in  gleicherweise  stattfinden  könnten;  letzteres  tritt  zum 
Beispiel  ein,  wenn  eine  kreisförmige  Scheibe,  deren  Schwerpunkt  nicht  in  ihrem 
Mittelpunkte  liegt,  auf  einer  stark  reibenden  Unterlage  rollt.  Versuche  von 
H.  Chaumat,  Paris  C.  R.  186  (1903),  p.  1634,  haben  diese  Schlüsse  bestätigt  und 
gezeigt,  dass  Painleves  Vorschlag  Annahme  verdient,  die  Reibung  als  die  geo- 
metrische Differenz  der  wirklichen  Reaktion  und  der  Reaktion  zu  definieren,  die 
stattfindet,  wenn  die  Körper  vollkommen  glatt  sind;  bei  dieser  Annahme  hängt 
die  Reibung  nicht  nur  von  der  Natur  der  Flächen  ab,  die  sich  berühren,  sondern 
auch  von  der  Verteilung  der  Drucke  in  den  berührenden  Körpern  in  der  NUhe 
des  Berührungspunktes.  Vergl.  P.  Painleve,  Paris  C.  R.  80  (1895),  p.  596,  81 
(1H95),  p.  112;  Le9ons  sur  le  frottement,  Paris  1895;  Paris  C.  R.  140  (1905), 
p.  702;  141  (lyOö),  p.  401,  546;  Ä.  Mayer,  Leipzig  Ber.  1901,  p.  285;  L.  Lecomu, 
Paris  C.  R.  140  (1905),  p.  686,  847;  M.  de  Sparre,  Paris  C.  R.  141  (1905),  p.  810; 
E.  Daniele,  Nuovo  Cimento  (5)  7  (1904),  p.  109;  (5)  9  (1905),  p.  174,  266,  289; 
G.  Ä.  Maggi,  Nuovo  Cimento  (5)  10  (1905),  p.  240. 

76)  Mäcanique  2,  p.  4,  154;  einen  Beitrag  zur  Ballistik  enthält  die  ans 
dem  Nachlass  von  S.  D.  Poisson  herausgegebene  Abhandlung  J.  ec.  polyt. 
cah.  21  (1B32)  =  Oeuvres  7,  p.603. 
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fftr  die  Reibungskräfte  die  Durchführung  der  Integration  in  ge- 
schlossener Form,  die  man  bis  gegen  das  Ende  des  19.  Jahrhunderts 
immer  anstrebte,  sich  als  undurchführbar  erwies;  die  Physiker  aber 
verhielten  sich,  trotzdem  Cotdomh  einen  yielversprechenden  Anfang  ge- 
macht hatte,  ablehnend,  weil  es  sich  bei  der  Reibung  nicht  um  ,,reine'^ 
Versuche  handelt  ^••).  So  ist  die  genauere  Erforschung  der  Erscheinungen 
bei  der  Reibung  schliesslich  den  Technikern  zugefallen''^.  Erst  als 
die  Erforschung  der  Reibungserscheinimgen  in  der  technischen  Mechanik 
unumgänglich  geworden  war,  hat  man  angefangen,  die  Reibung  auch 
bei  den  mathematisch-physikalischen  Untersuchungen  in  gebührender 
Weise  zu  berücksichtigen.  Wie  die  Theorie  des  Kreisels  von  F.  Klein 
und  A.  Sommerfeld  zeigt  ^®),  eröfl&iet  sich  hier  fQr  die  Anwendung  der 
Methoden  der  neueren  Approximationsmathematik,  die  sich  von  der 
ausschliesslichen  Herrschaft  der  „Integration  in  geschlossener  Form^ 
frei  gemacht  hat  und  alle  Hilfsmittel  der  Geometrie  und  Analysis 
heranzieht,  ein  höchst  fruchtbares  Gebiet,  dessen  Bearbeitung  freilich 
nicht  nur  mathematische  Geschicklichkeit,  sondern  ebenso  Sinn  für 
die  physikalisch-technische  Wirklichkeit  verlangt;  für  diese  Methoden 
vergl.  HI  D  11  (K  Heun). 

b)  Systeme  diskreter  Punkte. 

7.  Die  DifferentialgleiohxLngen  der  Bewegung.  Bei  Systemen 
von  materiellen  Punkten  wiederholen  sich  die  Betrachtungen  der 
Nummern  3,  4,  6.  Die  Punkte  des  Systems  können  erstens  im  Räume 
frei  beweglich  sein  und  Kräfte  auf  einander  ausüben,  die  von  ihrer 
gegenseitigen  Lage,  ihren  Geschwindigkeiten  und  der  Zeit  abhängen. 
Zweitens  können  zwischen  den  Punkten  oder  doch  einem  Teile  der 
Punkte  Bedingungen  stattfinden,  so  dass  Zwangsbewegungen  eintreten. 
Es  ist  nicht  möglich  aufzuzahlen,  was  alles  an  solchen  Verbindungen 


76*)  Jedoch  hat  M.  Brillouin,  Paiis  C.  B.  128  (1899),  p.  354,  Ann.  cbim. 
phys.  (7)  16  (1899),  p.  433  eine  rein  mechanische  Theorie  der  Reibung  auf- 
zQiitellen  versucht.  Er  will  alles  auf  die  Einwirkung  zentraler  Kräfte  zurück- 
fahren,  die  allein  Funktionen  der  gegenseitigen  Entfernung  je  zweier  Molekeln 
lind;  bei  dem  relativen  Gleiten  zweier  polierten  festen  Körper  soll  sich  nämlich 
ein  Teil  der  Arbeitsleistung  in  die  lebendige  Kraft  oscillatorischer  Bewegpuigen 
von  Molekeln  verwandeln,  ähnlich  wie  man  eine  Magnetnadel  durch  Yerracknng 
eines  in  der  Hand  gehaltenen  Magneten  in  Schwingungen  versetzen  kann;  vgl. 
auch  A.  Korn,  Mechanische  Theorie  der  Reibung,  Berlin  1901. 

77)  Litteratur  in  IV  10  (K,  Heun);  hier  sei  nur  verwiesen  auf/.  Perry,  Ap- 
plied mechanics,  New  York  1898  und  F,  Masi,  Le  nuove  vedute  nelle  ricerche 
teoriche  ed  sperimentali  sull'  attrito,  Bologna  1897. 

78)  Heft  3,  Kapitel  7. 
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durch  Stangen  und  Faden^  Ringe  und  Rollen  und  dergleichen  die 
Phantasie  der  Mathematiker  ersonnen  hat,  bis  zur  ^^Mechanik  lebender 
Wesen«,  in  der  man  zum  Beispiel  punktförmige  Aflfen  an  masBen- 
losen  Seilen  klettern  sieht ^^).  Zu  den  äusseren  Kräften,  die  auf  die 
Pimkte  des  Systems  wirken,  treten  dann  Kräfte,  die  von  der  Reaktion 
der  Verbindungen  herrühren.  Es  ist  üblich  zu  postulieren,  dass  f&r 
diese  das  Gesetz  von  der  Gleichheit  der  Aktion  und  Reaktion  gilt, 
und  man  hat  bei  dieser  Auffassung  die  von  der  Reibung  und  dem 
Widerstände  eines  Mediums  herrührenden  Kräfte  den  äusseren  Straften 
zuzurechnen. 

Handelt  es  sich  um  ein  System  von  n  Punkten  P^i^^y  y^,  e^ 
mit  den  Massen  m^  (a  >=  1,  2  , . . . ,  n),  so  wird  der  Bewegungszustand 
des  Systems  zur  Zeit  t  charakterisiert  durch  die  Angabe  der  Lage  der 
Punkte  des  Systems  zu  dieser  Zeit  und  der  GeschwindigkeitsTektoren 
der  Punkte,  oder  auch  durch  die  Angabe  der  Konfiguration  des  Systems 
und  der  Impulsvektoren  der  Punkte. 

Unter  dem  Gesamtimpulse  des  Systems  versteht  man  einen  Linien^ 
ieü^),  dessen  sechs  Koordinaten  die  Summen  der  betreffenden  Ko- 
ordinaten der  sämtlichen  als  Linienteile  aufgefassten  Einzelimpulße 
sind;  also: 

2mx^y  ^my„,  ^wi^; 

Im  allgemeinen  ist  durch  die  Angabe  der  Konfiguration  des  Systems 
und  der  sechs  Koordinaten  des  Gesamtimpulses  der  Bewegungszustand 
noch  nicht  vollständig  bestimmt;  wohl  aber  gilt  das  zum  Beispiel  f&r 
ein  System  von  beliebig  vielen,  starr  mit  einander  verbimdenen  Punkten, 
imd  es  besitzt  daher  der  Gesamtimpuls,  als  Linienteil  aufgefasst,  f&r 
die  Meduinik  des  starren  Körpers  eine  ähnliche  Bedeutung  wie  der 
Impiüsvektor  für  den  einzelnen  materiellen  Punkt®^). 

Im  Falle  äusserer  Einwirkungen  ändern  sich  die  EinzelimpuLse 
der  Punkte  eines  Systems  ebenso,  wie  das  für  den  einzelnen  Punkt 
dargelegt  worden  ist.  Wirken  etwa  kontinuierliche  Kräfte ^^{X^,  Y^^Z^ 
so  kann  man  sie  als  Linienteile  auffassen  und  zu  einem  Linienteile 
vereinigen,  dessen  Koordinaten  die  Summen 


79)  A.  Love,  Mechanics;  E.  J.  Bouih,  Dynamik;  TT.  Walton,  Problenu; 
jP.  Kraft,  Sammlung.  Etwas  ganz  anderes  ist  die  physiologische  Mechanik,  Tgl. 
IV  8  {O.Fischer). 

80)  rV  2,  Nr.  8  (H.  E.  Timerding). 

81)  1^.  Klein  und  Ä.  Sommerfeld,  Theorie  des  Kreisels,  p.  116. 
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2=-2'x„,  r=^r„,  z==2z,, 

L^2(3faZ„-g„Y:),  M=2(.'aX„-x„z:),  N=2{XaY„-y„X„) 

werden.     Man  erhält  so  die  Gleicfanngen: 

(A)        d^mj^  =  Ydt,  d^m„(ffj„  —  zj„)  =  Ldt, 

die  angeben,  wie  sich  der  Gesamtimpuls  in  dem  Zeitelemeut  dt  ändert. 
Diese  Gleichungen  gelten  zunächst  nur  für  frei  bewegliche  Punkte; 
sie  bleiben  aber  auch  bei  solchen  holonomen  Bewegungen  bestehen, 
bei  denen  das  Gesetz  von  der  Gleichheit  der  Aktion  und  Reaktion 
erfüllt  ist. 

Wenn  einzelne  der  Grössen  X,  F,  Z;  L,  Jtf*,  N  verschwinden,  so 
erhält  man  aus  den  betreffenden  Gleichungen  (A)  erste  Integral- 
gleichungen, die  sich  als  Verallgemeinerungen  der  in  Nr.  6  formu- 
lierten Sätze  von  der  Erhaltung  der  Komponenten  des  Impulses  und 
von  der  Erhaltung  der  Komponenten  des  Drehmomentes  des  Im- 
pulses bezeichnen  lassen.  Verschwinden  X,  F,  Z  alle  drei,  so  ge- 
statten die  drei  ersten  Gleichungen  von  (A)  alle  eine  weitere  Inte- 
gration, und  man  gelangt  zu  dem  Satze  von  der  Erhaltung  der  Be- 
wegung des  SchwerpuYiktes  des  Systems  ^^,  Verschwinden  aber  L, 
My  N  alle  drei,  so  gilt  die  Verallgemeinerung  des  Flächensatees  für 
jede  durch  den  Anfangspunkt  gelegte  Ebene,  und  bei  jeder  bestimmten 
Bewegung  des  Systems  giebt  es  unter  diesen  Ebenen  eine,  bei  der  die 
Konstante  des  Flächensatzes  den  grössten  Wert  annimmt.  Diese 
Ebene  heisst  die  invariable  Ebene  des  Systems,  sie  steht  senkrecht 
auf  der  konstanten  Richtung  des  Gesamtimpulses;  vgl.  auch  Nr.  10 
dieses  Artikels. 

Zu  diesen  Integralgleichungen  tritt  in  vielen  Fällen  der  Satz  von 
der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  hinzu,  der,  je  nachdem  man  die 
Kräftefanktion  Z7(...,  a:,  t/, jer, .  . .)  oder  auch  die  potentielle  Energie 
F(. ..,  X,  y,  z,..)  einführt,  die  Form 

T===\^m,vJ=U+h 
oder 

T+V  =  h 

annimmt;  h  heisst  die  Konstante  der  lebendigen  Kraft, 

82)  Die  Keime  dieses  Satzes  finden  sich  schon  bei  G.  Galilei  nnd  7.  Newton, 
Principiii>  lib.  1,  Prep.  64,  aber  in  seiner  allgemeinen  Fassung  hat  ihn  erst 
/.  L.  Lagrange  ansgesprochen,  Mäcaniqne  2,  sect.  S,  %  1. 


_:;:iiiiioiouuiu«:  n^duun 
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Gleichungen  die  übrigen  Koordinaten  als  Funktionen  der  Zeit  definieren 
(vergL  Nr.  4  dieses  Artikels). 

Bei  holonomen  Bedingungsgleichongen,  die  auch  die  Zeit  enthalten 
dürfen^  ist  es  vielfach  üblich,  Positionskoordinaten  g^,  q^y  -  -  yQr  genau 
in  der  Anzahl  r  der  Grade  der  Freiheit  einzuführen,  die  dem  Systeme 
zukommen.     Wird  dann  der  Ausdruck  der  lebendigen  Kraft 

und  der  virtuellen  Arbeit  des  Systems 

gebildet,  so  lauten  die  Zo^an^aschen  Differentialgleichungen  für  die 
Koordinaten  qi,  -  -  •,  q/- 

Diese  Gleichungen  (L)  werden  von  der  Joco&ischen  Schule  als 
Lagrangesche  Gleichungen  zweiter  Art  bezeichnet.  Die  Bestimmung 
der  Reaktionen  muss  bei  Benutzung  der  Gleichungen  (L)  entweder 
direkt  geschehen,  oder  sie  ergiebt  sich,  nachdem  die  q  als  Funktionen 
der  Zeit  ermittelt  sind,  durch  Einsetzen  dieser  Ausdrücke  in  die 
Gleichungen  (B)»«). 

Aus  den  Gleichungen  (B)  erhält  man  auch  die  Bedingungen  für  das 
Gleichgewicht.  Bei  holonomen  Systemen  empfiehlt  es  sich,  zunächst  die 
Gleichungen  (A)  anzusetzen,  die  zu  den  sechs  notwendigen  Bedingungen 
des  Gleichgewichtes  X  =  0, . . ., . . .,  iV  =  0  führen;  diese  Gleichungen 
sagen  aus,  dass  bei  einer  Lage  des  Gleichgewichtes  die  äusseren  Kräfte 
ein  System  von  Vektoren  büden,  das  äquivalent  Null  ist.  Um  zu  hin- 
reichenden Bedingungen  zu  gelangen,  denkt  man  sich  das  betrachtete 
System  durch  einen  Schnitt  in  zwei  Teilsysteme  zerlegt,  die  dann  auch 
im  Gleichgewicht  sein  müssen.  Die  auf  jedes  der  beiden  Systeme 
wirkenden  äusseren  Kräfte  genügen  dann  wiederum  den  sechs  not- 
wendigen Bedingungen  des  Gleichgewichtes,  wobei  aber  jetzt  die 
äusseren  Kräfte  teils  aus  den  auf  das  ganze  System  wirkenden  äusseren 
Kräften,  teils  aus  den  Reaktionen  vermöge  der  Bedingungen  bestehen. 
Indem  man  solche  Schnitte  in  hinreichender  Zahl  vornimmt,  erhält 
man  die  Bedingungen  für  das  Gleichgewicht.  Es  ist  jedoch  hervor- 
zuheben,  dass    die  so   gewonnenen  Gleichungen   in   manchen  Fällen 

83)  Für  Aufgaben  aus  der  technischen  Mechanik  ist  die  von  den  Mathe- 
matikem  lange  Zeit  vernachlässigte  Bestimmung  dieser  Drucke  von  entscheiden- 
der Wichtigkeit.  Neuerdings  hat  K.  Heim  diese  Probleme  unter  dem  Namen 
der  Kinetostatik  zusammengefasst,  Jahresbericht  der  D.  M.-Y.  9,  Heft  2  (1900),  p.  5. 
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nicht  ausreichen,  nm  die  Reaktionen  zu  ermitteln;  man  spricht  dann 
von  statisch  unbestimmten  Systemen;  vergl.  Nr.  17  dieses  Artikels 
sowie  IV  5  (L.  Henneberg). 

Entsprechende  Überlegungen  gelten,  wenn  nicht  kontinuierlich 
wirkende,  sondern  momentane  Kräfte  vorhanden  sind;  die  ausführliche 
Behandlung  findet  man  in  Nr.  18  dieses  Artikels. 

8.  Meohanisohe  Ähnlichkeit.  Schon  Aristoteles  hat  in  den 
y^Mechani sehen  Problemen^'  das  Verhalten  yon  geometrisch  ähnlichen 
Eörpem^  nämlich  Holzstäben,  gegen  Biegung  betrachtet.  Die  Bruchfestig- 
keit geometrisch  ähnlicher  Zylinder  untersuchte  G.  GcUHei,  der  daran 
Spekulationen  über  die  mögliche  Grösse  der  Tiere  knüpfte^).  I.  N&^^tcn 
ist  dann  zu  dem  Begriff  der  mechanischen  Ähnlichkeit  gelangt  und 
hat  ihn  für  die  Bewegung  von  Körpern  in  Flüssigkeiten  verwendet**); 
aber  erst  J,  Bertrand  hat  1847  das  Prinzip  der  mechanischen  Ähnlich- 
keit in  voller  Strenge  und  Allgemeinheit  ausgesprochen^).  Werden 
nämlich  in  den  Differentialgleichungen  der  Bewegung 

mx  =  X 

die  Längen  x,  die  Zeit  tj  die  Kräfte  X,  die  Massen  m  durch  propor- 
tionale Grössen 

x^  =  ax,    t^  =  ht,     X^  =  cXj    »»1  =  fm 

ersetzt^  wo  also  a,  h,  c,  f  Konstanten  bedeuten,  so  bleiben  die  Diffe- 
rentialgleichungen der  Bewegung  ungeändert,  wenn  nur  zwischen  den 

Konstanten  die  Relation 

af  =  fe«c 

besteht,  sodass  die  Integration  dieser  Differentialgleichimgen  zugleich 
die  Lösung  des  ^^ähnlichen^'  Problems  liefert.  Zu  beachten  ist,  dass 
man  hierbei  Länge,  Zeit,  Kraft,  Masse  alle  vier  als  selbständige 
Grössen  aufzufassen  hat,  also  im  besonderen  nicht  etwa  die  Kräfke 
als  Funktionen  der  Koordinaten  der  bewegten  Punkte  ansehen  darf. 
Einen  noch  allgemeineren  Ansatz  zu  einer  rationellen  Klassi- 
fikation geometrischer  und  mechanischer  Grössen  hat  jP.  Klein  an- 
gegeben. Als  Hauptgruppe  der  Medianik  bezeichnet  er  die  Gruppe, 
die  entsteht,  wenn  zu  der  Hauptgruppe  der  räumlichen  Aenderungen, 
also  zu  dem  Inbegriff  der  Bewegungen,  der  Umlegungen  xmd  der 
Ähnlichkeitstransformationen  noch  die  Gleichungen 

84)  Discorsi,  1638,  Ostwalds  Klassiker  Heft  11,  p.  106—109. 

86)  Principia,  1687,  liber  U,  sectio  VII,  propositio  32;  vgl.  auch  Jdh,  Ber — 
nouüi,  Acta  emd.  Lips.  1718^  p.  77  «a  Opera  1,  p.  514  und  E.  Mach,  Mechanik, 
p.  169. 

86)  Paris  C.  R.  26  (1847),  p.  163;  J.  ^c.  polyt.  cah.  82  (1848),  p.  189. 
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ti  a=  ht,     Xj  =  cX,    1»!  =  fm 

hinziigeiioinmen  werden,  und  er  schrägt  vor,  die  mechanischen  Grössen 

nach  dem  Verhalten  einzuteilen,  das  sie  gegenüber  den  Operationen 

der  Hauptgruppe  zeigen®^.     Bei  der  mechanischen  Aehnlichkeit  hat 

man   es   also   mit   einer   Untergruppe    der   Kleinschen   Hauptgruppe 

zu  tun. 

«71  Bertrand  hat  bereits  auf  die  Wichtigkeit  des  Prinzips  der 
mechanischen  Aehnlichkeit  für  die  Anfertigung  von  Maschinenmodellen 
hingewiesen^.  Freilich  lässt  sich  bei  solchen  Modellen  strenge 
znedianische  Ähnlichkeit  meist  nicht  praktisch  durchführen;  eine 
^weitere  Schwierigkeit  beruht  darauf,  dass  bei  einem  widerstehenden 
SdLedium  eine  plötzliche  Änderung  des  Widerstandes  eintritt,  wenn 
sich  die  Geschwindigkeit  des  bewegten  Körpers  der  Geschwindigkeit 
der  Eigenschwingungen  des  Mediums,  also  etwa  bei  der  Luft  der 
Schallgeschwindigkeit  nähert,  sodass  hier  der  absolute  Wert  der  Ge- 
schwindigkeit von  wesentlicher  Bedeutung  wird.  Immerhin  hat  man 
<laniit  in  vielen  Fällen  ganz  befriedigende  Ergebnisse  erzielt,  zum  Bei- 
spiel beim  Schiffsbau,  wo  man  Schleppyersuche  mit  Paraffinmodellen 
ajistellt*^.  R.  E.  Fronde  hat  hier  folgende  Regel  gegeben:  Wenn  die 
linearen  Dimensionen  eines  Schiffes  o-mal  so  gross  als  die  des  Modells 
sind^  die  mittleren  Dichtigkeiten  dagegen  gleich,  und  wenn  w  der  bei 
der  Geschwindigkeit  v  gemessene,  dem  Modell  geleistete  Widerstand 
isty  dann  erfährt  das  Schiff  bei  der  Geschwindigkeit  vYö^  ungefähr 
den  Widerstand  wa^. 

Auch  sonst  hat  das  Prinzip  der  mechanischen  Ähnlichkeit  wieder- 

87)  F.  Klein,  Zeitschr.  Math.  Phys.  47  (1902)^  p.  2S9.  In  engem  Zasammen- 
luuige  hiermit  steht  die  Theorie  der  Dimensionen,  die  /.  Fourier,  Theorie  ana- 
X^ptique  de  la  chaleor,  Paris  1822,  §  160  =»  Oeuvres  1,  p.  187  entwickelt  und 

'.  D.Poisson  in  die  Mechanik  aufgenommen  hat  (Mecanique  2.  ^d.  1833,  1,  p.  28); 

1^1.  auch  für  die  physikalische  Durchführung  W,  Voigt,  Kompendium;  1^.  Neesen, 

.  der  Physik  (2)  7  (1879),  p.  329;   und  /.  Pxonchon^  Introduction  ä  T^tude 

systtoes   de   mesures   usitäes   en   physique,   Bordeaux  M^m.   (4)  2  (1891), 

X^.  1 — 262,    auch   erschienen   als    selbständiges  Werk,   Paris  1901,   sowie   Y  1 

<0.  Bunge), 

88)  Genaueres  bei  E.  J,  Bouih,   Dynamik  1,  p.  327;   A.  Föppl,  Dynamik, 
X899,  p.  821;  P.  AppeU,  Mecanique  2,  p.  582;  H.  LiauU,  Gours  ^c.  polyt.  1901/02. 

89)  TT.  H,  White,  Manual  of  nautical  architecture,  3.  ed.,  London  1894, 
deutsch  von  O.Schlick  und  A.  van  Hüllen:  Handbuch  für  Schiffbau,  Leipzig  1879; 
^ber  auch  schon  J.  d'Alembert,  Ch.  Bossut  et  M.  Condorcet,  Nouvelles  expäriences 
aur  la  r^aistance  des  fluides,  Paris  1777;  vgl.  auch  J,  Schütte,  Jahrbuch  der  Schiff- 
bautechnischen Gesellschaft  2  (1901),  p.  331 :  Untersuchungen  über  HinterschiffiB- 
formen,  ausgefährt  in  der  Schleppversuchstation  des  Norddeutschen  Lloyd.  Ge- 
naueres in  IV  22  (A.  Krtloif). 
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holt  Anwendung  gefunden^).  Dass  man  dadurch  aus  der  Löbui^^ 
eines  dynamischen  Problems  mit  einem  Schlage  die  Lösung  einer 
ganzen  Mannigfaltigkeit  solcher  Probleme  gewinnt,  ist  eine  Eigenschaft, 
die  sich  verallgemeinern  lasst,  indem  man  überhaupt  die  Frage  nach 
der  Äquivalenz  dynamischer  Probleme  stellt,  das  heisst  die  Fn^e,  wann 
zwei  solche  Probleme  bei  Einführung  geeigneter  Veränderlichen  auf 
dieselben  Diflferentialgleichungen  führen*^). 

9.  Kleine  Schwingungen  ohne  Beibung.  Wenn  man  ein  System 
materieUer  Punkte,  zwischen  denen  irgend  welche  Bedingung«- 
gleichungen  bestehen,  auf  eine  beliebige  Art,  aber  hinreichend  wenig 
aus  einer  Lage  stabilen  Gleichgewichtes  entfernt  und  den  Punkten 
hinreichend  kleine,  mit  den  Bedingungen  verträgliche  Geschwindig- 
keiten giebt,  so  bewegt  sich  das  System  in  der  Weise,  dass  seine 
Lage  der  stabilen  Gleichgewichtslage  stets  benachbart  bleibt  und  die 
Geschwindigkeiten  der  einzelnen  Punkt.e  immer  kleine  Werte  behalten. 
Solche  Bewegungen  werden,  insofern  es  sich  um  Näherungsrechnungen 
handelt,  als  Meine  Schwingungen  um  die  betreffende  Gleichgewichtslage 
bezeichnet;  es  giebt  jedoch  auch  Falle,  in  denen  die  sogenannte  Theorie 
der  kleinen  Schwingungen  die  genaue  Darstellung  der  Bewegungen 
ergiebt  (cycloidal  Systems  bei  Thomson  und  Tait).  Ein  einfaches  Bei- 
spiel sind  die  von  G.  Galilei  betrachteten  kleinen  Schwingungen  eines 
Pendels,  dessen  Stange  ein  wenig  aus  der  vertikalen  Lage  entfernt  wird. 
Später  haben  die  Beziehungen  zur  Elastizitätstheorie  und  im  besonde- 
ren zur  Akustik  die  Veranlassung  zu  der  Ausbildung  der  Lehre  von 
den  kleinen  Schwingungen  durch  D.  liemoulli^^)  und  J,  L,  Lagrange^) 

90)  F.  Savart,  Annales  de  chimie  29  (1825);  Ä,  L.  Cauchy,  Paris  Mem.  9 
(1829),  p.  117,  vergl.  W.  ScheU,  Bewegung  2,  p.  514;  S.  D.  Poisson^  Mecanique, 
2.  ^d.  1,  18S8;  E.  Reech,  Mecaniqae,  1852,  p.  265;  de  Brettes,  Paris  C.  R.  66 
(1868),  p.  657;  67  (1868),  p.  896;  68  (1869),  p.  1886;  69  (1869),  p.  394,  12S9;  70 
(1870),  p.  1400  (Anwendung  auf  Ballistik);  W.  Walton,  Quart.  J.  of.  math.  9 
(1868),  p.  179;  (2)  17  (1868),  p.  167;  J.  de  Tilly,  Brux.  Bull,  de  TAcad.  (2)  86  (1878), 
p.  160;  H.  V.  HelmholU,  Berlin  Ber.  1878,  p.  501  »  Wiss.  Abb.  1,  p.  158  (lenk- 
bare Luftballons);   Lord  Bayleigh,    Tbeory  of  sound   2,   London  1878,    p.  287; 

0.  Beynolds,  London  Phil.  Trans.  174  (1888)  =  Papers  2,  p.  51;  ^.  Jouguet, 
J.  6c,  polyt.   (2)  cab.  10  (1905),  p.  79;  Paris  C.  R.  141  (1905),  p.  346. 

91)  P.  Stachel,  J.  f  Matb.  107  (1891),  p.  828  sowie  IV  11  (P.  Stachel). 

92)  Berlin  M^m.  ann^e  1758,  p.  178. 

93)  Vielfach  findet  man  die  iirtümlicbe  Behauptung,  Lagrange  habe  die 
allgemeine  Theorie  der  kleinen  Schwingungen  erst  in  der  zweiten  Ausgabe 
seiner  Mtoinique  analjtique  1  (1811),  2.  partie,  section  VI  gegeben.  In  Wahr- 
heit findet  sie  sich  schon  in  den  Miscellanea  taurinensia  8  (1762 — 1765)  a-  OeuTres 

1,  p.  520  und  auch  in  der  ersten  Auflage  der  M^canique  (1788),  p.  241 — 262; 
in  der  zweiten  Ausgabe  sind  nur  verschiedene  Anwendungen  hinzugekommen. 
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gegeben.  Im  Laufe  des  19.  Jahrhunderts  sind  diese  Untersuchungen 
nach  verschiedenen  Richtungen  weitergeführt  worden  und  haben  in 
der  Physik  und  in  der  Technik  mannigfache  Anwendung  gefunden. 
Hier  soll  allein  die  allgemeine  Theorie  für  den  FaU^  dass  keine  Rei- 
bnngsglieder  yorhanden  sind^  dargestellt  werden;  fiir  den  Fall  der 
Reibung  (gedampfte  Schwingungen)  vgL  Nr.  20  dieses  Artikels. 

Als  Näherung  stellen  sich  die  kleinen  Schwingungen  folgender- 
massen  ein.  Man  betrachte  ein  holonomes  System  mit  r  Graden  der 
Freiheit^  die  Bedingungen  seien  von  der  Zeit  unabhängige  und  es  exi- 
stiere eine  KiiLftefunktion^  die  in  der  Lage  stabilen  Gleichgewichtes 
ein  reguläres  Maximum  besitzt.  Die  r  Positionskoordinateu  des 
Systems  q^,  . . .,  q^  mögen  in  der  Gleichgewichtslage  die  Werte 
^1=0,  . . .,  g'^  =  0  haben.  Dann  sind  für  die  Anfangszeit  ^  =  0  die 
Grossen  g^,  ...,  g^;  q^y  ...,  q^  kleine  Grössen  erster  Ordnung,  und  man 
darf  sich  unter  der  Annahme,  dass  für  eine  erste  Näherung  die 
Grössen  dritter  und  höherer  Ordnung  keinen  Einfluss  haben,  in  den 
Ausdrücken  der  lebendigen  Kraft  T  und  der  Kräftefunktion  U  auf 
die  Glieder  niedrigster  Dimension  beschränken,  sodass 

wird;  die  A^ß^^A^^  imd  B^ß=  B^^  sind  Konstanten  und  die  Aus- 
drücke T  und  U  definite  positive  quadratische  Formen  der  q^  bezw.  q^- 
Bei  diesem  Ansätze  verwandeln  sich  die  r  Loffrangeschen  Differential- 
gleichxmgen 

dt  [dq^l         dq„         dql 

in  ein  System  von  r  linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 
mit  konstanten  Koeffizienten,  nämlich: 

Nach  einem  Satze  aus  der  Theorie  der  quadratischen  Formen^)  lassen 
sich,  sobald  die  Determinanten  der  Formen  T  und  U  von  Null  ver- 
schieden sind,  was  im  Folgenden  vorausgesetzt  werden  soll,  r  lineare 


94)  I  B  2  Nr.  8  (F.  W.  Meyer);  man  vergleiche  ferner  für  die  Anwen- 
dungen: E,  B.  Christoffel,  J.  f.  Math.  63  (1864),  p.  273;  K.  Weierstrass,  Berlin 
Ber.  1868,  p.  207  ==  Werke  1,  p.  288;  C.  Jordan,  Paris  C.  R.  74  (1872)  p.  1896; 
G.  Darboux,  Note  Vlll  seiner  Ausgabe  der  M^canique  analytique  von  iMgrange, 
Paris  1888;  F.  Fockels,  Über  die  partielle  Differentialgleichung  Att  +  Ä;*un=0, 
Leipzig  1891,  p.  44;  E.  J.  BotUh,  Dynamik  2,  Eap.  2  und  7;  Lord  Sayleigh, 
Theory  of  sound,  2.  ed.  1,  London  1894;  E.  T.  Whittaker,  Dynamics,  p.  173 
und  A,  O.  Webster^  Dynamics,  p.  672. 
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Funktionen  s^^,  . . .,  s^  der  q^,  , , .,  q^  so  bestimmen,  dass  gleichzeitig 

wird.   Die  Gfrössen  q^^,  ...,  q^^  sind  die  (reellen)  Wurzeln  der  Gleichung 

\B„^-q'ä„^\  =  0    (a,^  =  l,2,...,r), 

deren  linke  Seite  als  Lagrangesehe  Determinante  bezeichnet  wird^*); 
diese  Wurzeln  mögen  alle  von  einander  verschieden  sein*^^).  Bei  Ein- 
f&hrung  der  HaupOcoordinaten  s^^)  treten  an  die  Stelle  der  Glei- 
chungen (1)  die  einfachen  Gleichungen: 

(2)  S„+9„««„=0, 

denen  man  durch 

5„=fi„sin(()„<-f  O 

genügt;  f4y  .,,,  ft^;  6^^  ...,  6^  sind  die  2r  Integrationskonstanten. 
Die  allgemeine  Schwingung  des  Systems  ist  daher  das  Ergebnis  der 
Superposition  von  r  Hauptschwingungen  (harmonischen  Schwingungen) 

mit  den  Perioden  — ,  ....  — .••)     Die  Grösse  dieser  Perioden  ist  von 

der  Wahl  der  Anfangsbedingungen  imabhängig;  wenn  diese  geändert 
werden,  ändern  sich  nur  die  Atnplituden  ^i,  -  •  -,  ^r  ^^^  ^^®  Phasen 
6^,  ...,  6^  der  Einzelschwingungen.  Die  Gesamtschwingung  ist  im 
allgemeinen  nicht  periodisch;  soll  sie  es  sein,  so  müssen  die  Ver- 
hältnisse der  p^,  ...,  Q^  ganze  Zahlen  sein. 

Erhebliche  analytische  Schwierigkeiten  ergeben  sich,  wenn  man 
bei   den  Z^o^an^eschen  Gleichungen   auch   die  Glieder   zweiter   oder 


94*)  Für  die  Bezeichnung  der  Determinante  vergl.  I  A  2,  Ni.  15  (E.  Netto). 

94^)  Lagrange  hatte  geglaubt,  dass  bei  gleichen  Wurzeln  in  den  Integralen 
der  Gleichungen  (2)  die  Zeit  ausserhalb  der  trigonometrischen  Funktionen  auf- 
treten müsse,  sodass  man  keine  Schwingungen  erhält.  Diesen  Irrtum,  in  den 
auch  P.  S.  Laplace  und  D.  S.  Paisson  verfallen  waren,  hat  Weierstrase  (in  der 
Anmerkung  94  angefahrten  Abhandlung)  aufgedeckt;  später  hat  unabhängig  von 
ihm  E.  J.  Bauih  (Stabilitj  of  motion,  Smith  price  paper,  Cambridge  1877)  die- 
selbe Entdeckung  gemacht.  Das  Aufbreten  gleicher  Wurzeln  bewirkt  nur,  dass 
die  Perioden  der  entsprechenden  Hauptschwingungen  einander  gleich  werden; 
Systeme,  bei  denen  alle  Hauptschwingungen  dieselbe  Periode  haben,  hat  Lord 
Eaykigh,  Phil.  Mag.  (5)  46  (1898),  p.  567  iaoperiodische  Systeme  genannt. 

95)  Der  Sache  nach  hat  schon  Lagrange  die  Hauptkoordinaten;  sie  heiseen 
auch  harmonische,  einfache,  normale  Koordinaten. 

96)  Das  Prinzip  der  Superposition  der  Schwingungen  verdankt  man  Daniel 
Bemouüiy  Berlin  M^m.  ann^e  1753,  p.  178:  in  jedem  System  sind  die  gegen- 
seitigen Bewegungen  der  Körper  immer  eine  Mischung  von  einfachen,  regel- 
mässigen und  permanenten  Schwingungen  verschiedener  Arten ;  vgl.  auch  D.  BemouUi^ 
Petersburg  Nov.  Comment.  19  ad  annum  1776,  p.  289. 
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höherer  Ordnung  berücksichtigen  will;  hierfür  möge  auf  lY  12^ 
(P.  Stäckd)  verwiesen  werden. 

Neben  den  freien  Schwingungen  hat  man  ereurnngene  Schwingungen 
betrachtet*^.  Wenn  zu  den  Kräften,  die  von  der  Kräftefunktion  ü  her- 
rühren, noch  periodisch  wirkende  „störende''  Knlfte  hinzukommen,  die 
man  in  erster  Näherung  proportional  trigonometrischen  Funktionen 
linearer  Funktionen  der  Zeit  annimmt,  so  lauten  bei  Benutzung 
von  Hauptkoordinaten  die  Di£ferentialgleichungen  der  Bewegung: 

(3)  h  +  QaX  ^^^'^  COS  (aj  +  p,) , 

X 

und  zu  den  vorher  für  die  Hauptkoordinaten  gefundenen  Ausdrücken 
treten  noch  Glieder  der  Gestalt  hinzu: 

--y£-^sin(a^^  +  l)J. 

Sie  ergeben  Bewegungen,  die  man  als  erzwungene  Schwingungen 
bezeichnet  Diese  Schwingungen  haben  dieselbe  Periode  wie  die 
störenden  Kräfte,  und  ihre  Amplituden  sind  ebenfalls  von  der  Wahl 
der  Anfangsbedingungen  unabhängig*^);  je  nachdem  das  Vorzeichen 
von  Q^  —  a^  positiv  oder  negativ  ausfällt,  ist  die  Phase  der  er- 
zwungenen Schwingungen  dieselbe  wie  die  der  störenden  Kräfte 
oder  um  180^  verschoben  (Fown^che  Gesetz).  Nähert  sich  a^ 
dem  Werte  q^^  d.  h.  nähert  sich  die  Periode  einer  der  störenden 
Kräfte  der  Periode  einer  der  Hauptschwingimgen,  so  wird  die 
Amplitude  einer  der  hinzutretenden  erzwungenen  Schwingungen 
sehr  gross.  Was  dann  in  Wirklichkeit  eintritt,  bleibt  zweifelhaft, 
weil  die  Voraussetzung  des  ganzen  Ansatzes,  dass  die  Schwingungen 
sehr  klein  sein  sollen,  nicht  mehr  erfüllt  ist;  man  wird  daher  die 
Untersuchung  von  vom  anzufangen  haben^*).     Die  Erfahrung  zeigt, 

97)  Der  Sache  nach  hat  die  Unterscheidung  von  freien  und  erzwungenen 
Schwingungen  schon  Th.  Young,  Course  of  a  natural  and  experimental  philo- 
sophj,  London  1802.  Die  Namen  rühren  nach  E.  J.  Rauth,  Dynamik  2,  p.  246 
Ton  Q.  B.  Airy  her  (Tides  and  waves,  London  1842,  p.  278). 

98)  Theorem  von  F.  TT.  Herschel,  Artikel:  On  sound  in  der  Encyclopaedia 
metropolitana,  London  1830. 

98*)  Wenn  man  in  den  Differentialgleichungen  (3)  a^=^Q^  setzt,  bo  lässt 
sich  die  Litegration  ausführen,  und  man  erhält  als  Zusatzglied  statt  des  im 
Texte  angegebenen  Ausdruckes: 

10  dass  also  die  Zeit  ausserhalb  der  trigonometrischen  Funktion  auftntt.  Man 
darf  jedoch  nicht  hieraus  ohne  weiteres  Folgerungen  auf  die  in  Wirklichkeit 
itattfindende  Bewegung  ziehen. 

En^jUop.  d.  math.  WUtansch.    lY  1,  i.  32 
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dass  in  manchen  Fallen  eine  kleine  störende  Kraft,  die  annähernd 
die  Periode  einer  freien  Schwingung  des  Systems  hat,  beträchtliche 
Abweichungen  von  der  Gleichgewichtslage  hervorrufen  kann.  Bekannt 
sind  die  Erscheinungen  der  Resonanz  in  der  Akustik.  Femer  ver- 
meidet man  es,  Truppen,  die  über  eine  Brücke  gehen,  in  gleichem 
Tritt  marschieren  zu  lassen.  Eine  Anwendung  auf  die  Bewegung 
einer  Lokomotive  gab  F,  Redfenbacher  (Gesetze  des  Lokomotivbaus, 
Mannheim  1855).  Indem  er  voraussetzte,  es  sei  gestattet,  allein  die 
relative  Bewegung  zwischen  dem  Radrahmen  und  dem  Kessel  der 
Lokomotive  in  Betracht  zu  ziehen,  kam  er  zu  dem  Schluss,  dass  die 
Geschwindigkeit  der  Lokomotive  stets  unterhalb  sechs  bestimmten 
kritischen  Geschwindigkeiten  bleiben  müsse;  vgl.  indessen  K.  Hean, 
Kinetische  Probleme  der  wissenschaftlichen  Technik,  Jahresber.  d.  D. 
M..V.  9,  Heft  2  (1900),  p.  82. 

In  ähnlicher  Weise  wie  freie  oder  erzwungene  Schwingungen  um 
einen   stabilen  Gleichgewichtszustand,  kann  man  auch  freie  oder  er- 
zwungene   Schwingungen    um    gewisse    Bewegungen    eines   Systeme* 
untersuchen,  die  man  auch  stabil  genannt  hat*').     Das  älteste  Bei- 
spiel hierfür  sind  wohl  die  Störungsrechnungen  der  Astronomen,  beL 
denen  die  Bahn  des  gestörten  Planeten  als  eine  erzwungene  Schwingung 
um  eine  Bewegung  in  einer  Keplerschen  Ellipse  angesehen  wird. 

Kennt  man  von  den  Za^rati/^^chen  Gleichungen  eine  partikulär 
Lösung  q^=  f^(t\  so  kann  man  setzen: 

und  erhält  für  die  r  Grössen  s^  eben  so  viele  Gleichungen  der  Fa 


d  (dT,\  _cT,_  p 


in  denen  T^  einen  Ausdruck  derselben  Form  wie  T  bezeichnet.  Untei 
der  Annahme,  dass  die  £„  und  i^  stets  klein  bleiben,  einer  Annahme, 
deren  Berechtigung  freilich  in  jedem  besonderen  Falle  erst  nachge- 
wiesen werden  muss,  ergeben  sich  für  die  Schwingungen  um  die 
wegung  q^  =  f^{t)  Gleichungen  der  Gestalt  (1),  bei  denen  jedoch  di< 
Koeffizienten  Ä^^  und  B^^  Funktionen  der  Zeit  werden;  entsprechend-^^ 
gestaltet  sich  die  Untersuchimg  bei  erzwungenen  Schwingungen.  6e-^ — ^^ 
naueres  hierüber  wie  über  die  Lehre  von  den  gestörten  Bewegungeo-^^-^"^ 
findet  man  in  IV  12  (P.  StäckeX), 


99)  Über  den  Begriff  der  Stabilität  der  Bewegung  vgl.  W.  Thomsofi  um 
P.  G.  Tau,  Handbuch  1,  p.  317;  E.  J.  RouHi,  On  stability  of  motion,  Cambridgers^* 
1877,  I\  Klein  und  Ä.  Sormnerfeld,  Theorie  des  Kreisels,  Heft  2,  Leipzig  1898    -^^ 
Kap.  5;  T.  Levi-Civita,  Ann.  di  mat.  (8)  6  (1901),  p.  221. 
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Ziim  Schlnss  sei  noch  für  die  ganze  Nummer  auf  den  Bericht 
Ton  H,  Burkhardt  über  Entwicklangen  nach  oscillierenden  Funktionen 
yerwiesen^  der  als  10.  Band  des  Jahresberichtes  der  Deutschen 
Mathematiker-Vereinigung  seit  1901  erscheint^  aber  zur  Zeit  nicht 
abgeschlossen  ist. 

10.  Belative  Bewegnng.  Der  Begriff  der  relativen  Bewegung  ^^) 
tritt  schon  bei  Erscheinungen  auf^  die  sich  auf  der  als  ruhend  ge- 
dachten Erdoberfläche  abspielen;  so  bei  den  Yoi^ängen  auf  Fahr- 
zeugen und  Schiffen,  wo  man  von  einer  „scheinbaren  Schwere"  ge- 
sprochen hat^®^).  Prinzipielle  Wichtigkeit  gewann  dieser  Begriff  aber, 
seit  N.  Kopemikus  die  fortschreitende  und  drehende  Bewegung  der 
Erde  erkannt  hatte;  gerade  die  in  dem  Begriff  der  relativen  Bewegung 
steckenden  Schwierigkeiten  haben  die  Haupteinwände  gegen  die  Koper- 
nikanische  Lehre  geliefert  ^^').  Bei  den  meisten  Problemen  der  irdischen 
Mechanik  darf  man  freilich  wegen  der  beschränkten  Genauigkeit  von 
der  Bew^ung  der  Erde  absehen;  allein  es  muss  doch  nachgewiesen 
werden,  dass  und  warum  man  dazu  berechtigt  ist,  und  ausserdem  giebt  es 
sehr  wohl  Fälle,  in  denen  man  die  Bewegung  der  Erde  berücksichtigen 
muss.  Hierzu  gehört  z.  B.  die  vielfach  behandelte  Frage  nach  der  Bahn 
des  Schwerpunktes  eines  aus  geringer  Höhe  zur  Erde  fallenden  Körpers. 
Schon  I,  Newton  hatte  1679  Versuche  hierüber  veranlasst,  und 
wahrend  des  18.  und  19.  Jahrhunderts  hat  dieser  Gegenstand  immer 
wieder  die  Aufmerksamkeit  auf  sich  gezogen^***).  Die  Theorie ^^) 
lässt  nämlich  auf  der  nördlichen  Halbkugel  eine  östliche  Abweichimg 
von  der  Lotlinie  und  daneben  eine  ausserordentlich  kleine  südliche 
Abweichung  erwarten.  Trotzdem  haben  sorgfältige  Beobachter  immer 
wieder  südliche  Abweichungen  von  geringem,  aber  merklichem  Betrage 


100)  Vgl.  IV  1,  Nr.  18  bis  17  {A.  Voss). 

101)  E,  Guyou,  Theorie  dn  navire,  Paris  1887,  2.  ^d.  1894  und  sonstige 
VerOffentlichtiiigen.    Vgl.  anch  H.  Lorenz^  Mechanik,  3.  Kap. 

102)  N.  Kopemikus,  De  revolntionibus,  Nürnberg  154S,  lib.  I,  cap.  8;  siehe 
anch  G,  Oaiüeis  Schriften. 

108)  G.  B,  Guglielmini,  De  diomo  terrae  motu  ezperimentis  physico-mathe- 
maticiB  confirmato,  Bologna  1792;  J.  Fr,  Benzenberg,  Versnobe  über  die  Gesetze 
des  Falles,  Dortmund  1804  (mit  einem  Beitrag  yon  C.  F,  Gauss,  Werke  6,  p.  495) ; 
Versuche  über  die  Umdrehung  der  Erde,  Düsseldorf  1845;  A.  Tadini,  Quotidiana 
terrae  conyersio,  Mailand  1815;  F.  Reich,  Fall  versuche  über  die  Umdrehung  der 
Erde,  Freiberg  1832;  Ann.  Phys.  (1)  29  (1833),  p.  494.  Weitere  Litteratur  bei 
H.  Bertram,  Programm  Berlin  1869;  G.  Pesci,  Sulla  deviazione  meridionale  dei 
gravi,  Liyomo  1887  und  F.  Bosenberger,  Geschichte  der  Physik  8,  Braunschweig 
1887,  p.  96,  482;  vgl.  auch  IV  7  {Ph.  Furtwängler). 

104)  Ä  D.  Poisson,  J.  ^c.  polyt.  cah.  26  (1888),  p.  15.  * 
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gefanden ^^^);  ob  sich  diese  nach  A.  Föppl^^  durch  ^^Geschwindigkeits- 
kräfte^*,  d.  h.  durch  Kräfte  erklären  lassen,  die  von  der  Geschwindig- 
keit der  Erde  gegen  das  Inertialsystem  abhängen,  oder  ob  Beobach- 
tungsfehler vorliegen,  wird  abzuwarten  sein. 

Nachdem  Chr.  Huygens  mit  der  Einführung  der  Zentrifugalkraft 
bei  kreisförmiger  Bahn  eines  Punktes,  J.  Newton  bei  beliebiger  Bahn 
vorangegangen  waren,  erfuhr  die  Lehre  von  der  rektiven  Bewegung 
eine  methodische  Ausgestaltung  durch  A.  Clairaut  (1742)*^,  dessen 
Abhandlung  jedoch  in  Vergessenheit  geriet.  Erst  1831  hat  dann 
6r.  Coriolis  diese  Untersuchungen  wieder  aufgenommen  und  weiter- 
geföhrt  iw). 

Auf  das  im  Räume  feste  Koordinatensystem  (Inertialsystem)  der 
I,  71,  g  bezieht  sich  die  absolute,  auf  das  im  Räume  bewegliche  Koor- 
dinatensystem der  Xy  ifj  z  die  relative  Bewegung  eines  Punktes  oder 
eines  Systems  von  Punkten.  Dann  ist  die  absolute  Geschwindigkeit 
eines  Punktes  die  Resultante  aus  der  relativen  Geschwindigkeit  und 
der  Fortführungsgeschwindigkeit,  d.  h.  der  Geschwindigkeit,  die  er- 
halten würde,  wenn  man  sich  den  Punkt  mit  dem  beweglichen  Koordi- 
natensysteme fest  verbunden  denkt  Dagegen  ist  die  absolute  Be- 
schleunigung die  Resultante  aus  der  relativen  Beschleunigung,  der 
Fortführungsbeschleunigung  und  einer  „komplementären  Beschleuni- 
gung'^  Die  Richtung  dieser  komplementären  Beschleiuiigung  steht 
senkrecht  auf  der  relativen  Geschwindigkeit  und  auf  der  instantanen 
Aze  der  Drehung  des  beweglichen  Koordinatensystems  gegen  das 
feste,  der  Sinn  ist  der  Drehungsrichtung  entgegengesetzt,  und  ihre 
Grösse  ist  das  doppelte  Produkt  aus  der  Winkelgeschwindigkeit 
Drehung  und  der  Projektion  der  relativen  Geschwindigkeit  auf  ein 
zu  der  instantanen  Axe  senkrechte  Ebene;  die  komplementäre 
schleunigung  ist  also  das  doppelte  Vektorprodukt  aus  der  Relativ — 
geschwindigkeit  und  der  Winkelgeschwindigkeit.  Anders  ausgedrückte 
trägt  man  den  Vektor  der  relativen  Geschwindigkeit  von  einem 
der  instantanen  Aze  aus  ab,  so  ist  die  komplementäre  Beschlennigun 

106)  So  neuerdings  E.  H.  Hall,  Phys.  Review  17  (1903),  p.  179,  245;  Am 
Acad.  Proc.  29  (1904),  p.  329 ;  bei  einer  Fallhöhe  von  23  m  beträgt  die  südlich 
Abweichung  0,006  cm,  während  der  wahrscheinliche  Fehler  ebenso  gross 

106)  Manchen  Ber.  44  (1904),  p.  890. 

107)  Paris  M^m.  ann^e  1742,  p.  1.     Clairaut»  allgemeine  Ausfilhnuigen  sin 
stellenweise  zu  beanstanden,  aber  die  Aufgaben,  die  er  behandelt,  sind  lichti 
gelöst;    er  verwendet   dabei  die  Kraft,  die  man  später  als  „CorioUssche  Kraft-' 
bezeichnet  hat.    Vgl.  J.  Bertrand,  J.  de  math.  (1)  24  (1847),  p.  1. 

108)  Paris  M^m.  sav.  ^tr.  3  (1832);  J.  ^c.  polyt.  cah.  21  (1882),  p.  260; 
24  (1836),  p.  142;  vgl.  auch  J.  Bertrand,  J.  ^.  polyt  cah.  32  (1848),  p.  149 
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die  doppelte  Qeschwindigkeit,  mit  der  der  Endpunkt  dieses  Vektors 
am  die  instantane  Axe  rotiert.  Die  der  komplementären  Beschleunigung 
entsprechende  Kraft  hat  man  Coriolissche  Kraft  genannt;  Coriolis  selbst 
bezeichnet  sie  ihrer  geometrisch- mechanischen  Bedeutung  wegen  als 
^orce  centrifuge  composee^' ^®*). 

Besteht  die  relative  Bewegung  in  einer  Translation  gegen  das 
Inertialsystem,  so  besitzt  ein  im  Räume  fester  Punkt,  von  dem  be- 
wegten Punkte  aus  beobachtet,  eine  relative  Geschwindigkeit  und  eine 
relative  Beschleunigung,  die  der  absoluten  Geschwindigkeit  und  der 
absoluten  Beschleunigung  der  Translation  entgegei^esetzt  gleich  sind. 
Ist  die  relative  Bewegung  überdies  gleichförmig,  so  behalten  die  Diffe- 
rentialgleichungen der  Bewegung  die  Form,  die  sie  bei  dem  Inertial- 
system  hatten. 

Besteht  die  relative  Bewegung  in  einer  gleichförmigen  Rotation 
um  die  ^-Axe  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  w,  und  enthält  die 
i'Axe  die  ^sr-Axe  in  sich,  so  ergeben  sich  für  den  Punkt  Xy  y,  $ 
als  die  Komponenten  der  relativen  Beschleunigung  £,  ^,  ^,  der 
Fortführungsbeschleunigung  — w^Xy  — w?*y,  0,  der  komplementären 
Beschleunigung  — 2«;^,  -{-iwi,  0,  also  als  die  Komponenten  der  ab- 
soluten Beschleunigui^  £  — w^x  — 2ti;y,  y  — w^y  +^w?i:,  5.  Hieraus 
ergiebt  sich,  dass  auf  der  Erde  bei  einer  relativen  Geschwindigkeit 
von  10  m  in  der  Sekunde  senkrecht  zur  Erdaxe  die  öomiissche  Kraft 
nmd  y^QQ^  des  Gewichtes  beträgt,  dass  diese  also  unter  gewöhnlichen 
Umstanden  unmerklich  ist^^^).  Wohl  aber  scheint  sie  sich  bei  den 
Flüssen  bemerkbar  zu  machen;  viele  Flüsse  der  nördlichen  Halbkugel 
(Gironde,  Oder,  Weichsel,  Niemen,  Donau,  Wolga,  Ganges  u.  s.  w.) 
verlegen  ihren  Unterlauf  nach  rechts,  ihr  rechtes  Ufer  ist  von  Hügel- 
reihen begrenzt,  während  das  linke  von  einem  ziemlich  breiten  Streifen 
flachen  Landes  umgeben  ist  (floersches  Gesetz)  ^^^). 

Um  allgemein  die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  oder  eines 
Systems  solcher  Punkte  in  Bezug  auf  das  bewegliche  Koordinaten- 
system zu  bestimmen,  hat  man  den  eingeprägten  Kräften  Trägheitskräfte 
hinzuzufügen,  die  den  Produkten  der  Massen  in  die  Fortführungsbe- 


109)  Über  die  Methoden  der  Herleitung,  die  in  gewissem  Sinne  in  die  Kine- 
matik gehören,  vgl.  IV  S,  Nr.  26  {A.  Schoenflies  und  M.  Grübler). 

110)  A.  Föppl,  Dynamik,  1.  Aufl.,  p.  274. 

111)  K.E.v.Baer,  St.  Pdtersbourg  Bull.  del'Acad.  2  (1860),  7  (1864),  21  (1876). 
VergL  dazu  N,  Braschmann,  Paris  C.  R.  63  (1861),  p.  1068;  B.  Hoffmann,  Das 
Baersche  Gesetz,  Halle  1878;  A.  Sprung,  Ann.  d.  Phys.  (2)  14  (1881),  p.  128; 
F.  Klein  und  A,  Sommerfeld,  Theorie  des  Kreisels,  p.  184;  S.  Günther,  Handb.  d. 
Geophysik,  Stuttgart  1897. 
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schleunigungen  bezw.  in  die  komplementären  Beschleunigongen  ent- 
gegengesetzt gleich  sind^^^).  Es  kann  sich  ereignen,  dasa  die  so  ge- 
wonnenen Kräfte  vermöge  der  Bedingungen  des  Systems  im  Gleich- 
gewicht stehen^  und  man  gelangt  so  zu  dem  Begriff  des  reUUiven 
Gleichgewichtes  ^^').  Besteht  z.  B.  die  Bewegung  des  Systems  der  x,  y,  0 
wie  vorhin  in  einer  Drehung  um  die  S-Axe  mit  der  unveränderlichen 
Winkelgeschwindigkeit  w,  und  wirken  auf  den  Punkt  x,  y,  0  der  Masse  m 
die  Kräfte  X,  Ty  Zy  so  herrscht  relatives  Gleichgewicht,  wenn  die  Be- 
dingungen 

X  +  ww;2a;  =  0,     r+iww;»y  =  0,    Z=0 

erfüllt  sind. 

Die  für  die  Diskussion  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung 
so  wichtigen  Prinzipe:  der  Schworpunktssatz^  der  Flächensatz^  der 
Satz  von  der  lebendigen  Kraft  verlieren  im  allgemeinen  ihre  Gültig- 
keit bei  der  relativen  Bewegung.  Sie  bleiben  jedoch  bestehen,  wenn 
die  beweglichen  Axen  gegen  die  festen  eine  gleichförmige  Translation 
ausführen,  und  sie  gelten  ebenfalls,  abgesehen  vom  Schwerpunktssatze, 
wenn  der  Anfangspunkt  der  beweglichen  Azen  der  Schwerpunkt  des 
Systems  ist  und  die  Axen  irgend  eine  Translation  ausführen.  Aus 
diesem  Grunde  lässt  sich  der  Flächensatz  auf  das  Sonnensystem  bei 
einem  Koordinatensysteme  anwenden,  dessen  Anfangspunkt  der  Schwer- 
punkt des  Sonnensystems  ist,  und  man  gelangt  so  zu  dem  Begriffe  ä&r 
invariablen  Ebene  des  SonnensystetnSy  den  P.  S,  Lajoiace  eingeführt  und 
L.  Poinsot  verschärft  hat^^*).  Bei  der  Erörterung  der  lebendigen  Kraft 
gelangt  man  zu  dem  Satze  von  5.  KSnig^^^\  nach  dem  die  lebendige 
Kraft  eines  Systems  gleich  ist  der  lebendigen  Kraft  der  im  Schwerpunkte 
konzentrierten  Gesamtmasse  vermehrt  um  die  lebendige  Kraft  für  die 
relative  Bewegung  um  den  Schwerpunkt.  Für  beliebige  relative  Be- 
wegung hat  6r.  Coriolis  ein  modifiziertes  Prinzip  der  lebendigen  Kraft 
aufgestellt,  von  dem  er  sogleich  wichtige  Anwendungen  auf  Probleme 
der  technischen  Mechanik  machte.  Bildet  man  nämlich  den  Ausdruck 
der  lebendigen  Kraft,  indem  man  die  relativen  Geschwindigkeiten  be- 
nutzt, so  ist  ihr  Differential  gleich  der  elementaren  Arbeit  der  wirken- 

112)  Diese  Kräfte  werden  häufig  als  „fingierte  Ki^fte*^  bezeichnet.  Auf  die 
prinzipiellen  Fragen,  die  sich  daran  knüpfen  {H.  Hertz,  Mechanik,  p.  7;  L.  BoUg- 
mann,  Prinzipe  1,  p.  45),  kann  hier  nicht  eingegangen  werden. 

113)  r.  Levi-Ciüita,  Meccanica,  p.  177. 

114)  Note  zur  5.  Ausgabe  der  fl^mens  de  statique,  Paris  1S80. 

115)  Acta  erud.  Lips.  1751:  De  universali  prineipio  aequilibrii  et  motos  in 
vi  viva  reperto,  deque  nezu  inter  yim  vivam  et  actionem.  Yergl.  J.  H.  Grafy  Der 
Mathematiker  Johann  Samuel  König  und  das  Prinzip  der  kleinsten  Aktion, 
Bern  1889. 
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den  Kräfte^  vermehrt  um  die  elementare  Arbeit  von  Kräften,  die  den 
Ejuften  entgegengesetzt  gleich  sind,  die  auf  das  System  wirken  müssen, 
um  es  zu  zwingen,  sich  so  zu  bewegen,  als  ob  es  mit  den  beweg- 
lichen Axen  fest  verbunden  wäre;  dabei  fallen  die  Coriolisschen  Kräfte 
ganz  heraus  "•). 

c)  Beziehungen  zu  Nachbargebieten. 

11.  Besiehungen  zur  Lehre  von  der  Gleichgewichtsgestalt  der 
I^den.  Nachdem  Joh,  BemoulU  gelehrt  hatte,  dass  man  die  kürzeste 
Linie  zwischen  zwei  Punkten  einer  krummen  Fläche  erhalte,  indem 
man  zwischen  ihnen  einen  Faden  ausspanne,  und  nachdem  von  L,  Euler 
die  kürzesten  Linien  als  die  Trägheitsbahnen  eines  auf  der  Fläche 
beweglichen  Punktes  erkannt  worden  waren  ^^^),  hat  C,  Maclaurin  die 
Beziehung  zwischen  den  Gleichgewichtsgestalten  von  Fäden  und  den 
Bahnkurven  von  Punkten  genauer  untersuchte*^.  Ln  19.  Jahrhundert 
beschäftigte  sich  besonders  A,  F.  Mobius  mit  diesem  Gegenstande  ***) 
und  entwickelte  die  folgenden  beiden  Analogien: 

Die  Masse  des  Fadenelementes  ds  sei  eZm,  die  zugehörige  spezi- 
fische (auf  die  Längeneinheit  bezogene)  Kraft  %  und  die  in  dm  statt- 
findende Spannung  %,  Dann  lautet  die  Gleichgewichtsbedingung  in 
der  Sprache  der  Vektorrechnung: 

(a)  d%  +  %dm  =  0. 

Betrachtet  man  andrerseits  die  Fadenkurve  als  Bahn  eines  Punktes 
der  Masse  fi,  auf  den  die  Kraft  ®  wirkt,  so  gilt  die  Yektorgleichung: 

(b)  d(/itt))  — ®rf^  =  0. 

Ist  der  Faden  homogen,  so  ist  dm  proportional  dem  Linienelemente  ds 

der  Fadenkurve,  und  daher  wird,  wenn  der  Punkt  diese  durchläuft, 

dm  proportional  dem  Produkte  vdt. 

Aus  der  Vei^leichung  von  (a)  und  (b)  folgt  jetzt: 

1.  Sind  die  ICräfte  %,  welche  auf  einen  homogenen  Faden  seiner 

ganzen  Länge  nach  wirken,  im  Gleichgewichte,  so  wird  ein  materieller 

116)  Vgl.  auch  E.  LoUner,  J.  f.  Math.  54  (1867),  p.  197;  E.  Bour,  J.  de 
math.  (2)  8  (1863),  p.  8;  C,  Neumann,  Math.  Ann.  1  (186i)),  p.  195;  P.  Gilbert, 
BrnxelleB  Ann.  Soc.  scient.  S  A.  (1879),  p.  58,  70,  80,  4.  A.  (1880),  p.  53;  E.  Padova, 
Ann.  d.  mat.  (2)  12  (1884),  p.  265;  A.  Astor,  Bull,  sciences  math.  (2)  15  (1891), 
p.  255;  A.  Legoux,  Toulouse  Ann.  de  la  fac.  8  (1894);  A.  S.  Chessin,  Am.  Math. 
Soc.  Trans.  1  (1900).  p.  116. 

117)  Jdh.  BemouXli,  Acta  erud.  Lips.  1698,  p.  466  =«  Opera  1,  p.262;  L.  Euler, 
Mechanica,  1786,  2;  vgl.  auch  P.  Stachel,  Leipzig  Ber.  44  (1898),  p.  444. 

118)  A  complete  System  of  fluxions,  Edinburgh  1742. 

119)  Lehrbuch  der  Statik,  Leipzig  1887,  2,  Kapitel  7  =  Werke  3,  p.  429. 
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Punkt^  der  sich  in  der  Fadenkurve  zu  bewegen  anfangt,  darin  fort- 
gehen, und  seine  G  eschwindigkeit  \)  wird  an  jeder  Stelle  der  Spannung  X 
proportional  sein,  wenn  auf  ihn  nach  einer  der  Ejraft  am  Faden  ent- 
gegengesetzten Richtung  eine  beschleunigende  Kraft  &  wirkt,  die  dem 
(skalaren)  Produkte  aus  dieser  Kraft  f^  und  der  Spannung  %  proportional 
ist,  und  umgekehrt. 

2.  Aus  jeder  Bewegung  eines  durch  eine  beschleunigende  Kraft  ® 
getriebenen  Punktes  kann  man  das  Gleichgewicht  an  einem,  im  aU- 
gemeinen  nicht  homogenen  Faden  ableiten,  indem  man  die  Bahn  des 
Punktes  eine  Fadenkurve  sein  lasst,  die  Masse  dm  jedes  Fadenteils  der 
Zeit,  in  der  er  vom  Punkte  durchlaufen  wird,  proportional  annimmt 
und  auf  jeden  Punkt  des  Fadens  eine  Kraft  ^  wirken  lässt,  die  der  be- 
schleunigenden Kraft  ®  des  Punktes  proportional,  aber  entgegengesetzt 
gerichtet  ist;  dabei  steht  die  Spannung  @  des  Fadens  in  konstantem 
Verhältnisse  zu  der  Geschwindigkeit  t)  des  Körpers  und  umgekehrt. 

Diese  zweite  Analogie  von  MSbius  hat  J.  Petersen  auf  Systeme 
von  Faden  verallgemeinert  und  so  aus  dem  Prinzip  der  Tirtuellen 
Geschwindigkeiten,  angewandt  auf  das  Gleichgewicht  von  Fäden,  für 
Punktbewegungen  das  Prinzip  der  kleinsten  Aktion  und  das  Hamü- 
^onsche  Prinzip  hergeleitet^*®). 

Weitere  Untersuchungen  über  Analogien  zwischen  Gleichgewichts- 
gestalten von  Fäden  und  Bahnen  von  Punkten  haben  nach  geometrisch- 
mechanischer Richtung  besonders  0.  Bonnet^^^)  und  P.  Serret^^)^  nach 
analytischer  (Zusammenhang  mit  der  Variation  von  Integralen,  vgl. 
auch  Nr.  12  dieses  Artikels)  besonders  Ä,  Clebsdi'^^)  und  P.  AppeU^^) 
angestellt. 

12.  Beziehungen  zur  Optik.  Wenn  in  einem  Medium  von  ver- 
änderlicher optischer  Dichtigkeit  der  absolute  Brechungsindex  n  eine 


120)  Dynamik,  p.  83;  vgl.  auch  A,  F.  Möbius,  Werke  3,  p.  441. 

121)  J.  de  math.  (1)  9  (1844),  p.  217. 

122)  Theorie  nouvelle  gäom^trique  et  m^canique  des  courbes  de  doable 
courbure,  Paris  1860;  yergl.  JB.  Tatcnsend,  Quart.  J.  of  math.  13  (1874),  p.  217; 
0.  Staude,  Leipzig  Ber.  1886,  p.  199. 

123)  J.  f.  Math.  67  (1860),  p.  93. 

124)  Paris  C.  R.  96  (1888),  p.  688,  Toulouse  Ann.  de  la  fac.  1  (1887), 
Bull.  soc.  math.  de  France  19  (1891),  p.  97;  M^canique  1,  p.  201,  578;  Tgl.  auch 
D.  Padeletti,  Giom.  di  mat.  14  (1876),  p.  14;  G.  KainZy  Programm  MOnnerstadt 
1885;  Ä.  Legoux,  Toulouse  Mto.  (8)  7*  (1885),  p.  159;  H.  Ändoyer,  Paris  C.  R. 
100  (1885),  p.  1577;  JB.  Marcolongo,  Napoli  Acc.  Rend.  (2)  2  (1888),  p.  868; 
G.  Pcnnaechietti,  Palermo  Circ.  mat.  Rend.  6  (1892),  p.  14,  26;  Catania  Acc.  (HoeDia 
Atti  (4)  8,  4  (1892);  C.  Ä.  Laimnt,  Nonv.  ann.  (4)  2  (1902),  p.  343;  Ä.  Guidberg. 
Christiania  Vidensk.  Selsk.  Skr.  1902,  Nr.  9. 
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abteilungsweise  stetige  Funktion  des  Ortes  n  {x,  y,  z)  ist^  so  beschreibt 
ein  in  dem  Medium  von  dem  Punkte  A  nach  dem  Punkte  B  gehender 
Xichtstrahl  gemäss  dem  SnelliuS'DescartesscAißn  Brechimgsgesetze  eine 
solche  Bahn,  dass  das  von  A  nach  B  erstreckte  Linienintegral 

(5) 
(1)  J  =  fnds, 

U) 

in  dem  ds  das  Linienelement  der  Bahn  bedeutet,  ein  Minimum  wird. 

hieraus  ergeben  sich,  wenn  n(Xy  y,  z)  stetig  ist,  nach  den  Regeln  der 

Variationsrechnung  für  die  Bahn  die  Differentialgleichungen: 

d  /    dx\       dn ^ 

ds  \     ds)       dx  ' 


C2) 


d  /    dz\ dn  ^ 

d8\     ds)       de  ' 


aus  denen  x,  yy  0  bIs  Funktionen  von  s  zu  bestimmen  sind;  ist  die 
Punktion  n(Xy  y,  z)  abteilungsweise  stetig,  so  erhalt  man  für  jedes 
Intervall  ein  System  solcher  Gleichungen,  und  der  Uebergang  von 
dem  einen  zum  andern  wird  immer  durch  das  Brechungsgesetz  yer- 
mittelt 

Bei  der  Emissionshypothese  ist  n  proportional  der  Lichtgeschwin- 
digkeit V  an  der  betreffenden  Stelle,  und  das  Lichtteilchen  bewegt 
eich  daher  in  der  Bahn,  die  ihm  durch  das  Prinzip  der  kleinsten 
Wirkung  vorgeschrieben  wird,  nämlich  so,  dass  das  von  A  nach  B 

(3)  fvds 

«in  Minimum  wird^^).    P.  8,  LaphrCe  hat  versucht,  diesen  Ansatz  auf 
die  Doppelbrechung  zu  erweitem,  indem  er 

v*  =  a  +  &  cos*  CD 

setzte,   wo  a  den  Winkel  des  Lichtstrahles  mit  der   optischen  Axe 
hezeichnet^**);  hiergegen  hat  jedoch  C.  F.  Gauss  eingewandt,  dass  bei 


125)  Dies  hat  schon  M.  de  Maupertuis  hervorgehoben,  Berlin  M^m.  ann^e 
174Ö,  p.  276;  die  Widersprüche,  die  E,  Mach,  Mechanik,  p.  894  bei  Maupertuis 
Bndet,  erklären  sich  daraus,  dass  dieser  die  Emissionshypothese  und  nicht,  wie 
Mach  irrtümlich  annimmt,  die  CTndulationshypothese  zugrunde  legt.  Noch  1833 
yertritt  8.  D.  Poisson  in  seiner  M^canique  2.  ^d.  1,  p.  301  die  Emissionshypothese; 
TgL  auch  F.  Bosenberger ,  Geschichte  der  Physik,  3,  Braunschweig  1887,  p.  188 
und  H.  Burkhardt,  Bericht,  p.  537,  563. 

126)  Paris  M^m.  (1)  10  (1810)  =  Oeuvres  12,  p.  267. 


iE) 
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der  Anwendung  des  Prinzipes  der  kleinsten  Aktion  die  Gültigkeit  des 
Satzes  von  der  Erhalhing  der  lebendigen  Ejraft  vorausgesetzt  werde, 
wahrend  dies  hier  nicht  zutreffe  ^«^. 

Bei  der  Undulationshypothese  ist  n  umgekehrt  proportional  der 
Lichtgeschwindigkeit  v  an  der  betreffenden  Stelle,  und  man  wird  so 
auf  das  Integral 

(4)  /• 

geführt,  das  wegen  v  =  ds/di  mit  dem  Prinzip  der  schnellsten  Ankunft 
von  P.  FemMt^^  gleichbedeutend  ist.  Die  hierin  liegende  Analogie 
veranlasste  Joh,  BemoulU  bei  dem  Problem  der  Brachistochrone  die  Fall- 
bewegung  durch  eine  Lichtbew^ung  zu  ersetzen  ^^),  die  in  einem 
horizontal  geschichteten  Medium  vor  sich  geht,  dessen  optische  Dich- 
tigkeit sich  stetig  ändert  und  zwar  so,  dass  die  Lichtgeschwindigkeit 
in  der  Tiefe  h  unter  dem  Anfangspunkte  Ä  proportional  y2gh  ist. 
Dieser  Ansatz  führt  vermöge  des  Brechungsgesetzes  sofort  zur  Diffe- 
rentialgleichung der  Zykloide;  er  ist  aber,  wie  schon  Joh.  BemouUi 
bemerkt  hat,  ebenfalls  anwendbar,  wenn  anstatt  der  Schwere  irgend 
eine  beschleunigende  Kraft  wirkt,  für  die  der  Satz  von  der  Erhaltung 
der  lebendigen  Kraft  gilt.     Ist  also 

so  hat  man 

n  =  l:)/2(Cr+C) 

zu  setzen.  Auch  der  Fall,  dass  die  Brachistochrone  auf  einer  ge- 
gebenen Flache  f(Xy  y,  jer)  =  0  liegen  soll,  lasst  sich  auf  diese  Weise 
erledigen,  denn  diese  Nebenbedingung  bewirkt  nur,  dass  in  den  Ölei- 

chungen  (2)  auf  den  rechten  Seiten  noch  die  Glieder  A  ^- ,  >l  -^ ,  ^^ 

hinzutreten,  wo  A  den  Euler-La^atigeschen  Multiplikator  bezeichnet; 
aus  diesen  Gleichungen  in  Verbindung  mit  f(x,  y,  g)  =  0  ist  die  Bahn 
auf  der  Fläche  zu  bestimmen. 

Die  durch  die  Gleichungen  (2)  definierten  Kurven  treten  auch 
bei  der  Frage  nach  der  Gleichgewichtsgestalt  von  Fäden  auf,  nämlich 

127)  J.  f.  Math.  4  (1829)  =  Werke  6,  p.  25. 

128)  P.  Fermat,  Varia  opera,  Toulouse  1779,  p.  166  =  Oeuvres  1,  p.  175,  8, 
p.  153;  EpistolaA  Emati  Cartesü,  3  (1692),  p.  128,  151;  G.  W.  Leibniz,  Acta  enid. 
Lips.  1692,  p.  185;  Chr.  Huygens,  Trait^  de  la  lumi^e,  Paris  1690. 

129)  Acta  erud.  Mai  1697  =  Opera  1,  p.  187,  deutsch  in  Ostwalds  Klassikeni, 
Heft  46,  wo  man  auch  weitere  geschichtliche  Bemerkungen  findet;  vgl.  auch 
C.  G.  Gerhard,  Geschichte  der  Mathematik  in  Deutschland,  München  1877  und 
E.  Mach.  Mechanik,  3.  Kapitel  §  8,  4.  Kapitel  §  1. 
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wenn  ein  Faden  unter  dem  Einfluss  einer  Kraft,  die  von  einer  Kräfte- 
funktion  n  {x^  y^  z)  herrührt,  in  Gleichgewicht  sein  und  die  Spannung 
den  Wert  —  n{Xy  y,  z)  haben  solP*^). 

Die  Kurven  (2)  sind  der  Gegenstand  vieler  Untersuchimgeu  ge- 
wesen ^'^).  Hervorgehoben  zu  werden  verdient  eine  von  W,  Thomson 
und  P.  6r.  Tau  entdeckte  Eigenschaft*^*),  die  sich  als  Verallgemeine- 
rung eines  berühmten  Satzes  von  C  JP.  Gnuss  über  geodätische  Linien 
krummer  Flachen  auffassen  lässt.  Betrachtet  man  nämlich  bei  ge- 
gebenem n(x,  y,  0)  die  Gesamtheit  der  Kurven  (2),  die  auf  einer 
festen  Fläche  S  senkrecht  stehen,  und  trägt  auf  ihnen  von  den  Punkten 
Ä  aus,  in  denen  sie  8  treffen,  solche  Bogen  AB  ab,  dass  die  Inte- 
grale J,  über  die  Wege  AB  genommen,  alle  denselben  Wert  haben, 
80  bilden  die  Punkte  B  eine  zweite  Fläche,  die  wieder  auf  allen 
durch  sie  gehenden  Kurven  (2)  senkrecht  steht. 

Als  Fortsetzung  der  Arbeiten  von  J,  BernotiUi,  M.  de  Maupertuis, 
P.  S.  La^ace  sind  im  19.  Jahrhundert  P.  Hamütons  dynamische 
Untersuchungen  zu  nennen,  die  durchaus  ihre  Wurzel  in  optischen 
Betrachtungen  haben;  Hamilton  wurde  dabei  zu  der  glänzenden  Ent- 
deckung der  Tconischen  BefraJction  geführt^**).  Genaueres  hierüber 
findet  man  in  den  Artikeln  IV  11  und  12  (P.  Stächet). 

B.  Spezielle  Ausführungen. 

a)  Der  einzelne  Punkt. 

18.  Freie  Bewegung  in  der  Ebene  und  im  Baume.  Zahlreich 
sind  die  Versuche,  die  Ergebnisse  der  Mechanik  des  Himmels,  die  im 
Laufe  des  17.  und  18.  Jahrhunderts  mit  Hilfe  der  höheren  Analysis 
hei^eleitet  worden  waren,  einem  grösseren  Kreise  durch  elementare 
Darstellung  zugänglich   zu   machen;    im  Besonderen   tritt   dabei   das 


180)  W.  Schell^  Bewegung  2,  p.  161  und  P.  AppeU,  Mäcanique  1,  p.  206. 

131)  Von  der  umfangreichen  Litteratur  seien  hier  nur  angeführt:  L,  Euler, 
Petersburg  Comment.  ad  annos  173^36,  p.  186;  Petersburg  Acta  ad  ann.  1777,  2, 
p.  70;  St.  P^tersbourg  M^m.  8  (1817/18),  p.  17,  29,  41;  E.  Boger,  J.  de  math.  (1) 
18  (1848),  p.  41;  E.  Kummer,  Berlin  Monatsber.  1860,  p.  406  =  J.  f.  Math.  61 
(1863),  p.  263;  0,  Bonnet,  Nouv.  ann.  (8)  6  (1887),  p.  835,  564;  E,  Vicaire,  Paris 
CR.  106  (1888),  p.  466;  G.  Barhoux,  Lebens  sur  la  throne  des  surfaces,  2, 
Paris  1889,  livre  6,  chap.  6  u.  7;  P.  AppeU,  M^canique,  1,  p.  201,  678;  L,Fej6r, 
Math.  Ann.  61  (1906),  p.  432. 

182)  Treatise  on  natural  philosophy,  2.  ed.,  IS  p.  353;  vgl.  auch  G.  Bar- 
houx, Le9on8  sur  la  th^orie  des  surfaces,  2,  Paris  1889,  p.  449. 

188)  VgL  far  das  Physikalische  H.  Lloyd,  Phü.  Mag.  (8)  2  (1882),  p.  112, 
207;  Ann.  Phys.  28  (1888),  p.  91,  104,  fOr  das  Dynamische  F.  Klein,  Jahresber. 
d.  D.  M.-y.  1  (1892),  p.  36;  E.  Study,  Jahresber.  d.  D.  M.-V.  14  (1906),  p.  424. 
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Bestreben  hervor,  im  Gegensatz  zu  der  rechnenden  Astronomie  geo- 
metrische Hilfsmittel  zu  verwenden  und  so  wenigstens  eine  Einsicht 
in  die  qualitativen  Verhältnisse  der  Erscheinungen,  vor  allem  bei  der 
Storungstheorie  zu  gewinnen,  um  nur  einige  Namen  zu  nennen,  so 
hat  in  Frankreich  P.  S.  Laplace  selbst  eine  populäre  Darstellung  seiner 
Mechanik  des  Himmels  gegeben  ^^).  In  England  sind  etwa  Miss  Mary 
SommerviUe^^) ,  Sir  John  Herschel^^^  und  ß.  B,  Airy^^'^  anzuf&liren, 
in  Deutschland  A,  F.  Mobius^^\  in  Österreich  J.J,  v.  Litirow^^^);  vgl. 
auch  die  Lehrbücher  von  K.  Israd-HoUsswart^^^  Th,  Epstein^*^)  und 
M.  W.  Meyer  ^^^).  Eine  zusammenfassende  Darstellung  dieser  imi£ang- 
reichen  elementar-astronomischen  Litteratur  wäre  sehr  erwünscht. 

/.  Newton  hatte  aus  deu  Eeplerschen  Gesetzen  sein  Anziehungs- 
gesetz hergeleitet  ^^^).  Dass  umgekehrt  eine  dem  Quadrate  des  Ab- 
standes  reziproke  Zeutralkraft  stets  zu  einer  Eeplerschen  Bewegung 
in  eifi^m  Kegelschnitte  führt,  war  dann  von  Jbh.  BemouUi  gezeigt 
worden  ^^.  Einen  Fortschritt  in  der  Integration  der  hierbei  auftreten- 
den Differentialgleichungen  der  Bewegung 


184)  Exposition  dn  Systeme  du  monde,  Paris  1796,  6.  ^d.  1836  :=>  Oeuvres  6. 
186)  On  the  connexion  of  phydcal  sciences,  London  1834  (zahlreiche  Auf- 
lagen), deutsch  von  K  F.  Klöden,  Berlin  1886. 

136)  A  treatise  on  astronomy,  London  1883,  deutsch  von  Michaelis,  Leipzi|]^ 
1887;  Outlines  of  astronomy,  London  1849  (zahlreiche  Auflagen). 

137)  Gravitation,  an  elementary  explanation  of  the  principal  perturbation« 
in  the  solar  System,  London  1834  (zahlreiche  Auflagen),  deutsch  von  K.  F.  v. 
LiUrow,  Stuttgart  1884,  und  B.  Hoffmann,  Leipzig  1891;  vergl.  auch  B.  Schöne, 
Programm  Realgymn.  Borna  1896,  1908. 

138)  Die  Hauptsätze  der  Astronomie,  Leipzig  1836,  6.  Aufl.  1868,  10.  Aufl. 
besorgt  von  W,  F.  Wislicenus  1903;  Die  Elemente  der  Mechanik  des  Himmel:), 
Leipzig  1848  ==  Werke  4,  p.  1^138;  vgl.  auch  J.  f.  Math.  31  (1846),  p.  174  >::= 
Werke  4,  p.  319.  Möbius  hat  die  Epizyklen  der  Alten  wieder  zu  Ehren  gebracht: 
sie  sind  das  geometrische  Äquivaleiit  der  Reihenentwicklungen  nach  trigono- 
metrischen Funktionen;  vgl.  auch  G.  Mansion,  Bruxelles  Soc.  scientif.  25  A. 
(1901),  p.  71  und  E.  Pasquier,  ebenda  p.  141. 

138*)  Theoretische  und  praktische  Astronomie,  Wien  1821 — 27  (zahlreiche 
Auflagen). 

139)  Elemente  der  theorischen  Astronomie,  Wiesbaden  1885;  Elemente 
der  Astromechanik,  Wiesbaden  1886. 

140)  Geonomie,  Wien  1888. 

141)  Das  Weltgebäude,  Leipzig  1898. 

142)  Principia,  Hb.  1,  Sectio  VIÜ. 

143)  Paris  M^m.  ann^e  1710,  p.  621  =  Opera  1,  p.  470;  BemoiUli  behan- 
delt hier  auch  den  allgemeinen  Fall,  dass  die  anziehende  Kraft  irgend  eine 
Funktion  der  Entfernung  ist;  vgl.  auch  J.  Hennann,  Phoronomia,  Amsterdam 
1716,  p.  78. 
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^^^     d?—  dt~    '^  r»'   de«  -dt—    '^  r^     \r  —^  -i-y ) 

hat  C.  G.  J.  Jacobi  (1842)  gemacht^),  dessen  Verfahren  W,  Thomson 
und  P.  Cr.  TaiY  wieder  aufgenommen  und  vereinfacht  haben  **^). 
Der  Flachensatz  ergibt  nämlich 

(2)  xjf-'yx  =  c, 

und  aus  (1)  folgt  durch  Multiplikation  mit  (2): 

^d«  ~       '^  dtV'      ^'di~^  dtV 

Diese  Gleichungen  lassen  sich  unmittelbar  integrieren^  und  wenn  man 
mit  den  so  erhaltenen  Ausdrücken  für  x  und  y  abermals  den  Flächen- 
satz bildet,  ergiebt  sich  sofort  die  Gleichung  des  Kegelschnittes.  Die 
Methode  von  Jacobi  führt  auch  dann  zum  Ziel,  wenn  die  Grösse  F 
der  Zentralkraft  irgend  eine  homogene  Funktion  der  Dimension  —  2 
von  X  und  y  ist^*^*).  Eine  andere  Methode  der  Integration,  die  die 
Differentialgleichung  der  Bahn  liefert,  sobald  F  allein  von  ir  ==  r  cos  q) 
und  y  =  r  sin  9  abhängt,  also  sf  und  t  nicht  enthält,  beruht  auf  der 
Formel  von  J.  Binet^^^): 


Neben  dem  nach  ihm  benannten  Anziehungsgesetze  hatte  /.  Newton 
auch  den  Fall  betrachtet,  dass  F  irgend  einer  Potenz  von  r  proportional 
ist,  und  bewiesen,  dass  schon  sehr  kleine  Abweichungen  des  Exponenten 
von  —  2  merkliche  Perihelbewegimgen  zur  Folge  haben  würden  **^. 
Die  Annahme  F  =  ar^  ist  dann  im  19.  Jahrhundert  wiederholt  unter- 
sucht worden  ^^).     Im  Besonderen  hat  J,  Cl,  Maxwell  bei  seinen  Unter- 


144)  J.  f.  Math.  24  (1842)  p.  5  »  Werke,  Bd.  4,  p.  281. 

145)  Treatise,  p.  27;   vergl.  auch  H.  Hart,  Messenger  (2)  9  (1880),  p.  181. 
146*)  Für  den  Fall,  dass  F  ein  homogene  Funktion  yon  x  und  y  beliebiger 

Dimension  ist,  vergl.  W.  Stekloff,  Moskau,  Phys.  Sect.  9,  Heft  1,  p.  16;  dort  auch 
weitere  Litterator. 

146)  J.  ^c.  polyi  cah.  20  (1831),  p.  249;  M,  Jüüien,  Problämes  1,  p.  312  und 
P.  Appell,  M^canique  1,  p.  370,  373;  Verallgemeinerung  von  G.  Pennaeckietti, 
Caiania  Atti  Acc.  Gioenia  (4)  14  (1901),  Nr.  2.  Die  Anwendung  der  Binetachen 
Formel  stösst  auf  Schwierigkeiten,  wenn  die  Tangente  der  Bahn  durch  das  An- 
siehungszentrum  geht  oder  wenn  die  Bahn  einen  Rückkehrpunkt  besitzt,  ygl. 
H.  G,  Zeuthen,  Tidsskr.  (4)  4  (1880),  p.  8. 

147)  Principia,  lib.  1,  sectio  9,  prop.45;  vgl.  auch  M,Ju(lien,  Problämes  1, 
p.  324. 

148)  Die  Litteratur  der  älteren  Zeit  findet  man  bei  P.  van  Geer,  Onderzoek 
eener  b^zondere  Omstandigheid   der  centrale  Beweging,   Leiden  1872.    Femer 
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suchuDgen  aus  der  kinetischen  Gastheorie  eine  der  f&nften  Potenz  der 
Entfernung  umgekehrt  proportionale  Anziehung  der  Ghtsmoleküle  heran- 
gezogen ^**). 

Ä,  Claircmt  hatte  zuerst  geglaubt,  dass  zur  Erklärung  der  Be- 
wegung des  Mondperigäums  das  ^eu^^sche  Qesetz  nicht  ausreiche, 
da  eine  erste  Näherung  Werte  ergab,  die  mit  den  Beobachtungen 
nicht  übereinstimmten,  und  hat  deshalb  statt  des  ^etc^^onschen  Gesetzes 
ein  Kraftgesetz  der  Form  ar~^  -|-  &r"'  angenommen  (Paris  Mem.  1743, 
1745),  er  kehrte  aber  in  der  Theorie  de  la  Lime,  Paris  1752,  zu  den 
^<?u;^anschen  Gesetze  zurück,  da  es  bei  genauerer  Rechnung  zu  einer 
befriedigenden  Darstellung  der  Erscheinungen  führte.  Die  Form 
ar"'^  +  6r~*  ergibt  sich  als  erste  Näherung,  wenn  man  die  Anziehung 
eines  abgeplatteten  Rotationsellipsoides  betrachtet  imd  hat  daher  das 
Interesse  der  Astronomen  erregt;  es  ist  bemerkenswert,  dass  dabei 
kein  säkulares  Glied  in  der  mittleren  Bewegung  auftritt  ^^).  Allge- 
meine Untersuchungen  über  die  Form  at^  -\'hf^  hat  G.  Schauten  an- 
gestellt^^*). Man  hat  femer  die  Form  cf^^ir*  herangezogen,  die 
einer  Absorption  der  Gravitation  in  dem  vermittelnden  Medium  ent- 
spricht ^^^),  und  es  sind  im  Zusammenhange  mit  der  Molekulartheorie 
und  ihrer  Verwendung  für  Optik  und  Kapillarität  Sätze  für  beliebige 
F(r)  aufgestellt  worden'^***^).    Endlich  haben  sich  bemerkenswerte  Be- 


seien  genannt:  H.  Th.Noth,  Diss.  Jena  1869;  A.  Legaux,  Nouv.  ann.  (2)  19  (1S80), 
p.  840;  Ä.  G.  Greenhül,  London  Math.  Soc.  Pioc.  22  (1891),  p.  264  nnd  P.  G.  Tait 
and  W.  J.  SUele,  Dynamics,  Cambridge  1856. 

149)  Siehe  etwa  Theory  of  heat,  London  1871. 

150)  P.  A.  Hansen,  Astr.  Nachr.  88  (1854);  H,  Sediger,  Astr.  Nachr.  91 
(1878),  p.  198;   H.  GyUin,  Paris  C.  R.  91  (1880),  p.  957. 

150»)  Nienw  Archief  13  (1886),  p.  11,  117,  14  (1887),  p.  1;  Amsterdam  Veral. 
ed  meded.  (3)  3  (1887),  p.  373;  Arch.  n^erl.  22  (1887),  p.  158,  892;  yergl.  aach 
H.  Gylden,  Stockholm  öfV.  17  (1879),  p.  1. 

160»»)  H.  Seeliger,  Astr.  Nachr.  187  (1895),  p.  129;  München  Ber.  26  (1896), 
p.  373;  C.  Neumann,  Allgemeine  üntersnchnngen  über  das  Newtonsche  Prinzip 
der  Femwirkungen,  Leipzig  1896;  A.  Korn,  München  Ber.  88  (1908),  p.  888,  563. 

150^)  Anf  die  physikalische  Litteratur  kann  hier  nicht  eingegangen  werden. 
Von  den  zahlreichen  mathematischen  Untersuchungen  seien  nur  angeführt:  L.  Euler, 
Petersburg  Nov.  Gomment.  ad  annosl752 — 1755,  p.l64;  K.H.SeheUbadi,  J.f.Math.45 
(1858),  p.  265;  J,  Fr.  Stader,  J.  f.  Math.  46  (1853),  p.  262;  A.  Clebsch,  Yotlesimgen 
über  Mechanik  (autographiert),  Karlsruhe  1858;  M.Jullien,  Probl^mes  1,  p.  311 
(hier  auch  weitere  Litteratur);  /.  Boussinesq,  Paris  C.  R.  84  (1877), p.  944;  85  (1877), 
p.  66,  638;  D.  J.  Korteweg,  Amst.  Versl.  ed  meded.  20  (1884),  p.  249;  Arch.  neerl. 
21  (1886),  p.  201;  Wien  Ber.  93  (1886),  p.  995;  0.  Staude,  Dorpat  Nat.  Ges.  10 
(1898),  p.  828;  R.  Lehmann- Filhes,  Astr.  Nachr.  145  (1898),  p.  888;  /.  r.  Vieth, 
Zeitschr.  Math.  Phys.  48  (1902),  p.  249. 
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Eiehungen  zwischen  den  Bewegungen  ergeben^  die  zu  verscliiedenen 
Gesetzen  der  Anziehung  gehören  ^^^). 

Auch  die  Bewegungen  eines  Teilchens,  die  sich  auf  Grund 
dektrodynamischer  Elementargesetze  ergeben,  sind  genauer  erforscht 
worden,  jedoch  ist  die  Hoffiiung,  die  man  daran  knüpfi;e,  zu  einer 
elektromagnetischen  Erklärung  der  Gravitation  zu  gelangen,  nicht  in 
Erfüllung  g^angen^^^).  In  diesem  Zusammenhange  wären  noch  die 
nodemen  Untersuchungen  über  die  Bewegung  eines  Elektrons  zu 
lennen,  die  aber  freilich  aus  dem  Rahmen  der  elementaren  Dynamik 
leraustreten;  es  möge  genügen,  hier  die  Namen  M.  Ahrahum, 
Bl  A.  LorentZy  K.  Schwareschildy  A,  Sommerfeld  zu  nennen. 

Viele  Autoren  haben  sich  mit  dem  Problem  der  Bewegung  eines 
Punktes  beschäftigt,  der  Ton  zwei  festen  Zentren  nach  dem  Newton- 
ichen  Gesetze  angezogen  wird.  Für  die  Astronomie  haben  diese 
Jntersuchungen  bis  jetzt  keine  Verwendung  gefunden;  für  die  Mathe- 
natik  aber  sind  sie  wichtig  geworden,  denn  es  ist  bei  ihnen  das  Addi- 
ionstheorem  der  elliptischen  Integrale  erster  Gattung  aufgetreten,  und 
de  haben  den  Anstoss  zu  der  Einführung  der  elliptischen  und  damit 
kllgemeiner  der  krummlinigen  Koordinaten  gegeben  ^^^).   Man  hat  das 


161)  L.  BoUzmann,  Prinzipe  1,  1897,  p.  88;  P,  StäcM,  Gott.  Nachr. 
.898,  p.  167;  vgl.  auch  IV  11  (P.  StäckeT),  Abschnitt:  Transformation  der  Be- 
legungen. 

162)  C.  Seegers,  Diss.  Göttiugen  1864;  TT.  Scheibner,  Zeitschi*.  Math.  Phys. 
.8  (1868),  p.  87;  Leipzig  Ber.  49  (1897),  p.  678;  F.  G.  HolzmüUer,  Diss.  Halle 
.870  =  Zeitschr.  Math.  Phys.  6  (1870),  p.  69;  F.  Tisserand,  Paris  C.  R.  76  (1872), 
>.  760;  E.  Biecke,  Gott.  Nachr.  1874,  p.  666;  G.  Loüing,  Diss.  Göttingen  1882; 
^ora  Acta  Leopold.  44  (1888),  p.  273—886;  M,  LSvy,  Paris  C.  R.  96  (1882),  p.  986; 
1.  Servua,  Diss.  Halle  1886;  0.  Liman,  Diss.  Halle  1886;  E,  Ritter,  Zeitschr. 
iaih.  Phys.  87  (1892),  p.  8;  ^.  Oppenheim,  Jahresber.  des  k.  k.  Akad.  Gymn. 
Vien  1894^6;  vgl.  auch  Y  2,  Nz.  21  bis  24  (J.  Zenneck)  und  VI  2  28  {S.  Oppenheim), 

168)  L.  Euler,  Berlin  M^m.  ann^e  1760  (1767),  p.  228;  Petersburg  Not. 
'omment.  10  ad  annum  1764  (1766),  p.  207;  11  ad  annum  1766  (1767),  p.  162; 
r.  L.  Lagrange,  Mise.  Taur.  2  (1762)  ==  Oeuvres,  1,  p.  868;  M^canique  2,  sect.  7, 
hap.  3;  A.  M.  Legendre,  Ezercices  de  calcul  integral  2,  Paris  1817;  Trait^  des 
onctions  elliptiques  1,  Paris  1827,  p.  411;  C.  G,  J.  Jacobi,  Dynamik  1842/48, 
19.  Vorlesung;  J.  f.  Math.  29  (1846)  »  Werke  4,  p.  466;  J.  LiauvtOe,  J.  de 
nath.  (1)  12  (1847),  p.  410;  A.  Besboves,  J.  de  math.  (1)  18  (1848),  p.  369; 
^.  A.  Serret,  J.  de  math.  (1)  18  (1848),  p.  17;  Note  2  zu  Bd.  2  der  Ausgabe 
ler  M^canique  tou  Lagrange,  Paris  1868;  0.  Bonnet,  Note  6  zu  derselben 
lusgabe;  A.  Desboves,  Paris  C.  R.  47  (1868),  p.  708;  L.  Königsberger,  Diss. 
Berlin  1860;  A,  Cayley,  Brit.  Ass.  1862  =  Papers  4,  p.  618;  /.  Frätorius, 
HsB.  Breslau  1868;  B.  Th.  HiÜsen,  Berlin  1869;  P.  Perlewite,  Diss.  Leipzig 
878  «  Zeitschr.  Math.  Phys.  18(1878),  p.  68;  B,  Closterhalfen,  Diss.  Bonn  1874; 
1.  G.  Greenhill,  London  Math.  Soc.  Proc.  11  (1880)  p.  104;    G.  Morera,  Giom. 
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Problem  auch  durch  Wahl  anderer  Anziehungsgesetze  und  durch  Hin- 
zunähme  weiterer  fester  oder  nach  gegebenem  (besetze  beweglicher 
Zentren  erweitert^"). 

Die  umgekehrte  Aufgabe^  aus  bekannten  Eigenschaften  der  Be- 
wegungen das  Gesetz  der  Kraft  zu  ermitteln,  hatte  J.  Newton  f£Lr  die 
Kepler^chen  Bewegimgen  in  einem  Kegelschnitte  gelöst.  Zu  einem 
allgemeineren  Probleme  dieser  Art  fOhrte  im  19.  Jahrhundert  die 
Theorie  der  Doppelsteme.  Die  Beobachtungen  zeigen  nämlich ,  dass 
die  scheinbare  Bahn  eines  Doppelstemes  am  Himmelsgewölbe  um  den 
anderen  eine  Ellipse  ist,  bei  der  sich  der  andere  Stern  jedoch  nicht 
in  einem  Brennpunkte  befindet,  und  dass  diese  Elb'pse  nach  dem 
Flächensatze  durchlaufen  wird;  der  feste  Endpunkt  des  BadiusTcktors 
liegt  dabei  in  dem  zweiten  Stern.  Um  das  Gesetz  der  Kraft  zu 
finden,  mit  der  sich  die  Doppelsteme  anziehen^  hat  man  also  die 
Aufgabe  zu  lösen,  alle  Kraftgesetze  zu  ermitteln,  die  allein  von  der 
Lage  des  bewegten  Punktes  abhängen  und,  wie  auch  die  Anfangs- 
bedingungen gewählt  seien,  eine  Bewegung  in  einem  Kegelschnitte 
ergeben.  Dieses  zuerst  von  A,  Yvon  ViUarceau^^^)  gestellte  und  ge- 
löste Problem  ist  dann  von  J,  Bertrand^^  von  neuem  behandelt 
worden.  Es  hat  sich  ergeben,  dass  die  Kraft,  wenn  sie  nur  von  der 
Entfernung  abhängen  soll,  entweder  der  Entfernung  proportional  oder 

di  mat.  18  (1880),  p.  34;  0.  Staude,  Dorpat  Nat.  Ges.  8  (1887),  p.  249;  Acto 
math.  10  (1887),  p.  18S;  G.  Darbotix,  Note  in  seiner  Ausgabe  der  M^canique 
von  Lagrange  2,  Paris  1889,  p.  349;  i2.  Hausmer,  Diss.  Göttingen  1889  -«  Giom. 
di  mat.  29  (1891),  p.  276,  379;  P.  Novikoff,  Arbeiten  d.  7.  Vers.  russ.  Natf.  n. 
Ärzte,  St.  Petersburg  1890,  Math.  Abt.  p.  38;  G.  Bonacini,  Giom.  di  mat  26 
(1889),  p.  852;  28  (1890),  p.  44,  182;  J.  Ändrade,  J.  ^c.  polyt.  cah.  60  (1890),  p.  1; 
G.  Mühle,  Diss.  Halle  18U4;  H.  Franzen,  Diss.  Halle  1896;  N,Saltykoff,  Charkow 
Math.  Qes,  (2)  7  (1900),  p.  1;  C.V.L.Charlier,  Mechanik  des  Himmels  1,  Leipzig 
1902,  p.  117;  A.  M.  HUteheiUl,  Am.  Math.  Soc.  Bull.  (2)  11  (1905),  p.  482. 

154)  J,  L.  Lagrange  fugte  ein  in  der  Mitte  der  Yerbindungsstrecke  der 
Zentra  liegendes  drittes  Zentrum,  hinzu,  das  proportional  der  Entfernung  anzieht 
(ygL  C.  G.  J.  Jacohi,  Dynamik,  29.  Vorlesung);  0.  Bonnet,  Note  in  der  Bertrand- 
sehen  Ausgabe  der  M^canique  yon  Lagrange,  Paris  1855;  A.  G,  Wijihoff,  Nieuw 
Archief  (2)  3  (1896),  p.  1.  Andere  Gesetze  der  Anziehung  haben  untersucht 
W.  Velde,  Programm  Berlin  1889  und  Fr.  WoOer,  Diss.  Kiel  1905;  dieser  lässt 
das  eine  Zentrum  anziehen,  das  andere  abstossen,  was  für  i%.  Lenards  Theorie 
der  Dynamiden,  Ann.  der  Physik  (4)  1  (1903),  p.  714  von  Bedeutung  ist. 

155)  Connaissance  des  temps  pour  1852;  vgl.  auch  J.  Casey,  Quart  J. 
of  math.  5  (1862).  Aber  schon  J.  Hermann ,  Phoronomia,  Amsterdam  1716, 
p.  74,  hatte  gefragt,  welches  Anziehungsgesetz  gewählt  werden  müsse,  damit 
die  Bahnen  algebraische  Kurven  seien. 

156)  Paris  C.  ß.  77  (1873),  p.  849;  84  (1877),  p.  671,  731,  944;  86  (1877), 
p.  65;  118  (1894),  p.  18. 
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ihrem  Quadrate  amgekehrt  proportional  sein  muss;  da  aber  bei  dem 
ersten  Gesetze  der  andere  Stern  stets  im  Mittelpunkte  der  Bahnellipse 
stehen  müsste^  so  ist  das  zweite  anzunehmen.  J.  Bertrand  hat  das 
Emblem  dahin  erweitert,  dass  die  Bahn,  wenn  nur  die  Anfangs- 
geschwindigkeit unter  einer  bestimmten  Grenze  liegt,  immer  eine  ge- 
schlossene Kurve  sein  soll,  und  dieselben  Gesetze  gefunden.  An 
Bertrands  Veröffentlichungen^^^  hat  sich  eine  erhebliche  Litteratur 
ingeschlossen  ^^^. 

14.  Bewegnng  auf  einer  Kurve.  Dass  sich  ein  materieller  Punkt  ^ 
iuf  einer  vorgeschriebenen  ebenen  Kurve  bewegt,  lässt  sich  erreichen, 
ndem  man  ihn  an  einem  gewichüosen  Faden  befestigt  und  diesen 
iber  die  Evolute  der  gegebenen  Kurve  spannt;  Chr.  Huygens  ist  sogar 
iurch  die  Frage,  wie  man  die  Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf 
nner  Gjkloide  verwirklichen  könne,  zu  seiner  Theorie  der  Evoluten 
geführt  worden  ^^^.  Ist  die  vorgeschriebene  Bahn  eine  Raumkurve, 
IG  hat  man  G.  Monges  Lehre  von  den  Filarevoluten  heranzuziehen, 
lie  kürzeste  Linien  der  abwickelbaren  Fläche  der  Krümmimgsachsen 
rind^^);  aber  es  genügt  jetzt  nicht  ein  einziger  Faden,  vielmehr  muss 
man  einen  zweiten  hinzunehmen,  der  bewirkt,  dass  der  erste  immer 
lie  Richtung  der  Tangente  der  Filarevolute  beibehält  ^•^).  Bei  dem 
Kreispendel  kann  man  statt  des  Fadens  auch  eine  gewichtlose  Stange 


157)  G,  LespiaüU,  Bull,  sciences  math.  (1)  4  (1873),  p.  393;  M,  CheviUiet,  Nouv. 
inn.  (2)  13  (1874).  p.  97;  G.  Darboux,  Paris  C.  B.  84  (1877),  p.  760,  936;  Bull. 
Boc.  math.  de  Fiance  5  (1877),  p.  100;  Note  XII  in  der  M^canique  von  Ch.  Despeyrous, 
1,  Paris  1884;  G,  Hdlpken,  Paris  C.  B..84  (1877),  p.  D39;  Bull.  soc.  philomat.  (7) 
1(1878),  p.  89;  G.  Battaglini,  B^m  Acc.  Line.  Rend.  (3)  2  (1877),  p.  211;  Giom. 
di  mal  17  (1879),  p.  43;  J,  W.  L.  Glaisher,  Monthly  Notices  39  (1878),  p.  79; 
F.  Äocct,  Torino  Atti  14  (1879),  p.  769;  Paris  C.  R.  88  (1879),  p.  909;  U.  DaineUi, 
Giom.  di  mat.  18  (1880),  p.  271;  19  (1881),  p.  171;  JB.  Hoppe,  Arch.  Math.  Phys. 
56  (1880),  p.  107,  328;  H.  Besdl,  Paris  C.  R.  90  (1880),  p.  889,  937;  F.  Imsche- 
neUk^,  Bordeaux  M^m.  soc.  sei.  phys.  et  nat.  (2)  4  (1880),  p.  31;  P.  Kindel, 
Dias.  Halle  1884  =>  Archiv  Math.  Phys.  (2)  15  (1895),  p.  262;  G.  Koenigs, 
Bull.  soc.  math.  de  France  17  (1889),  p.  153;  P.  Appell,  Am.  J.  of  math.  13  (1890), 
p.  261;  M^caniquel,  p.  387;  F.Porro,  Palermo  Circ.  mat.  Rend.  5  (1891),  p.  51; 
8.  Hirayama,  Tokio  Math.  Ges.  4  (1891),  p.  261 ;  Ch,  CeUirier,  Bull,  sciences  math. 
(1)  15  (1891),  p.  145;  C.  SUphanos,  Archiv  Math.  Phys.  (3)  2  (1901),  p.  147  und 
Paris  C.  R.  140  (1905),  p.  1318;  P.  J.  Suchar,  Paris  C.  R.  135  (1902),  p.  679; 
Nouv.  ann.  (4)  2  (1902),  p.  123,  248;  V.Jamet,  Nouv.  ann.  (4)  2  (1902),  p.  348. 

159)  Horologium  oscillatorium,  Paris  1673;  vgl.  UI  D  1,  2  Nr.  16  (H. 
V.  Mangoldt). 

160)  Paris  U6m.  sav.  dtr.  10  (1785);  vgl.  m  D  1,  2  Nr.  83  {H,  v.  Mangoldt). 

161)  E.  Budde,  Mechanik  1,  p.  186.  FOr  die  Cykloide,  als  Kurve  im  Räume 
aufgefaßt,  hat  bereits  Chr.  Huygens  zwei  Fäden  in  Anwendung  gebracht. 

EncyUop.  d.  math.  WiMensch.    lY  1,  i.  83 
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nehmen.  In  anderen  Ullen  lasst  sich  die  Bew^ong  dnich 
oder  Rohren  Ton  der  Gbstalt  der  vorgeschriebenen  Bahn  erzwingen  ^''), 
und  man  muss  diese  Art  anwenden,  wenn  die  Bew^ping'  in  einer 
Kurre  erfolgen  soll,  die  sich  in  vorgeschriebener  Weise  bewegt  ^^. 
Man  kann  jedoch  auch  von  einer  solchen  Bealisierong  der  Bewegung 
ganz  absehen  und  den  in  einer  Kurve  bewegten  Punkt  als  den  re- 
präsentierenden  Punkt  für  eine  Bewegung  mit  einem  Ghrade  der  Frei- 
heit ansehen;  solche  Bewegungen  kommen  in  der  Technik  sehr 
häufig  vor,  da  die  meisten  praktisch  verwendeten  Mechanismoi 
zwangsläufig  sind.  Bei  einem  Ghrade  der  Freiheit  ist  die  Einf&hmng 
des  repräsentierenden  Punktes  schon  sehr  alt;  denn  nachdem  G.  Chdäei 
die  Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  einem  Kreise  in  einer 
Vertikalebene,  also  das  mathematische  Pendel,  behandelt  hatte  ^'^), 
stellte  M.  Mersenne  1646  die  Frage  nach  der  Lage  des  Schwingungi- 
mittelpunktes  eines  physikalischen  Pendels,  das  heisst  nach  dem  maÜie- 
matischen  Pendel,  das  dieselbe  Schwingungsdauer  hat,  wie  der  be- 
trachtete um  eine  horizontale  Axe  drehbare  schwere  Körper,  eine 
Frage,  die  1673  von  Ch.  Huygens  beantwortet  wurde  ^^). 

Die  Kurve  heisst  glatt,  wenn  ihre  Reaktion  entgegengesetzt  gleieh 
der  Resultante  aus  der  Zientrifugalkraft  und  der  Normalkomponente  der 
wirkenden  Kraft  ist,  dagegen  rauh,  wenn  die  Reaktion  noch  eine  Tan- 

168)  Der  kleine  Körper^  der  als  materieller  Punkt  an^seben  wird,  darf  in 
der  Rinne  oder  Röhre  nur  gleiten,  nicht  rollen.  Wenn  also  G.  Grtüüei  (Discorn 
1688)  Kugeln  die  Fallrinne  herabrollen  lässt,  so  bewegen  diese  sich  nicht  wie 
ein  schwerer  Punkt  auf  einer  schiefen  Ebene,  vielmehr  wird  ein  Teil,  n&mUch  %, 
der  durch  den  Fall  gewonnenen  Energie  in  Energie  der  Drehung  der  Kugeln 
verwandelt. 

168)    Solche    sich    bewegende  Röhren    verwandten    schon   Joh.  BemauUi, 
Opera  4  (1742),  p.  248  (Bewegung   eines  Punktes   in   einer   schrägen    geraden 
Röhre,  die  sich  um  eine  vertikale  Achse  dreht);  Ä.  Clairaut,  Paris  M^.  ann^ 
1742  (1746),  p.  1 ;  X.  Euler,  Opuscula  varii  argumenti  1  (1746),  p.  1 ;  Daniel  Ber- 
nouUiy   Berlin  Mäm.  annäe  1745  (1746),   p.  74;   J.  L.  Lagrange,   Mise.  Taor.  i 
(1760/61)  =  Oeuvres  1  (1867),  p.  898;  J.  J,  Ä.  Ide,  System  der  Mechanik,  Boriin 
1802;  Ä.  M.  Amphre,  Ann.  de  Gergonne  20  (1829),  p.  87  und  L.  Euler,  Open 
posthuma  1862,  2,  p.  74,  86,  114. 

164)  Dialogo  sopra  i  massimi  due  sistemi  del  mondo,  Florenz  1682  (dentaeb 
von  E.  Strauss,  Leipzig  1891);  Discorsi  1688,  erster  Tag,  Ostwalds  Klanito 
Heft  11,  p.  75^  83:  Isochronismus  kleiner  Pendelschwingungen;  die  im  tiefistai 
Punkte  erlangte  Geschwindigkeit  giebt  den  Impuls,  der  grade  ausreicht  sa  ^^ 
Erhebung  auf  die  Höhe,  aus  der  der  Punkt  gefallen  war. 

166)  Horologium  oscillatorium,  Paris  1673.     Huygens  grab  auch  die  Foini«^ 

für  die  Dauer  kleiner  Schwingungen   r=«T/--  {l  Pendellange);  die  Fonnd 
f5r  endliche  Schwingungen  rührt  von  X.  Euler  her,  Mechanica  1786. 


14»  Der  einzelne  Pnnkt:  Bewegung  auf  einer  Kurve.  501 

gentialkomponente  besitzt^  also  Reibung  stattfindet  ^^^).  Einseitige  Fesse- 
lungen ^  wie  sie  durch  Fäden  oder  Rinnen  bewirkt  werden,  erfordern, 
dass  der  Drack  des  bewegten  Punktes  gegen  die  Fessel  gerichtet  ist; 
Terschwindet  der  Druck  mit  Vorzeichenwechsel,  so  verlässt  der  Punkt 
die  Zwangsbahn  und  beginnt  sich  frei  zu  bewegen  ^^^). 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  wirkende  Erafk   bei  der  Be- 
wegung auf  einer  festen,  glatten  Kurve  eine  Funktion  des  Ortes  ist, 
lasst  sich  nach  C,  G.  J.  Jacobi*  die  Zeit  als  Funktion  der  Bogenlänge 
durch  eine  Quadratur  ausdrückend^).     Dasselbe  gilt  nach  A,  Mayer 
fftr  eine  ebene  rauhe  Kurve,   wenn   die  Reibung  dem  Normaldrucke 
proportional  ist  und   die   wirkende   Kraft   in  der  Ebene   der  Kurve 
liegt  ^•^.   Bei  den  rauhen  Kurven  und  bei  der  Bewegung  in  einem  wider- 
stehenden Mittel  gewinnt  auch  das  Problem  des  Gleichgewichtes   ein 
gewisses   Interesse  ^^^).     Die   kleinen   Schwingungen  um   eine   solche 
Gleichgewichtslage   stehen   in   Zusammenhang   mit   der  Konstruktion 
der    Galvanometer,    bei    denen   schwingende  Magnetnadeln   verwandt 
w^erden.     Durch  das  Hinzutreten  einer  Reibungskraft  kann  sich  näm- 
lich die  periodische  Bewegung  in  eine  aperiodische  verwandeln,   bei 
der  asymptotische  Annäherung  an  die  Gleichgewichtslage  stattfindet  ^^^*). 
Was   die  beweglichen  Kurven  betrifft,   so  sei  auf  die  Angaben 
Ton  -Sf.  JttKiew  "*)  und  P.  van  Geer"*)  verwiesen.     Noch  allgemeiner 
ist  die  Annahme,  dass  die  vorgeschriebene  Bahn  im  Laufe  der  Zeit 
liage  und  Gestalt  ändere.    Die  LagrangcBohe  Gleichung  für  den  Para- 
meter q  behält  dann  ihre  Form: 

166)  E.  J.  Bouih,  Dynamik  1,  p.  460  nennt  eine  Kurve  auch  dann  rauh^ 
'wenn  die  Bewegung  in  einem  widerstehenden  Mittel  vor  sich  g^ht,  so  dass  der 
Heibungswiderstand  des  Mittels  eine  tangentiale  Komponente  liefert;  siehe  auch 
XV  1  (Ä.  Voss)  p.  68—69,  Anm.  186  a. 

167)  Ausführliche  Untersuchung  für  das  Kreispendel  als  Fadenpendel  bei 
J^.  Nouvd,  Programm  Gymn.  Cöthen  1886,  E.  Budde,  Mechanik  1,  p.  201  und 
O.  Schau,  Diss.  Kiel  1906;  vgL  auch  Anmerkung  179. 

168)  J.  f.  Math.  24  (1842),  p.  6  —  Werke  4,  p.  263;  vgl.  P.  ÄppeU,  M^- 
canique  1,  p.  422. 

169)  Leipzig  Ber.  1898,  p.  879. 

170)  M.  JuUien,  Probl^mes  1,  p.  74;  A.  de  Saint-Gertnain,  Exercices,  Paris 
1877,  p.  11. 

170*)  S.n.Poisson,  Mäcanique  2.  ^d.  1  (1888),  p.  361;  C.  F.  Gauss,  Werke 
e,  p.  894  (1887);  E.  du  Bats-Beymond,  Berlin  Monatsberichte  1869,  p.  807,  1870, 
p.687,  1878,  p.  748,  1874,  p.  767;  vgl.  auch  E.  Blecke,  Zur  Lehre  von  der  aperio- 
dischen D&mpfung  und  zur  Galvanometrie,  Göttingen  1888  sowie  Nr.  20  dieses 
Artikels. 

171)  Probl^mes  2,  p.  286. 

172)  Nieuw  Arch.  for  wisk.  7  (1881),  p.  164;  dazu  Ph,  Gilbert,  Bruxelles 
Aul  boc.  scient.  6  (1882),  p.  270,  7  (1882),  p.  11. 
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dt\dq)  dq  ^' 

aber  T  wird  eine  Funktioii  zwraten  Grades  yon  ^  deren  KodBzientBii 
q  und  ^  enthaltMi^^. 

Anstatt  die  Bewegung  auf  einer  Torgescliriebenffli  Kurre  za  unter- 
suchen, kann  man  auch  nach  den  Kurven  öragen,  bei  denffli  der  Be- 
wegung gegebene  fügenschaften  zukommen.  Problnne  dieser  Art 
sind  die  der  Brachistochronen^'^^)  und  der  ToMäoekronen^'^f  die  wihrmd 
des  18.  Jahrhunderts  längere  Zeit  im  Mitiselpunkt  des  mathematischen 
Interesses  gestanden  haben,  aber  auch  noch  im  19.  Jahrhundert  viel- 
&ch  behandelt  worden  sind.  Hierhin  gehört  auch  die  Frage  nach 
der  Kuire  jachen  Xonnaldruckes  bei  einem  für  d^o.  Baum  gegebenen 
Gesetze  der  Kraft  ^^•^. 

1&*  Bewegung  auf  emer  krummen  Vläebe.  Weam  ein  mate- 
rieller Punkt  auf  einer  yorgeschriebenen  krummen  Fliehe  bleiben 
oder  sich  darauf  bewegen  soll,  kann  die  Fessel^  der  die  Zwangs- 
krafi:  entspringt^  eine  Schale  von  der  Gestalt  dieser  Flache  sein  (ein* 
seitige  Bedingung),  oder  man  kann  zw^  parallele  Schalen  nehmen, 
zwischen  denen  der  Punkt  ^itet.  In  manchen  Fallen  ist  auch  eine 
Realisierung  der  Bedingung  durch  Faden  oder  Stangen  möglich;  eine 
allgemeine  Konstruktion ,  die  den  Pimkt  mittels  Fäden  oder  Stangm 
an  die  Flache  fesselt^  ist  noch  nicht  gegeben  worden  ^^.  Man  kann 
jedoch  auch  allgemeiner  den  auf  einer  krummen  Flache  bewegten 
Punkt  als  repräsentierenden  Punkt  fb  eine  Bewegung  mit  zwei  Grraden 
der  Freiheit  aufiassen^  wobei  der  Ausdruck  der  lebendigen  Kraft  das 
Quadrat  des  Linienelementes  der  Flache  liefert  ^^^. 


^ 


173)  P.  Äppeü.  Mecaniqne  I,  p.  454. 

174)  «Tenaaere  Angaben  nnd  Litfceratar  in  Nr.  12  diesee  ArtikelB. 

175)  >fonographien  über  die  Tantochzonen  gaben  C.  Oftffmaiifi,  Programm 
fiezlin  1872  nnd  F.  Amntleo,  Monognfia  delle  cnzre  tantoczone,  ATellxno  1S)«S. 
Seitdem  ist  wieder  eine  betarachtliche  Littemtor  zn  yazeichnen,  ans  der  nnr  ui- 
geführt  sei  G.  Koeniga,  Paria  C.  EL  96  (1H98),  p.  969;  J.  Hadamarä,  Bordeau 
Soc.  8gL  math.  et  nat.  (8)  5  (I893\  p.  196;  P.  AppelL  Mecaniqne  U  p.  443. 

176:  Jok.  BemoHlU,  Acta  emd.  Lips.  169ö  »  Opera  1,  p.  132:  G.  F.  de  VEm- 
paed,  Parid  Ift^m.  annee  1700,  p.  9;  Jf.  Jullien,  E^blemes  1,  p.  406 — 110: 
L.  Lecamu,  BolL  aoc.  math.  de  Fzance  32  (1904),  p.  50  (Fall  der  Schwere:  tior 
Hodograph  ist  ein  Kegelschnitt,  die  Bewegung  in  ihm  eine  Planetenbewegting). 

17r;  E.  Bmlde,  Mechanik  1,  p.  208.  Für  die  Flüchen  zweiter  Ordnung  wird 
mim  die  Fadenkonstruktionen  von  0.  Staude,  Math.  Ann.  20  ^1882),  p.  147,  27 
(1886^»,  p.  253,  Fokaleigenschaffcen  der  Flikhen  zweiter  Ordnung,  Leipzig  1896, 
heranzuziehen  haben. 

178;  VgL  Nr.  t  dieses  Artikels.  Ein  achOnes  Beispiel  hierfür  ist  das  Problem 
Ton  Glocke  und  Klöppel;  vgL  A^  Föppl,  Dynamik,  1.  Aufl.,  p.  290. 
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Bei  einer  emseitigen  Fesselung,  wie  sie  durch  eine  Schale  oder 
bei  dem  Raumpendel  durch  einen  Faden  hervorgerufen  wird,  yerlässt 
der  Punkt  die  Zwangsbahn ,  falls  die  Reaktion  mit  Zeichen  Wechsel 
yerschwindety  und  beginnt  sich  frei  zu  bewegen;  was  bei  einem  aber- 
maUgen  Auftreffen  auf  die  Flache  geschieht,  lässt  sich  nur  angeben, 
wenn  Voraussetzungen  über  die  physikalische  Beschaffenheit  von  Punkt 
und  Fläche  gemacht  werden  ^^*). 

Die  Flache  heisst  glatt,  wenn  ihre  Reaktion  entgegengesetzt  gleich 
der  Resultante  aus  der  Zentrifugalkraft  des  Punktes  und  der  Normal- 
komponente der  wirkenden  Kraft  ist,  rauh,  wenn  die  Reaktion  noch 
eine  Tangentialkomponente  besitzt,  also  Reibung  stattfindet. 

Nachdem  G.  GalOei^^),  Ch.  Huygens^^^),  L  Newton^^^,  Joh,  Ber- 
fundli^^f  A.  Clairaut^^)  besondere  Fälle  der  Bewegung  eines  Punktes 
auf  einer  krummen  Fläche  betrachtet  hatten,  gab  L,  Euler  eine  syste- 
matische Darstellung^^);  er  zeigte,  dass  auf  einer  festen,  glatten  Fläche 
die  Trägheitsbahn  eine  geodätische  Linie  der  Fläche  ist^^^),  er  stellte 
die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  für  einen  schweren  Punkt 
auf  imd  integrierte  sie  für  den  Fall  einer  Rotationsfläche  mit  verti- 
kaler Axe;  für  Kreiscy linder  ^®^)  und  Kugel  gab  er  eine  genauere  Dis- 


179)  Die  Durchführung  für  das  Raumpendel  gab  E.  Chailan,  Bull.  soc. 
math.  de  France  17  (1889),  p.  112;  vgl.  auch  G.H.  HcUphen,  Traitä  des  fonctions 
elliptiques  2,  Paris  1888,  p.  134;  Ä.  Hossfeld,  Programm  Bealgymn.  Hofgeismar 
1889;  Ä.  de  Saint- Germain,  Bull,  sciences  math.  de  France  (2)  20  (1901),  p.  98. 
Für  einen  schweren  Punkt  auf  einer  Rotationsfläche  siehe  0.  Schutt,  Diss.  Kiel 
1906.  In  gewissen  singul&ren  Fällen  hat  man  zur  Entscheidung,  wie  sich  der 
Punkt  Terhält,  das  GaussBche  Prinzip  des  kleinsten  Zwanges  herangezogen, 
/.  TT.  Gibbs,  Amer.  J.  of  math.  2  (1879),  p.  49;  L.  Boltzmann,  Prinzipe  1,  p.  223. 

180)  Disoorsi  1638,  dritter  Tag,  Ostwalds  Klassiker  Heft  25,  p.  89-— 69: 
schwerer  Punkt  auf  schiefer  Ebene. 

181)  Horologium  oscillatorium  1678 :  Punkt  auf  Kugelfi&che,  wenn  der  Punkt 
sich  in  einem  horizontalen  Kreise  bewegt. 

182)  Principia,  lib.  1,  Sectio  X,  De  motu  corporum  in  superficiebus  datis: 
Bewegung  eines  materiellen  Punktes  (corpus)  auf  einer  Rotationsfläche,  der  von 
einem  in  der  Axe  befindlichen  Punkte  angezogen  wird. 

183)  Acta  erud.  Lips.  1715,  p.  242  ^  Opera  2,  p.  187:  Punkt  auf  Kugel- 
fl&ehe. 

184)  Paris  M^m.  ann^e  1736:  Punkt  auf  Kugelfiäche. 

185)  Mechanica  1786,  2,  cap.  4:  De  motu  puncti  super  superficie. 

186)  Weiteres  über  die  Beziehungen  der  geodätischen  Linien  zur  Mechanik 
bei  P.  Stäckel,  Leipzig  Ber.  46  (1893),  p.  444. 

187)  Hier  macht  L.  Euler  die  wichtige  Bemerkung,  dass  die  Bahn  in  eine 
Parabel  übergeht,  wenn  man  den  Gjlinder  auf  eine  vertikale  Ebene  abwickelt; 
Tgl.  auch  F.  Wittenhauer,  Wien  Ber.  81  (1880),  p.  697,  P.  Stäckel,  J.  f.  Math.  107 
(1891),  p.  819  und  P.  Appell,  M^canique  1,  p.  482. 
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knsaion  der  Balinen.  In  Betreff  der  weiteren  Entwicklong  der  Lehn 
von  den  geodätischen  Linien  mnsB  auf  III  D  3,  Nr.  14 — IS  (R.  v. 
LÜMrt^ÄdlJ  Terwieaen  werdwi"*). 
Die  Bewegung  eines  Punktes 
auf  einer  RotationsSäche  mit 
vertikaler  Äxe,wenn  die  Schwere 
wirkt,  und  allgemeiner,  wenn 
eine  in  den  ParaUelkreisen  kon- 
stante KräftefunktioQ  existiert, 
ist  dann  seit  J,  L.  Lagrange  "•) 
und  C.  Q.  J.  Jacf^i^^')  Gegen- 
stand zahlreicher  Untersuchun- 
gen geworden'*').  Als  typische 
Formen  der  Bewegung  ergaben 
eich  Oscillationen  zwischen  zwei 
Parallelkreisen  (Umkehr^  oder 
Wendekreisen)  and  asympto- 
tische   Annäherung    an    einen 


186)  Dazu  W.  Quidde,  Dias.  Kiel  1906. 

ISO)  Mäcaoiqae  !,  sect.  Till,  chap.  S,  %  S. 

19Ü)  J,  f.  Math.  2*  (1842).  p.  6  =  Werke  4,  p.  268. 

191)  Die  tUtere  Litteratoi  bei  P.  Stocket,  Dias.  Berlin  1885;  dazu  A.  Tü»ol, 
J.  de  matb.  (1)  (IS58),  p.  88;  P.  Serret,  Thterie  nouvelle  m^caaiqne  et  gäami- 
triqoe  des  coutbee  i  double  coorbnie,  PariE  1860;  J.  Timmen,  Ißsa.  Lejden 
1871>;  2%.  Bertram,  Arch.  Math.  PhjB.  (1)  69  (18T6),  p.  193;  G.  Darbotus,  Bull.  soc. 
math.  de  France  ö  (1877),  p.  100  (geachlOBsene  geodUlache  Linien);  J.  Bomsi'iw^, 
Paris  C.  B.  84  (16TT),  p.  6j  (kleine  Schwingonfren  saf  einem  Ueridian);  S.  Baal, 
3.  de  math.  (3)  3  (18TT),  p.  16;  J.  Bwsainesq,  Farig  C.  R.  86  (1878),  p.  959  (ge- 
Bchloaaene  Bahnen  bei  der  Bewegung  einea  aohweien  PnnlcteB  giebt  es  niehi): 
R.  Hoppe,  Archiv  Math.  Phya-  70  (1884),  p.  406;  0.  Brinckmann,  Disa.  Jena 
1665  (Rotationspaiaboloid);  W.  Werner,  Diaa.  Marburg  1868  (Rotationsparabo- 
loid);  G.  Kobb,  Stockholm  Ofv.  1867,  p.  169;  Acta  matli.  10  (1687),  p.  89  (fOnf 
Flüchen tjpen,  bei  denen  die  Bewegung  eines  schweren  Pimktea  auf  eUiptiache 
Integrale  führt);  0,  Staude,  Acta  math.  10  (1687),  p.  183;  Dorpat  Nat.  Gea.  8 
(1667),  p.  -^49,  386;  Acta  math.  11  (1886),  p.  303;  Dorpat  Nat.  Ges.  1868,  p.  39» 
(allgemeine  Theorie  der  Bewegung,  Bestimmung  der  Umkehikieise  durch  dw 
Wendefl&che  dritter  Ordnung,  die  gicfa  jedoch  schon  bei  A.  Tistot  findet);  W.  Hoff- 
mann, Diaa.  Halle  1868  (Kreisring);  B.  Franli,  Programm  Magdeburg  1891 
(Rotation aellipBoid);  C.  Seidemann,  Diaa.  Leipzig  1691;  Ein  mechuiiaches  Doppel- 
pioblem,  Halle  189fl  (Diskuasion  dea  vierten  Typus  von  Kobb);  J.  Taiifirry, 
BdII.  aciences  math.  (!)  16  (I89S),  p.  190  (geachloaseDe  Bahnen);  0.  Obson,  Stock- 
holm Tetenak.  Bihaug  17  (1692),  Ki.  6;  Stockholm  Ofv.  1894.  p.  437;  P.Slädsä. 
Math.  Ann.  41  (169S),  p.  671  (fögt  einen  aechaton  Tjpns  zn  den  £b6b*cheD 
hinzn);   J.  Sinrick«,   Dias.  Mubntg   1396    (Rotati onshypcrboloid) ;    F.  Sdimidt, 
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Parallelkreis;  dabei  kann  eiaer  oder  es  können  beide  Kreise  ine  un- 
endliche rOcken.  Besonders  eingehend  wurde  die  leicht  realisierbare 
und  physikalisch  wichtige  Be- 
wegung eines  schweren  Punktes 
auf  eiDOT  Kugelääche  unter- 
«ncht"*).  A.  Gr.  W Aster  hat  ^ 
die  Horizontalprojektionen  dieser  /  ' 
Bewegungen  photographisch  re-  i' 
gistriert;  die  nebenstehenden  . 
Figuren  geben  solche  Kurven  *^.  \j 
DasB  der  Winkel  ^O.S  zwischen 


Monatshefte  ßi'  Math.  &  <1806),  p.  109 

(Diaknsaion  des  sechsten  Tjpns  von 

mäeliil);  P.  Stäekel,  Gfitt.  Nooht.  1896, 

p.   167    (TianifoTmation    der    Bewe-  pjj.   j 

gnngen);   M.  Pugliai,  Palermo   Circ. 

mot.  Reud.  12  (18S8),  p.  S12;  Sulla  riduzione   di  un  problema,   Mesaina   1898 

(Hetleitnng  der  T;pen  von  Kobb  nnd  Stäeicel);  Palermo  Circ.  mat.  Read.  14  (1900), 

p.  180;  6.  Pennaodiittti,  Oatania  Äcc.  Oioenis  A.tti  (4)  15  (190t);  E.  SaJkoto^i, 

Dil«.  Jena  1904  (findet  dam  einen  siebenten  und  letzten  Tjipus);  O.  Olwon,  Nyt 

Tidrakrift  16  (1904),  p.  49  (Reibenentwicklungen).     Die  spezielle  Litteratu  Aber 

das  eph&riBche  Pendel  findet  man  in  den  folgenden  Anmerkungen. 

198)  ÄDSser  A.  Clairaut,  L.  Euler  und  J.  L.  Lagrange  seien  noch  genannt; 
8.  D.  Poisto«,  M^canique,  Paria  1811,  1,  p.  S8&;  Chr.  Gudermann,  J.  t.  Math.  38 
U849),  p.  186;  Fr.  J.  RüAelot.  J.  f.  Math.  45  (1853),  p.  288;  W.  F.  Donkin,  Ixtndon 
PhU. Trans.  144  (18Ö4)  u.  146  (1866);  B. Durige,  Theorie  der  elliptiHchen  Funktionen, 
Leipzig  isei;  H.  S^al,  Mäcaniqne  1,  1878,  p.  180;  L.  Schleiermacher,  Modelle 
der  Bahnen  in  dei  Sammlung  von  Brill-Sdtilling  1877;  CA.  Hermite,  J.  f.  Math. 
86  (1878),  p.  846,  Applications  de  la  throne  des  tbnctionH  elliptiqnes,  Paris  188»; 
F.  Tiggtrand,  Ball.  scieDces  matb.  (S)  6  (1881),  p.  448;  M.  de  Sparr«,  Broxelles 
Ann.  soc.  sei.  9B  (1866),  p.  49;  lOB  (1693),  p.  181;  86B  (190!),  p.  ISS;  Paris 
C.  B.  114  (]S98),  p.  &S8;  G.  H.  Halphen,  Traitä  des  fonctions  eUiptiqnes  8,  Paris 
1888,  p.  136;  K  Budde,  Mechanik,  1,  p.  SOS;  A.  Q.  Oreenhill,  The  applications 
of  elliptic  functions,  London  1898,  p.  S14;  A.  de  Samt-Germain,  Bull.  Bciences 
math.  (!)  80  (1896),  p.  114;  (8)  88  (1898),  p.  96;  (8)  86  (1901)  p.  98;  P.  AppeU, 
Mäcaniqne  1,  p.  494;  F. Klein  und  A.Sommerfeld,  Theorie  des  Kreisels,  Heft  8, 
Leipzig  1896  (w&biend  Ch.  Bermite  für  die  rechtwinkligen  Koordinaten  x,  y,  t 
des  bewegten  Punktes,  bez.  für  deren  komplexe  Verbindungen  x  +  iy,  x  —  iy,  k 
elliptische  Funktionen  zweiter  Arii  zweiten  Qtades  findet,  werden  hier  Formeln 
gegeben,  vermSge  deren  --^-^  eine  elliptische  Funktion  zweiter  Art  ersten  Grades 
wird).  Pendel  von  veränderlicher  Länge  betrachteten  Ch.  Boesut,  Paris  Hüm. 
1778,  Ch.  E.  Dehttnat/,  Mecaniqne,  Paris  1666;  L.Lecomu,  Paris  C.  B.  118  (1694), 
p.  ISS,  Ball.  soc.  math,  de  France  24  (1896),  p.  ISS;  G.  v.  Qrofe,  Dorpat  Nat. 
Qes.  1896,  p.  176. 

igs)  A.  G.  Wdater,  DTnamics,  Leipzig  1904,  p  50. 
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den  Projektionen  der  Radien  nach  dem  oberen  nnd  dem  unteren  üm- 
kehrpunkt  der  Bahn  stets  grösser  ist  als  90^^  hat  F.  Puiseux^  und  dass 
er  kleiner  ist  als  180®,  hat  G.  Ä  HcUphen  gezeigt*^). 

Wenn  der  Punkt  anfangs  in  Buhe  war  und  die  Resultante  der 
f&r  die  betrachtete  Stelle  der  Fläche  wirkenden  Kraft  normal  zur  Flache 
steht,  so  herrscht  Gleichgewicht;  das  Oleichgewicht  ist  stabil,  wenn 
die  Eraftefunktion  an  der  Stelle  ein  Maximum  besitzt.  Die  kleinen 
Schwingungen,  die  der  Punkt  auf  der  Flache  in  der  Nahe  einer 
stabilen  Gleichgewichtslage  ausfiihren  kann,  haben  S.  D.  Poisson^^), 
KS.BaU^^  und  P.AppeU^^'^  untersucht;  im  Besonderen  ergeben  sich 
im  Fall  der  Schwere  für  einen  tiefsten  Punkt  der  Flache  in  erster  Annähe- 
rung Bahnen,  deren  Horizontalprojektionen  Lissajoussche  Eurren^^ 
sind,  die  also,  allgemein  zu  reden,  ein  Rechteck  überall  dicht  bedecken. 

Anstatt  nach  den  Bahnen  auf  vorgeschriebener  Flache  und  bei 
gegebenem  Gesetze  der  Kraft  zu  fragen,  kann  man  auch  das  Gesetz 
der  Kraft  suchen,  das  auf  vorgeschriebener  Flache  Bahnen  von  g^ 
gebenen  Eigenschaften  liefert.  So  hat  C,  Neumann  das  Problem  von 
VülarceaU'Bertrand  auf  die  Kugel  übertragen^**).  Verwandte  Probleme 
behandelten  A,  de  Saint- Germain^  und  P.  Stäckd^^).  Ebenso  kann 
man  die  Flächen  bestimmen,  die  bei  vorgeschriebenem  Gesetze  der 
Kraft  Bahnen  mit  gegebenen  Eigenschaften  besitzen*^'). 

Das  Verhalten  eines  Punktes  auf  einer  rauhen  Fläche  ist  unter 
der  Voraussetzung  behandelt  worden,  dass  die  Reibung  dem  Druck 
auf  die  Fläche  proportional  sei**^  (vgl.  Nr.  6  dieses  Artikels).  Wenn  X, 


194)  V.  Puiseux,  J.  de  math.  (1)  7  (1842),  p.  617;  vgl.  A.  Bravais,  Note  VI  in 
Bertrands  Ausgabe  der  Mäcanique  von  Lagrange,  Paris  1863,  2,  p.  862.  G.  H. 
Halphen,  Traitä  des  fonctions  elliptiques  2  (1888),  p.  128.  Einfache  Beweise  fär 
beide  Sätze  gab  A.  de  Saint-Germain,  Bull,  scienoes  math.  (2)  20  (1896),  p.  114, 
(2)  22  (1808),  p.  95;  Caen  M^m.  de  TAc.  1901. 

195)  Mecanique,  2.  ^d.  2,  p.  489. 

196)  Quart.  J.  of  math.  10  (1869),  p.  220. 

197)  Mecanique  1,  p.  487. 

198)  /.  A.  Lissajous,  Ann.  phys.  chim.  (8)  80  (1862);  vgl.  auch  F.v.Streledci, 
Wien  Ber.  65  (1872),  p.  189  sowie  L.  BoUzmann,  Prinzipe  1,  p.  68. 

199)  Leipzig  Ber.  1886,  p.  1.  /.  Th,  Graves,  Dublin  Proc.  1842  und  r.iVertoii, 
Dublin  Irish  Trans.  29  (1889),  p.  321 ;  H.  Besal,  Paris  C.  R.  90  (1880),  p.  889,  987, 
J.  de  math.  (3)  7  (1881),  p.  33;  vgl.  H.  Liebmann,  Leipzig  Ber.  1908,  p.  146. 

200)  J.  de  math.  (3)  2  (1876),  p.  325;  vgl.  schon  A.  Enneper,  Gott.  Nachr. 
1869,  p.  62. 

201)  Diss.  Berlin  1885. 

202)  E,  Ch.  Catalan,  J.  de  math.  (1)  11  (1893),  p.  212. 

203)  /.  JelleU,  Reibung,  Kap.  4;  P.  Appell,  Paris  0.  R.  114  (1892),  p.  881; 
A.  Mayer,  Leipzig  Ber.  1893,  p.  879. 
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T,  Z  die  Eomponenten  der  wirkenden  Kraft,  "k^  \  m  die  Richtangs- 
coflinus  der  Flachennormale  bezeichnen ,  wenn  femer  JV  der  Normal- 
dmck  und  f  der  Reibnngskoefßzient  ist,  so  lauten  die  Differential- 
gleichungen der  Bewegung  auf  einer  festen  rauhen  Fläche: 


(R) 


dazu  kommt  die  Gleichung  der  Fläche. 

Die  Integration  ist  bis  jetzt  nur  in  wenigen  Fällen  gelungen '^). 
Eine  eigene  Betrachtung  erfordert  die  Bewegung  aus  der  Ruhe.  Sind 
¥t  und  Fs  die  absoluten  Werte  der  tangentialen  und  der  normalen 
Komponente  der  wirkenden  Kraft  %y  so  bleibt  der  Punkt  in  Ruhe, 
wenn  Fr^fFs  ist,  und  er  setzt  sich  in  Bewegung,  falls  Fr^fFs 
ausfällt,  dann  aber  sind  die  Gleichungen  (R)  nicht  unmittelbar  an- 
wendbar, weil  der  Nenner  t;  verschwindet;  wie  man  trotzdem  eine  der 
Anfangsbedingung  t;  =  0  genügende  Lösung  erhalten  kann,  hat 
T,  Levi-Civita  gezeigt*^). 

Auch  die  Bewegungen  auf  beweglichen  glatten  oder  rauhen 
Flächen  haben  Beachtung  gefunden  ^^).  Sie  spielen  eine  gewisse 
Rolle  in  der  Theorie  der  Turbinen,  insofern  man  annimmt,  dass  die 
Wasserteilchen  wie  diskrete  Teilchen,  jedes  für  sich,  auf  den  be- 
weglichen Rädern  laufen  ^^).  Das  grösste  Interesse  hat  aber  die  Be- 
wegung eines  schweren  Punktes  auf  einer  bewegten  Kugelfläche 
erregt,   weil   es    zu   einem   experimentellen   Nachweise   der   Drehimg 


204)  J.  JeUetty  Reibung,  p.  107  (schwerer  Punkte  auf  schiefer  Ebene,  vgl.  dazu 
H,  Lorenz,  Mechanik^  p.  189);  A.  de  Saint-Germain,  Bull,  sciences  math.  (2)  16 
(1892),  p.  22S  (schwerer  Punkt  auf  vertikalem  Ereiszylinder);  A.  Mayer,  Leipzig 
Ber.  1898,  p.  379  (Trägheitsbewegung);  G.  Pennacchietti,  Palermo  Ciic.  mat. 
Rend.  7  (1898),  p.  286;  P.  Stächet,  Leipzig  Ber.  1894,  p.  197  (Bewegungen  auf 
Ereiszylinder  und  Ereiskegel;  weitere  Ausführungen  bei  W.  Bahrdt,  Diss.  ICiel 
1901);  W, de  Tannenberg,  Nouv.  ann.  (8)  16  (1896),  p.201  (öaMSOTche  Koordinaten); 
Ä.  Bazzabani,  Giom.  di  mat.  84  (1896)^  p.  37  (schwerer  Punkt  auf  einem 
vertikalen  Zylinder,  dessen  Querschnitt  eine  logarithmische  Spirale  ist). 

206)  Arch.  Math.  Phys.  (8)  6  (1903),  p.  28. 

206)  Historisches  bei  P.  van  Geer,  Nieuw  Arch.  for  wisk.  7  (1881),  p.  164; 
8  (1882),  p.  1;  Aufgaben  bei  M.  Juüien,  Probl^mes  2,  p.  6  und  P.  Appell, 
M^canique  1,  chap.  18;  für  rauhe  Iilächen  bei  J.  Jellett,  Reibung^  Kap.  4;  siehe 
auch  F.  Roth,  Repert.  d.  Physik  22  (1886),  p.  864  und  W.  Timpe,  Diss.  Halle  1889. 

207)  G,  Herrmann,  Die  graphische  Theorie  der  Turbinen  und  Kreiselpumpen, 
Berlin  1887;  E.  A.  Breuer,  Grundxiss  der  Turbinentheorie,  Leipzig  1899,  p.  19. 
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der  Erde  geführt  hat.  Nachdem  schon  im  17.  Jahrhundert  zu  Florenz 
Versuche  nach  dieser  Richtimg  hin  angestellt  worden  waren  *^)  und 
nachdem  8,  D,  Paissofi  die  Theorie,  allerdings  unter  gewissen  Vernach- 
lässigungen, aufgestellt  hatte  ^®),  ist  es  zuerst  L.  Foucatdt  nach  jahre- 
langen Bemühungen  gelungen,  zum  Ziel  zu  gelangen*^**).  Wegen  der 
weiteren  Litteratur  und  der  experimentellen  Einzelheiten  sei  auf  IV  7 
(PJi.  Furtwängler)  verwiesen. 

Endlich  kann  sich  Lage  und  Gestalt  der  Fläche  mit  der  Zeit  in 
vorgeschriebener  Weise  ändern.  Die  Zo^ran^eschen  Gleichungen 
mit  den  Parametern  g^  und  q^  behalten  dann  ihre  Gestalt 


\dij  "'  dq,  ~  ^^'       dt  [dij      ~dq,  ~  V»' 


aber  die  lebendige  Kraft  T  wird  eine  Funktion  zweiten  Grades  von 
^1  und  q^y  deren  Koeffizienten  von  g^,  g,  und  t  abhängen**^). 

16.  Niohtholonome  Bedingungen.  Nichtholonome  Bedingungen 
gewinnen  eine  anschauliche  Bedeutung  erst  dann,  wenn  es  sich  um 
die  Bewegung  fester  Körper  handelt,  die  einander  in  ihren  Bewegungen 
beeinflussen,  zum  Beispiel  auf  einander  rollen  oder  gleiten.  Sie  haben 
jedoch  auch  eine  Stelle  in  der  Punktmechanik,  da  sich  solche  Be- 
wegungen nicht  selten  durch  die  Bewegungen  repräsentierender  Punkte 
ersetzen  lassen.  Auch  ist  es  aus  pädagogischen  Gründen  wünschens- 
wert, einfache  Beispiele  nichtholonomer  Bewegungen  zu  haben.  Ein 
solches  Beispiel  hat  F,  Klein  angegeben*^*):  es  ist  ein  Karren,  der 
sich  auf  einer  horizontalen  Ebene  bewegt  und  wegen  der  Reibung  an 
der  Unterlage  immer  nur  in  der  Richtung  seiner  Axe  fortschreiten 
kann.  Wenn  der  in  der  Axe  befindliche  Schwerpunkt  des  Karrens 
die  Koordinaten  Xy  y  hat  und  der  Winkel  der  Axe  mit  der  positiven 
a;-Axe  oder  kurz  das  Azimuth  der  Axe  mit  z  bezeichnet  wird,  so  er- 

208)  T.  BerteUi,  Bull,  di  bibl.  di  Boncampagni  6  (1878),  p.  1 ;  ^.  Gtnocdii, 
ebenda  15  (1882),  p.  681. 

209}  J.  ec.  polyt.  cab.  26  (1838),  p.  16;  vgl.  die  kritischen  Bemerkuugen  von 
J.  BineU  Paris  C.  R.  32  (1851),  p.  157,  197;  /.  Liouvülc,  ebenda,  p.  159;  L.  Poinsat, 
ebenda,  p.  206;  0.  Eöthig,  Zeitschr.  Math.  Phys.  24  (1879),  p.  188.  Wegen  der 
neueren  Litteratur  vgl.  IV  7  {Ph.  Furtwängler). 

210)  Paris  C.  R.  8-J  (1851),  p.  185;  vgl.  auch  F,  Rosenberger,  Geschichte  der 
Physik  3,  Braunschweig  1887,  p.  438. 

211)  P.  Appell,  Möcanique  1,  p.  467;  V.  Amato,  Catania  Acc.  Gioenia  Atti 
(4)  14  (1901),  Giorn.  di  mat.  89  (1901),  p.  251;  Catania  Acc.  Gioenia  Atti  (4)  17 
(1904),  Nr.  13;  Palermo  Giro.  mat.  Rend.  19  (1906),  p.  67. 

212)  Zeitschr.  Math.  Phys.  47  (1902),  p.  266;  vgl.  auch  L.  Maurer,  Gott. 
Nachr.  1905,  p.  91,  wo  jedoch  der  Einfluss  der  Reibung  nicht  berücksich- 
tigt ^-ird. 


\ 


16.  Der  einzelne  Punkt:  Nichtholonome  Bedingungen. 


509 


giebt  sich  die  nichtholonome  Bedingungsgleichimg 

dy  —  tgjBT  dx  =  0. 

Ahnliche   Betrachtungen   würden    sich   auch    für   die    Bewegung   der 
Rolle  bei  einem  Integraphen  anstellen  lassen. 

Ein  anderes  lehrreiches  Beispiel  ist  die  Untersuchung  der  kürzesten 
Linien  im  Nullsystem,  oder  genauer^  in  der  Schar  aller  Schrauben- 
linien desselben  Parameters  und  derselben  Axe,  die  Ä,  Voss^^^)  durch- 
geführt hat;  vom  Standpunkte  der  Flächentheorie  handelt  es  sich  da- 
bei um  die  Übertragung  des  Begriffes  der  kürzesten  Linien  auf  nicht- 
integrable  Pf  äff  sehe  Gleichungen  zwischen  drei  Veränderlichen^^*). 

Durch  eine  nichtholonome  Bedingung  wird  nur  die  Beweglichkeit 
im  Infinitesimalen  beschränkt,  aber  nicht  der  Grad  der  Freiheit.  Zum 
Beispiel  kann  der  vorher  betrachtete  Karren 
von  jeder  Stelle  der  Ebene  nach  jeder  anderen 
Stelle  gebracht  werden,  und  zwar  so,  dass 
das  Azimut  in  beiden  Punkten  einen  vor- 
geschriebenen Wert  erhält;  der  Karreu  ist 
also  ein  System  mit  drei  Graden  der  Freiheit, 
obwohl  zwischen  Xy  y,  z  die  Gleichung  dy  — 
tg  jgr  •  «Ja:  =  0  besteht.  Allerdings  muss  man 
es  geschickt  anfangen,  um  den  Karren  etwa 
in  einer  engen  Strasse  von  einer  Seite  auf 
die  andere  (mit  demselben  Azimute)  zu 
bringen;  siehe  die  nebenstehende  Figur. 

Die  Paradoxie  dieser  Erscheinung  ver- 
schwindet, wenn  man  bedenkt,  dass  eine 
holonome  Bedingung  jpdo; -f- gdy  +  ^^^  =  0 
mit  einer  Bedingung  f{x,  y,  z)  =  const.  äqui- 
valent ist,  wo  der  Konstanten  ein  beliebiger  Wert  beigelegt  werden 
darf.     Die  Differentialgleichungen  der  Bewegung 

mx  =  X  -f-  >l/>,         my  =  i" -(-  A^,         mi  =  Z  -{-  Ir 

sind  daher,   wenn  man    die  Analogie   mit   dem   nichtholonomen  Fall 
aufrecht    erhalten    will,    als    die    Gleichungen    der    Bewegung    eines 


Fig.  8. 


213)  Math.  Ann.  25  (1886),  p.  283;  vgl.  auch  H.  Liebtuanti,  Math.  Ann.  52 
(1899),  p.  120. 

214)  Ein  Ausatz  dazu  schon  bei  E.  Kummer,  J.  f.  Math.  57  (1859),  p.  189; 
vgl.  femer  Ä.  Voss,  Math.  Ann.  23  (1884),  p.  45  und  B.  v.  Lüienthal,  Erümmungs- 
lehre  der  Kurvenscharen,  Leipzig  1896  und  Math.  Ann.  52  (1899),  p.  417;  dieser 
anterscheidet  bei  den  allgemeinen  doppelt  unendlichen  Eurvenscharen  kürzeste 
und  geodätische  Linien. 
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Punktes  auf  der  Flächenschar  f{Xy  y,  z)  =  const.  aufzufassen,  und 
der  Unterschied  gegen  den  nichtholonomen  Fall  liegt  dann,  dass  sich 
die  oo*  Bahnen  jetzt  zu  je  cx>'  auf  die  cx>*  Flachen  der  Schar  ver- 
teilen,  während  sie  in  dem  nichtholonomen  Fall  den  Raum  erfOllen. 
Sind  mehrere  nichtholonome  Bedingungen  vorhanden ,  so  kann 
sich  der  Grad  der  Freiheit  erniedrigen;  fflr  die  genauere  Unter- 
suchung, die  die  allgemeine  Theorie  der  FfaffsaAxen  Gleichungen  er- 
fordert, sei  auf  IV  12  (P.  Stäckel)  verwiesen. 

b)  Systeme  materieller  Punkte. 

Bei  der  Dynamik  des  einzelnen  Punktes  durfte  der  Versuch  ge- 
wagt werden,  die  zahlreichen  speziellen  Untersuchungen  systematisch 
darzustellen,  dagegen  kann  bei  der  Dynamik  der  Systeme  nur  eine 
Zusammenstellung  von  Einzelheiten  gegeben  werden,  die  sozusagen 
zufällig  behandelt  worden  sind.  In  diesem  Abschnitt  sollen  jedoch 
Systeme,  deren  Punkte  starr  miteinander  verbunden  sind,  unberück- 
sichtigt bleiben;  denn  über  die  gesamte  Dynamik  starrer  Körper 
wird  wegen  ihres  eigenartigen  Charakters  und  ihrer  grossen  Wichtig- 
keit in  dem  zweiten  Teile  des  Artikels  ein  selbständiger  Bericht  er- 
stattet werden. 

17.  Spesielle  Probleme  ans  der  Statik  der  Systeme;  statische 
Behandlung  kinetischer  Probleme. 

17  a.  Statik  der  Systeme.  Die  Statik  der  Systeme  lässt  sich  auf 
zwei  wesentlich  verschiedene  Arten  begründen,  je  nachdem  man  näm- 
lich von  dem  statischen  oder  dem  dynamischen  Ej-aftbegriff  ausgeht;  vgl 
IV  1,  Nr.  18  und  23  (A.  Voss).  Bei  der  ersten  Art  erscheint  die 
Statik  als  die  selbständige  science  de  Vequüibre  des  forces*^)^  bei  der 
zweiten  dagegen  als  ein  ßrenzfall  der  Kinetik,  insofern  die  relative 
Ruhe  des  Systems  gegen  das  gewählte  Bezugssystem  als  Grenzfall 
der  Bewegung   gegen   das  Bezugssystem  aufgefasst  werden   kann*^*). 


215)  J.  L.  Lagrange,  Mäcaniqae  1,  p.  1. 

216)  W&hrend  Lagrange  zwischen  Statik  als  der  Lehre  von  dem  Gleichgewichte 
der  Kräfte  und  der  Buhe  und  Dynamik  als  der  Lehre  von  den  beschleunigenden 
Kräften  und  der  Bewegung  unterscheidet  und  Statik  und  Dynamik  getrennt  be- 
handelt, hat  man  im  19.  Jahrhundert  vielfach  unter  Dynamik,  der  Bedeutung  de« 
Wortes  entsprechend,  die  gesamte  Wissenschaft  von  den  Kräften  verstanden,  von 
welcher  Statik  und  Kinetik  Unterabteilungen  bilden;  das  Wort  Kinetik  scheint 
von  TT.  Thomson  (Handbuch  1,  p.  VI)  herzurühren.  Zu  beachten  ist  auch,  dass 
Statik  und  Dynamik  oft  schlechtweg  Statik  und  Dynamik  der  Punktsysteme  und 
starren  Körper  bedeuten,  so  dass  man  also  kontintiierliche,  deformierbare  Systeme 
ausdrücklich   ausschliesst;    die   von   A.  Maggi  vorgeschlagenen   Bezeichnungen 
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Bei  der  statischen  Behandlung  wird  hänfig  die  Konfiguration  des 
Systems  als  gegeben  angesehen  und  nach  den  Eräfbesjstemen  gefragt^ 
unter  deren  Einwirkung  das  System  keine  Beschleunigungen  erfährt. 
Bei  der  dynamischen  Behandlung  sieht  man  dagegen  oft  die  Ej-äfte  als 
gegeben  an  und  untersucht,  welche  Konfiguration  das  System  haben 
muss,  damit  es  in  Ruhe  verharren  kann.  Femer  wird  dort  häufig  die 
geometrische,  hier  die  analytische  Methode  vorgezogen.  Eiu  typischer 
Vertreter  der  statischen  Auffassung  ist  etwa  P.  Varignon,  Nouvelle 
m^canique,  1725,  der  dynamischen  Z.  Eider,  Mechanica  sive  motus 
scientia,  1736. 

Die  geometrische  Seite  der  Statik  haben,  anknüpfend  an  die 
moderne  Entwicklung  der  Statik  des  starren  Körpers  und  der  aus 
starren  Körpern  gebildeten  Systeme,  H.  E.  Timerding ^  G,  Jung  und 
L.  nennd>€rg  in  den  vorhergehenden  Artikeln  zur  Geltung  gebracht. 
Was  die  allgemeine  Statik  der  Systeme  anlangt^  so  muss  für  die  Einzel- 
heiten auf  die  Werke  von  J.  Todhunter  (1853),  G.  M,  Minchin  (1877) 
und  E.  J,  Botäh  (1892)  verwiesen  werden.  Zur  Ergänzung  sollen  nur 
noch  einige  Bemerkungen  hinzugefügt  werden. 

Das  Gleichgewicht  bei  Systemen,  bei  denen  Bedingungsungleich- 
heiten bestehen,  hat  neuerdings  eingehend  P.  Appell  behandelt '^^. 
Für  Probleme  des  Gleichgewichts,  bei  denen  Reibung  ins  Spiel  kommt, 
vergleiche  man  J,  Jdlett,  Reibung,  Kapitel  3  und,  soweit  technische 
Anwendungen  in  Frage  kommen,  den  Artike    lY  10  (K,  Heun). 

In  die  elementare  Statik  der  Systeme  gehören  auch  diejenigen 
Untersuchungen,  bei  denen  Aufgaben  der  Attraktion  anschauungsmässig 
und  mit  einfachen  mathematischen  Hilfsmitteln  behandelt  werden '^^). 
Zu  nennen  ist  hier  zuiuLchst  die  Aufgabe,  unter  den  homogenen 
Körpern  derselben  bestimmten  Art  und  der  gleichen  Masse  denjenigen 
zu  bestimmen,  bei  dem  die  Maximalattraktion  für  einen  Punkt  der 
Oberfläche  den  grössten  Wert  hat.  Wenn  man  gar  keine  Voraus- 
setzung über  die  Gestalt  macht,  ergiebt  sich  der  Rotationskörper, 
dessen  erzeugende  Kurve  in  Polarkoordinaten  die  Gleichimg: 

r*  =  a*  cos  d^ 

hat;  unter  der  Annahme,  dass  eine  Kugel  derselben  Masse  auf  einen  Punkt 


StereosUUik  und  SUreodynamik  sind   zweckmässig,  haben   aber   bis  jetzt   noch 
keine  grössere  Yeibieitnng  gefunden. 

217)  M^canique  1,  p.  253. 

218)  Die  Litteratur  über  diesen  Gegenstand  ist  sehr  zerstreut;  aufiei  den 
Werken  über  Statik  sei  noch  genannt  /.  Todhwnter,  History  of  the  mathematical 
iheories  of  attraction,  2  vol.,  London  1878. 
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der  Oberfläche  die  Anziehung  Eins  ausübt^  ist  bei  diesem  Körper  in 
dem  Punkte  r  =  0,  -ö"  =  0  die  Grösse  der  Anziehung  1,025980  . .  .*"j. 
Femer  gehört  hierher  der  Satz  von  H,  Cavendislij  dass  das  einzige 
Anziehungsgesetz,  fär  das  eine  homogene  Kugelschicht  keine  Wirkung 
auf  die  Punkte  ihres  Innern  ausübt,  das  ^TeuTfo/ische  Gesetz  ist**), 
und  endlich  ist  W.  Thomsons  Lehre  von  den  centrobarysdien  Körpern 
zu  erwähnen«^). 

17  b.  StatiBohe  Behandlung  kinetiBoher  Probleme.  Bei  manchen 
Bewegungen  sind  entweder  die  an  den  Massenpunkten  auftretenden 
Beschleunigungen  so  gering  oder  die  Massen  so  klein,  dass  man  die 
beschleunigenden  Kräfte  näherungsweise  gleich  Null  setzen  kann.  Man 
wird  so  zu  der  Betrachtung  von  beschleunigungslosen  Bewegungen  ge- 
führt, bei  denen  häufig  einfache  mathematische  Hilfsmittel  ausreichen. 

Wenn  es  sich  um  ein  Problem  mit  einem  Grade  der  Freiheit 
handelt,  und  die  Differentialgleichung  der  Bewegung  die  Form  hat: 

wo  auf  der  rechten  Seite  das  Argument  q  wirklich  vorkommt,  so  giebt 
es  bei  geeigneten  Annahmen  über  die  Funktion  /*($,  q)  Bewegungen, 
bei  denen  immer  nt 9  =  0  ist;  sie  bilden  sogar,  allgemein  gesprochen, 
eine  Ton  einem  Parameter  abhängende  Schar. 

Analoges  gilt  bei  n  Positionskoordinaten.  Ein  einfaches  Beispiel 
liefert  die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  auf  einer  krummen 
Fläche.  Wird  die  in  der  Tangentialebene  der  Fläche  liegende  Kompo- 
nente der  «eingeprägten  Kraft  in  eine  Komponente  Ft  nach  der  Tangente 
der  Bahn  des  Punktes  und  eine  Komponente  F^  senkrecht  dazu 
zerlegt  und  die  geodätische  Krünmiung  der  Bahn  mit  l'^  bezeichnet, 
so  gilt  die  Relation 

F^  =  vn^. 

Läßt  man  hierin  v  über  alle  Grenzen  wachsen,  so  muß  k^  gegen  Null 
gehen,  d.  h.  die  Bahn  verwandelt  sich  für  i;  =  cx)  in  eine  geodätische 

219)  Einen  eingehenden  Bericht  über  die  zahlreiche  Litterator,  die  bis  weit 
ins  18.  Jahrhundert  zurückdreht,  gab  E.  Hoffmann,  Bibl.  math.  (3)  5  (1904),  p.  866. 
Hier  seien  nur  angeführt  J.  Vlayfair^  Edinburg  Royal  Soc.  Trans.  6*  (1809),  p.  187: 
F.  Keller,  Bicerche  suir  attrazione  delle  montagne,  1,  Rom  1872,  Born  Acc. 
Line.  Mem.  9  (1881),  p.  141;  Rom  Acc.  Line.  Rend.  (4)  2,  (1886),  p.  146;  E.  Lampe, 
Berlin  Phys.  Ges.  Yerh.  3  (1884),  p.  46,  56;  16  (1896),  p.  84;  Ä.  SeOa,  Rom  Acc. 
Line.  Rend.  (5)  1,  (1892),  p.  360;  (6)  2^,  p.  90. 

220)  Phil.  Trans.  1798;  vgl.  W.  Thomson  und  P.  G.  Tait,  Handbuch  2,  p.  66. 

221)  Edinburg  Royal  Soc.  Proc.  5  (1866)  (aus  dem  Jahre  1864);  vgL  W.  Thomsov 
und  P.  Cr.  Tait,  Handbuch  2,  p.  67  sowie  A.  Wemicke,  Programm  Gymn.  Braun- 
Bchweig  1892. 
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Linie  der  Fläche  ^^).  Lässt  man  aber  v  gegen  Null  abnehmen,  indem 
man  etwa  die  Flache  mit  einer  klebrigen  Flüssigkeit  überzieht,  so 
wird  in  der  Grenze  auf  der  Bahn  F^  =  0]  der  Punkt  läuft  also 
näherungsweise  in  einer  Kraftlinie  der  Fläche. 

Beschleunigungslose  Bewegungen  treten  immer  ein^  wenn  Reibung 
stattfindet  und  der  bewegte  Körper  nur  so  stark  angetrieben  wird^ 
dass  er  die  Reibung  gerade  überwindet  und  mit  konstanter  Ge- 
schwindigkeit vorwärts  geht**^).  Näherungsweise  sind  solche  Be- 
wegungen z.  B.  yerwirklicht  bei  einem  Fallschirm  oder  bei  den  Regen- 
tröpfchen in  der  Luft;  man  denke  auch  an  Bewegung  vieler  Maschinen- 
teile während  des  normalen  Ganges  der  Maschine ^^).  Ebenso  rechnet 
man  bei  Gas-  und  Wassermessern  auf  eine  beschleunigungslose  Be- 
wegung der  hindurch  wandernden  Massen;  plötzliche  Geschwindigkeits- 
änderungen fälschen  die  Anzeige.  Es  wäre  leicht,  aus  der  Mechanik 
des  täglichen  Lebens  noch  weitere  Beispiele  anzuführen;  wir  würden 
jedoch  alsdann  aus  dem  Bereiche  der  abstrakten  Dynamik  in  den 
Bereich  der  angewandten  übertreten. 

Ebenso  kann  hier  nur  angedeutet  werden,  dass  beschleunigungs- 
lose Bewegungen  auch  in  der  modernen  Physik  eine  Rolle  spielen. 

*  

Als  Bewegungen  durch  Gleichgewichtslageti  treten  sie  auf  in  der  Thermo- 
dynamik reversibler  Vorgänge,  man  findet  sie  femer  in  der  Elek- 
trizitätslehre bei  den  stationären  Strömen  und  in  der  Theorie  der 
chemischen  Umsetzungen**^). 

Das  Prinzip,  einen  Ansatz  zu  gewinnen,  indem  man  die  in  dem 
Systeme  auftretenden  beschleunigenden  Kräfte  gleich  Null  setzt,  lässt 
sich  als  statische  Behandlung  kinetischer  Probleme  bezeichnen.  Die 
Rolle,  die  es  in  der  Entwicklung  der  Mechanik  gespielt  hat,  würde 
eine  eingehende  historische  Untersuchung  verdienen.  Hier  sei  nur 
erwähnt,  daß  dieses  Prinzip  auch  in  Fällen  angewandt  worden  ist,  wo 
die  Voraussetzung  nicht  zutrifft,  dass  man  die  Beschleunigungen  ver- 
nachlässigen dürfe.  Hat  doch  kein  geringerer  als  /.  Newton  dieses 
Prinzip  zur  Erklärung  der  Ebbe  und  Flut  und  der  Präzession  der 
Tag-  und  Nachtgleichen  benutzt.     Ebenso  ist,   um   ein  Beispiel  ganz 


222)  Genaue  Darchführung  des  Grenzüberganges  bei  J.  Andrade,  Bull.  soc. 
math.  de  France  22  (1894),  p.  186. 

228)  Diese  Geschwindigkeit  kann  beliebig  gross  sein;  man  darf  daher  die 
beschlennigongslosen  Bewegungen  nicht  mit  den  langsamen  Bewegungen  ver- 
wechseln. 

224)  Vgl.  P.  Appeü,  M^canique,  2,  p.  519. 

226)  Vgl.  etwa  H.  v.  Helmholts,  Prinzipien  der  Statik  monozyklischer 
Systeme,  J.  f.  Math.  107  (1884),  p.  111,  817  =  Wiss.  Abhandl.  3,  p.  119. 


514  IV  6.   P.  Städcel.    Elemeiitare  Dynamik. 

anderer  Art  anzufahren,  die  Theorie  der  Dampfmaschinen  lange  Zeit 
statisch  behandelt  worden,  und  man  hat  erst,  als  schnelllaufende 
Maschinen  gebaut  wurden,  die  Massendrucke  berücksichtigt^^.  Aach 
wird  noch  heute  bei  der  mathematischen  Theorie  der  Bewegung 
fester  Körper  in  Flüssigkeiten  der  Druck  der  Flüssigkeit  auf  den 
Körper  meist  statisch  berechnet,  was  gewiss  nur  in  besonderen 
Fallen  naherungsweise  richtig  ist. 

umgekehrt  giebt  es,  wie  beiläufig  bemerkt  werden  möge,  auch 
eine  ktnetische  Behandlung  stcUischer  Probteme-j  zum  Beispiel  wird  in 
der  kinetischen  Gastheorie  der  statische  Druck  einer  Gasmasse  auf  die 
Wandungen  des  sie  einschliessenden  Gefasses  auf  den  Stoss  der  Mole- 
küle gegen  die  Wandungen  zurückgeführt. 

18.    Stösse  bei  Systemen. 

18a.  Die  Anfangswerte  der  Ctoschwindigkeiten  nach  dem  Stogno. 

In  der  Systematik  der  Impulse  handelt  es  sich  zunächst  um  Stösse  im 
Sinne  der  Prazisionsdynamik  (vgL  Nr.  3  dieses  Artikels,  besonders 
Anmerkung  28).  Die  Impulse  dienen  aber  auch  yielfach  als  Mittel 
zur  angenäherten  Beschreibung  yon  Bewegungsrorgangen,  bei  denen 
sehr  grosse  Kräfte  während  sehr  kleiner  Zeiträume  wirken,  und  so 
kommt  es,  dass  die  im  Folgenden  zu  entwickelnden  Theorien  für  die 
Anwendungen  der  Dvnamik  ganz  besondere  Wichtigkeit  haben. 

Wenn  die  Pur  eines  Systems,  das  sich  in  Ruhe  oder  in  Bewegung 
befindet,  zur  7  .q  plötzliche  Stösse  erfahren,  so  ergiebt  sich  die  Be- 
wegung, die  das  System  nach  der  Zeit  t^  ausführt,  wenn  man  die 
Differentialgleichungen  der  Bewegung  mit  den  AnfEUigsbedingungen 
integriert,  die  dem  Bewegungszustande  nach  dem  Stösse  entsprechen. 
Die  Koordinaten  der  Punkte  haben  dabei  dieselben  Werte,  wie  vor 
dem  Stösse,  aber  die  Anfangswerte  der  G^chwindigkeiten  sind  andere 
als  vorher.  Auch  erfahren  die  Werte  der  Reaktionen  zur  Zeit  L 
plötzliche  Änderungen,  die  man  als  Stösse  der  Reaktionen  bezeichnet; 
diese  Änderungen  zu  bestimmen,  ist  oft  unerlasslich,  weil  die 
Vorrichtungen,  mittels  deren  man  die  Bedingungen  realisiert,  wenn 
sie  nicht  zerbrechen  oder  zerreissen  sollen,  nur  bis  zu  einer  gewissen 
Grenze  beansprucht  werden  dürfen. 

Um  die  Anfangswerte  der  Geschwindigkeiten  nach  dem  Stösse  zu 
bestimmen,  kann  man  bei  einem  holonomen  Systeme  mit  r  Graden 
der  Freiheit  folgendermassen  verfahren.  Die  zugehörigen  Lagrangeschen 
Gleichungen  in  den  r  Positionskoordinaten  ffi, . .  .,5^  seien  (vgl. Nr.  7): 


226)  Vgl  JT.  Heun,  Die  kinetischen  Probleme  der  wissenschaftlichen  Technik, 
Jahreeber.  <L  D.  K-V.  9,  Heft  8. 
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(1)  -^Ir  — 1|-=^''         ('c=l,2,...,r). 

In  dem  kleinen  Zeitintervalle  von  t^  bis  t^-}-  t  mögen  so  grosse  Kräfike 
wirken,  dass  die  sogenannten  Zeitintegrale  über  die  yerallgemeinerten 
Komponenten  der  Kraft: 


/« 


to  +  t 

dt 


endliche  Werte  haben.  Wenn  man  jetzt  zur  Grenze  fftr  r  =  0  über- 
gehty  erhalt  man  die  yerallgemeinerten  Komponenten  [QJ  des  Stosses, 
den  das  System  zur  Zeit  t^  er  fahrt  ^'^.  Sie  lassen  sich  aus  den  gewöhn- 
lichen Komponenten  der  Stösse,  die  auf  die  Punkte  des  Systems  aus- 
geübt werden,  genau  ebenso  berechnen,  wie  die  Komponenten  der  yer- 
allgemeinerten Kraft  aus  den  gewöhnlichen  Komponenten  der  Kräfte, 
die  auf  die  Punkte  des  Systems  wirken;  man  hat  zu  dem  Zwecke 
nur  den  Ausdruck  der  yirtuellen  Arbeit  der  Stosskräfte: 

zu  bilden  und  in  ihm  statt  der  Gartesischen  Koordinaten  die  yerall- 
gemeinerten Koordinaten  einzuführen. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  möge  auch  bei  den  Lagrangeschen 
Gleichungen  (1)  das  Zeitintegral  gebildet  und  zur  Grenze  für  r  =  0 

übergegangen  werden.     Die  Glieder  —  ^ —  liefern  dabei  den  Beitrag 

Null,  und  man  erhält  daher,  wenn  die  Werte  yor  und  nach  dem  Stosse 
durch  die  Indizes  Null  und  Eins  charakterisiert  werden,  die  Glei- 
chungen: 

Sie  besagen,  dass  die  Differenz  der  Werte  der  yerallgemeinerten 
Impulskomponente  p^  nach  und  yor  dem  Stosse  gleich  der  ent- 
sprechenden yerallgemeinerten  Stosskomponente  ist^^*).    Die  Aufgabe 

227)  Die  Yoraassetzimgen,  die  dieser  Schlussweise  zugrunde  liegen,  haben 
mitersucht  G,  Darbaux,  Note  21  zu  dei  Mäcanique  von  M.  Despeyrous  und 
T,  Levi'Civita,  Meccanica,  p.  410. 

227*)  Die  Gleichungen  (2)  haben  einen  so  anschaulichen  Charakter,  dass 
man  auch  umgekehrt  von  ihnen  ausgehen  und  daraus  die  Xa^an^^schen  Glei- 
chungen (1)  herleiten  könnte.    Indem  man  so  von  den  Stößen  zu  kontinuierlich 

BT 
wirkenden  Kräften  übergeht,  erhält  man  zimäohst  nur  die  Glieder  d  wr- ;  dass  in 

(1)  die  Glieder  ^—  dt  hinzutreten,  erklärt  sich  daraus,  dass  in  dem  Zeitelemente 
dt  das  Azensystem  eine  Drehung  erfährt;  vgl.  Nr.  4  und  7  dieses  Artikels. 

Smojklop.  d.  mftth.  WiaMosoh.    lY  1,  i.  84 
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ist  damit  zurückgeführt  auf  die  Losung  der  Gleichungen  (2)  nach 
den  r  Geschwindigkeitskomponenten  (^Jx*,  diese  Gleichungen  enthalten 
die  unbekannten  in  linearer  Form. 

18  b.    Die    Anflingswerte    der   Beaküonen    nach   dem    Stoose. 

Wenn  man  auf  die  angegebene  Art  die  Anfangswerte  der  Geschwindig- 
keiten nach  dem  Stosse  ermittelt  hat^  lassen  sich  auch  die  zugehörigen 
Anfangswerte  der  Reaktionen  des  Systems  bestimmen,  indem  man 
das  Verfahren  benutzt,  das  bei  den  sogenannten  Anfangsbewegunffen 
(Nr.  19  dieses  Artikels)  angewandt  wird.  Auf  diese  Art  erhalt  man 
gleichzeitig  die  Änderungen,  die  die  Reaktionen  infolge  des  auf  das 
System  ausgeübten  Stosses  erfahren  haben. 
Die  Yon  dem  Stosse  geleistete  Airbeit  ist: 

Tr=iJ'{(3j„+(«J,}[«.]. 
Diese  Gleichung  lasst  sich  mit  Hilfe  der  Identität 

-S'CPxX  («x)o  =  2(Pn)o  (« Jl 

X  X 

und  der  Gleichungen  (2)  umformen  in  die  Gleichung: 

X 

War  das  System  zur  Zeit  t^  ursprünglich  in  Ruhe,  ao  yerachwinden 
alle  Grössen  (^Jo>  ^^^  ^^®  Arbeit  des  Stosses  wird: 

(3)  W=^^2ipM2.\', 

die  durch  den  Stoss  erzeugte  kinetische  Energie  ist  also  gleich  der 
halben  Summe  aus  den  Produkten  der  Koordinaten  des  Stosses  und 
der  erzeugten  Geschwindigkeiten. 

Aus  dem  Ausdrucke  (3)  ergeben  sich  leicht  folgende  Theoreme: 

1.  Theorem  von  J.  Bertrand:  Ein  holonomes  System  materieller 
Punkte  werde  dadurch  in  Bewegung  versetzt,  dass  man  auf  einige 
Punkte  Stosse  ausübt,  während  die  übrigen  nur  den  Bedingungen  unter- 
worfen  bleiben.  Alsdann  ist  die  dem  System  zugeführte  kinetische 
Energie  grösser  als  für  irgend  eine  andere  Bewegung,  die  dem  System 
durch  dieselben  Stosse  erteilt  werden  könnte  in  Verbindung  mit  irgend 
welchen  anderen  Stössen,  die  dem  System  keine  Arbeit  zuführen*^. 

2.  Theorem  von  Lord  Kelvin:  Ein  holonomes  System  materieller 
Punkte  werde  dadurch   in  Bewegung  versetzt,  dass  einigen  Punkten 

228)  J.  Bertrand,  J.  de  math.  (1)  7  (1842),  p.  166.  Der  Keim  dieses  Theorems 
findet  sich  bei  J.  Lagrafige,  Mdcanique  1,  2*  partie,  section  8,  Nr.  87; 
vgl.  auch  Ch.  Ddaunay,  J.  de  math.  (1)  6  (1840),  p.  256  und  Ch»  Sturm,  Paris 
C.  R.  18  (1841),  p.  1046. 
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und  nur  ilmen  durcli  geeignete  Stösse  gegebene  Geschwindigkeiten  er- 
teilt werden,  während  die  übrigen  Punkte  lediglich  solche  Geschwindig- 
keiten annehmen,  wie  sie  sich  aus  den  Bedingungen  ergeben.  Alsdann 
hat  die  kinetische  Energie  bei  der  wirklich  stattfindenden  Bewegung 
den  Jdeinskn  Wert,  der  sich  mit  den  vorgeschriebenen  Bedingungen 
Yertragt***). 

A.  Oray  hat  diese  beiden  Theoreme  in  das  eine  zusammenge&sst, 
daß  jeder  einem  holonomen  Systeme  auferlegte  Zwang  dessen  Trl^- 
heit  vergrösserf^).  Was  er  darunter  yersteht,  zeigt  das  Beispiel 
eines   Systems   mit   einer   einzigen   Positionskoordinate    g,    bei    dem 

man  den  Quotienten  -^  als  Trägheit  bezeichnen   kann,   da   er  in   die 

Hasse  m  übergeht,  wenn  q  eine  gewöhnliche  Koordinate  isi  Die 
kinetische  Energie  des  Systems  ist  in  diesem  Falle  gleich  \pq.  Wenn 
man  also  p  festhält  (Beriranct),  so  wird  durch  den  Zwang  die  Energie, 

mithin  auch  q  verkleinert  und  y  wächst.    Wenn  man  aber  q  festhält 

(^Lord  Kelvin),  so  wird  durch  den  Zwang  die  Energie,  mithin  auch  p 
Tergrossert  und  -y  wächst  wieder. 

Gbnz  ähnliche  Betrachtungen,  wie  sie  im  vorhergehenden  für 
liolonome  Systeme  durchgeführt  wurden,  gelten  auch  für  nichtholo- 
nome  Systeme  ^^).  Hat  man  nämlich  ein  solches  System  mit  r 
Graden  der  Freiheit  und  führt  r  generalisierte  Koordinaten  9i>.*.;9r 
ein,  die  die  Lage  des  Systems  zur  Zeit  t  festlegen,  so  genügen  diese 
zwar  nicht  den  gewöhnlichen  Lagrangeschen  Gleichungen,  wohl  aber 
Gleichungen  der  Form: 

(^)  "^IC~l|  +  ^''==^-         (x  =  l,2,...,r), 

in  denen  die  Zusatzglieder  ^^  quadratische  Formen  der  9iy-;^,.  sind, 
deren  Koeffizienten  die  9i,...;9^  enthalten*^.  Wird  daher  unter  den 
>rorher  angegebenen  Voraussetzungen  das  Zeitintegral  von  t^  bis 
^  -f-  T  gebildet,  so  liefern  auch  die  Zusatzglieder  bei  dem  Obergange 
^n  T  SB  0  keinen  Beitrag,  und  man  gelangt  so  wieder  zu  den 
Gleichungen  (2). 


229)  W.  Thomson  und  P.  G,  Tau,  Handbuch,  art,  817. 

280)  Physik  1,  p.  264. 

281)  F.  Klein,  Zeitschr.  Math.  Phys.  47  (1902),  p.  269;  H.  Beghin  et  Th.  G. 
JUmeseau^  J.  de  math.  (6)  9  (1908),  p.  21;  vgl.  anch  die  Bemerkung  von  P.  Äppeü, 
ebenda  p.  27. 

282)  Vgl.  etwa  P.  Äppeü,  J.  de  math.  (6)  7  (1901),  p.  6  und  G.  Hamd, 
Zeitschr.  Math.  Phys.  60  (1904),  p.  1. 

84* 
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18  c.  Ergänsende  Bemerkuxigen.  Bei  den  vorhergehenden 
Betrachtungen  wurde  vorausgesetzt,  dass  die  Bedingungen,  die 
vor  dem  Stosse  galten,  auch  während  des  Stosses  und  nach  dem 
Stosse  gelten.  Das  tri£Pt  jedoch  nicht  immer  zu.  Zum  Beispiel 
wird  bei  dem  ballistischen  Pendel  von  B,  Bobins  das  Geschoss 
im  Augenblicke  des  Auftreffens  mit  dem  Pendel  zu  einem  Körper 
vereinigt,  imd  es  entsteht  so  eine  neue  Bedingung,  die  während  des 
Stosses  und  nach  dem  Stosse  gilt*^).  Dagegen  entsteht  bei  elastischen 
Kugeln  im  Augenblicke  des  Stosses  eine  neue  Bedingung,  die  Be- 
dingung der  Berührung,  die  sofort  nach  dem  Stosse  wieder  aufgehoben 
ist.  Endlich  denke  man  sich  zwei  materielle  Punkte,  die  durch  eine 
gewichtlose  Stange  verbunden  sind;  wenn  die  Stange  bei  einem  auf 
das  System  ausgeübten  Stosse  zerbricht^  so  ist  die  Bedingung  kon- 
stanter Entfernung  nach  dem  Stosse  aufgehoben.  Man  hat  demnach 
vier  sich  ausschliessende  Möglichkeiten  für  die  Art  einer  Bedingung: 

1.  Bedingungen,  die  vor  dem  Stosse,  während  des  Stosses  und 
nachher  gelten; 

2.  Bedingungen,  die  vor  dem  Stosse  und  während  des  Stosses, 
aber  nicht  nachher  gelten; 

3.  Bedingungen,  die  während  des  Stosses  und  nach  dem  Stosse 
gelten,  aber  vorher  nicht  galten; 

4.  Bedingungen,  die  nur  während  des  Stosses  gelten. 

Bedingungen,  die  während  des  Stoßes  und  nachher  gelten,  werden 
auch  als  persistente  Bedingungen  bezeichnet;  es  sind  die  Arten  1 
und  3.»»*) 

Wie  sich  die  Behandlung  von  holonomen  Problemen  mit  solchen 
Bedingungen  bei  Anwendung  der  Lagrangeschen  Gleichungen  gestaltet, 
haben  besonders  Gh.  Niven*^),  JE.  J.  Bouth^^)  imd  P.  Äppdl*^"^  unter- 
sucht; während  aber  in  den  Gleichungen  von  Niven  und  Bouih  noch 
die  Stosse  der  Reaktionen  auftreten,  die  im  Augenblicke  des  Stosses 
entstehen,  hat  Appell  das  Ziel  erreicht,  alle  Reaktionen  zu  eliminieren. 


233)  B.  Bohins,  New  principles  of  gunnery,  London  1742,  deutsch:  Neae 
Grundsätze  der  Artillerie  von  L.  EuUr,  Berlin  1745.  Genauere  Durchföhmng 
bei  P.  Appell^  M^canique  2,  p.  493;  vgl.  auch  IV 18  Ballistik  (C  Crang), 

234)  P.  Appeü,  Mäcanique  2,  p.  600. 
236)  Messenger  of  math.  4  (1868),  p.  82. 

236)  Dynamik  1,  Kap.  2,  4,  6,  7;  dort  auch  viele  Beispiele  und  Litteiator* 
angaben. 

237)  Paris  C.  R.  116  (1893),  p.  1483;  J.  de  math«  (6)  2  (1896),  p.  6;  M^ca- 
nique  2,  p.  608. 
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Diese  üntersachnngen  lassen  sich  auch  ohne  weiteres  auf  nichtholonome 
Systeme  ausdehnen. 

Auf  den  Fall,  daß  bei  einem  Systeme  plötzlich  neue  Verbindungen 
eingeführt  werden,  die  nachher  erhalten  bleiben,  bezieht  sich  das  so- 
genannte üieareni  vonL.  Camot:  In  einem  Systeme  mögen  zur  Zeit  t^  plötz- 
lich neue  Bedingungen  eingeführt  werden,  so  dass  die  Reaktionen  des 
Systems  plötzliche  Änderungen  oder  Stösse  erfahren.  Wenn  die  ur- 
sprünglichen und  die  neuen  Bedingungen  nach  diesen  Stössen  der 
Reaktionen  fortbestehen,  so  erhält  man  den  Betrag  der  lebendigen 
Kraft,  den  das  System  zur  Zeit  t^  verloren  hat,  indem  man  die  leben- 
dige Kraft  berechnet,  die  dem  Systeme  zukäme,  wenn  jeder  seiner 
Punkte  die  Geschwindigkeit  hätte,  die  er  bei  dem  Stosse  verloren  hat^. 

Wenn  die  Punkte  des  Systems  selbst  zur  Zeit  ^q  Stösse  erfahren, 
bedarf  das  Camotsche  Theorem  einer  Modifikation,  die  Q.  Bdbin  an- 
gegeben hat***). 

Noch  verwickelter  wird  die  Untersuchung,  falls  die  Bedingungs- 
gleichungen die  Zeit  enthalten  oder  Bedingungsungleichheiten  bestehen; 
es  möge  hier  auf  die  Abhandlungen  von  H,  Beghin^  und  A,  Mayer ^^) 
verwiesen  werden.  Ebensowenig  ist  es  mögUch,  hier  auf  Bedingungen 
mit  Reibung  einzugehen  """X 

Auch  die  Anwendung  der  Theorien,  über  die  berichtet  wurde,  auf 
natürliche  Körper  kann  hier  nur  gestreift  werden;  denn  teils  handelt 
es  sich  dabei  um  Untersuchungen,  die  vor  dem  19.  Jahrhundert  an- 
gestellt worden  sind^^*),  teils  greift  die  Elastizitätstheorie  ein.  Es  ge- 
nüge zu  bemerken,  daß  bei  dem  physikalischen  Stosse  die  absolute 
Grösse  oder  besser  Ausdehnung  der  natürlichen  Körper  eine  ent- 
scheidende Rolle  spielt.   Wenn  nämlich  die  Fortpflanzungsgeschwindig- 


288)  Principes  fondamentanz  de  T^quilibre  et  du  monvement,  Paris  1808; 
Bericht  über  die  anschliessende  ältere  Litterator  bei  J.  M.  C.  Duhamel,  J.  ^o.  poljt. 
cah.  24  (1886),  p.  1. 

239)  Paris  C.  B.  106  (1887),  p.  61;  vgl.  anch  P.  ÄppeU,  M^caniqne  2,  p.606. 

240)  J.  de  math.  (6)  9  (1908),  p.  29. 

241)  Leipzig  Ber.  60  (1898),  p.  246;  61  (1899),  p.  246. 

242)  Vgl.  etwa  G.  Darboux,  Bull,  sciences  math.  (2)  4  (1880),  p.  126  und 
dessen  Note  21  in  der  M^canique  von  M.  Despeyraus. 

242*)  Für  das  17.  Jahrhundert  vgl.  J.  E.  Montuda,  Histoire  des  math^- 
matiques,  2.  ^d.  2  und  E.  Mach^  Mechanik,  Kap.  8,  Abschnitt  4,  wo  über 
G.  Galilei,  M.  Mord,  J.  WaUis,  Chr,  Wren,  Chr.  Huygens,  J.  Newton  berichtet 
wird.  Eine  Darstellung  der  Untersuchungen  im  18.  Jahrhundert,  wo  vor  allem 
Joh,  BemouUi  und  L,  Eitler  su  nennen  sind,  steht  noch  aus;  dabei  würden  auch 
die  Versuche  zu  berücksichtigen  sein,  die  man  seit  G.  L,  Lesage  gemacht  hat, 
die  Gravitation  auf  Stösse  zurückzufahren;  vgl.  Y  2  (/.  Zenneck), 
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keit  der  durcli  den  Stoss  im  Körper  herrorgerufenen  Wellenbewegung 
nicht  in  Betracht  kommt;  wie  bei  dem  Stosse  kleiner  Engeln,  lassen 
sich  als  Annäherung  die  Betrachtungen  der  Punktmechanik  anwenden: 
wenn  das  aber  nicht  der  Fall  ist,  wie  etwa  bei  dem  Stosse  yon  langen 
Stäben,  muss  man  seine  Zuflucht  zu  den  spezifischen  Hilfsmitteln  der 
Elastizitatstheorie  nehmen;  ygl.  lY  26  {H.  Lamb).  Für  den  Stoss 
starrer  Körper  vgl.  auch  Nr.  4-3  dieses  Artikels,  für  die  technischen 
Anwendungen  (Stossmaschinen)  lY  10  (K  Heun)  sowie  lY  28 
(i.  Prandd). 

19.  Sogenannte  AnfJangsbewegnngen,  Ein  System  von  n  mate- 
riellen Punkten,  auf  welche  gegebene  Erafbe  wirken  und  zwischen  deren 
Koordinaten  r  gegebene,  holonome  oder  nicht  holonome  Bedingungs- 
gleichungen bestehen,  möge  sich  in  einer  bestimmten,  mit  den  Be- 
dingungen vertraglichen  Lage  befinden,  die  aber  keine  Gleichgewichts- 
lage sei.  Indem  man  geeignete  Bedingungsgleichungen  hinzuf&gt, 
kann  man  erreichen,  dass  das  System  vermöge  der  samtlichen  Be- 
dingungen im  Gleichgewichte  ist.  Werden  jetzt,  etwa  zur  Zeit  ^, 
die  neuen  Bedingimgen  plötzlich  aufgehoben,  so  wird  das  System 
sich  von  der  Ruhe  aus  in  Bewegung  setzen,  und  man  wird  zuniichst 
wissen  wollen,  in  welcher  Richtung  die  einzelnen  Punkte  des  Systems 
ihre  Anfangslage  verlassen. 

Um  die  Anfangsricfitungen  der  Bewegung  zu  bestimmen,  differen- 
tiiere  man  die  r  Bedingungsgleichungen  (vgl.  Nr.  7): 

^  fa(i  V  "7   ^y>    Vy'  ^y?  '  '  V    df       \     i/afi  {"  '  9  ^y>   Vy}   ^y}  •  '  •) 


(1) 


dt 

"t~  f^afi  V"f    ^yf    Vy}  ^y)  * '  0    ^  =  ^  (^  =  ^1  2,  •  - .,  V; 


einmal  nach  der  Zeit  t  und  setze  ^  =  ^o*     ^^®  Koordinaten  Xg^,y^yBa 
werden  alsdann  gleich  den  bekannten  Anfangswerten  xj^,  yj^,  5/,  ibte 
ersten  Ableitungen  nach  der  Zeit  verschwinden.    Zur  Bestimmung     i^^ 
3w  unbekannten  Anfangs  werte  der  zweiten  Ableitungen   xj^j  y^,     ^^a 
setze  man  auch  in  den  3n  dynamischen  Gleichungen: 


(2; 


^  r.  Re 

t  =  tQ.     Auf   diese    Art    findet    man    3n -{- r    Gleichungen    zur  ^ 

Stimmung  der  3n-f-r  Unbekannten  xj^,  yj^,  z^,  IJ^]  die  GrössenC^*  t 

bezeichnen  die  Anfcmgsvoerte  der  Beaktionen,  die  im  allgemeinen  ^^^ 
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den  Reaktionen  während  der  Ruhe  verschieden  sein  werden ,  so  dass 
VnskHgkeUen  in  den  Drucken  eintreten.  Während  also  bei  den  Stössen 
die  ersten  Ableitungen  der  Koordinaten  ünstetigkeiten  erleiden,  bleiben 
diese  bei  den  Anfangsbewegungen  stetig,  aber  die  zweiten  Ableitungen 
ändern  sich  sprungweise.     Jetzt  erlmlt  man  aus  den  Gleichungen: 

(«,=«.•+**«•(<-«.)'+•••, 

^a=0  +  *V('-<o)*+--- 

die  Anfangsrichtungen  der  Bewegung  des  Punktes  P^,  es  sei  denn, 
daB  fCLr  ihn  alle  drei  Grossen  x^/yj^/z^  verschwinden;  sollte  das  der 
Fall  sein,  so  hat  man  in  den  Taylorschen  Entwicklungen  nach  Po- 
tenzen von  t  —  ^Q  die  Glieder  dritter  Ordnung  herzustellen  und  nötigen- 
falls noch  weiter  zu  gehen.  Der  Krümmungsradius  q^  der  Bahn  des 
Punktes  P^  hat  im  allgemeinen  den  Anfangswert  Null,  das  heisst, 
die  Bahn  beginnt  mit  einer  Spitze. 

In  vielen  Fällen  lassen  sich  die  Rechnungen  dadurch  abkürzen, 
daB  man  Positionskoordinaten  einführt,  deren  höhere  Potenzen  in  den 
Entwicklungen  weggelassen  werden  dürfen,  weil  sie  zu  den  gesuchten 
Anfangswerten  keinen  Beitrag  liefern.  Genaueres  hierüber  findet  man 
bei  E.  J.  Routh  (Dynamik  1,  p.  180,  420);  dort  werden  auch  zahl- 
reiche Beispiele  gegeben,  meist  in  der  Form,  daß  bei  einem  gegebenen 
System,  das  sich  in  Ruhe  befindet,  Bedingungen  plötzlich  aufgehoben 
werden,  indem  etwa  eine  Stütze  bricht  oder  ein  Faden  reisst,  und 
nun  nach  der  A  nfangsbewegung  des  Systems  und  nach  den  Ände- 
rungen der  Drucke  gefragt  wird. 

20.  Ansfühnrngen  über  kleine  Sohwingungen  der  Systeme, 
insbesondere  über  solohe  mit  Beibnng. 

In  Nr.  9  ist  bereits  herrorgehoben  worden,  dass  die 
Lehre  Yon  den  kleinen  Schwingungen  in  der  Physik  und  in 
der  Technik  mannigfache  Anwendungen  gefunden  hat.  Für  die 
Einzelheiten  möge  auf  die  betreffenden  Artikel,  Yor  allen  auf 
lY  26  Schwingungen  elastischer  Systeme  (H.  Lamb)  und  IV  10 
Dynamische  Probleme  der  Maschinentechnik  {K.  Heun)  verwiesen 
werden.  Hier  soll  auf  die  Abänderungen  eingegangen  werden,  die 
die  Lagromgesa^e  Theorie  für  die  Zwecke  der  Anwendungen  er- 
fahren hat.  Es  hat  sich  nämlich  als  notwendig  erwiesen,  dabei  neben 
den  Eräfken,  die  von  der  Lage  des  Systems  abhängen  (positional 
forces  bei  W.  Thomson  imd  P.  O.  Tait)  Widerstandskräfte  einzuführen, 
die  bei  kleinen  Geschwindigkeiten  den  Geschwindigkeitskomponenten 
proportional  angenommen  werden  dürfen  (motional  forces).    Man  be- 
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zeichnet  diese  £[nLfbe  auch  als  Reibungskräfte;  jedoch  ist  damit  nicht 
die  Goulombsche  Reibung  gemeint,  sondern  die  yerz(^erung  (Damp- 
fang),  die  die  Bewegung  durch  den  Einfluss  von  Medien  erfährt*^). 

20  a.  Gedämpfte  Schwingungen  bei  Sjnitemen  mit  einem  Frei- 
heitsgrade.  Die  erste  Veranlassung  zur  Untersuchung  solcher  gedämpftm 
Schwingungen  scheinen  die  Oszillationen  einer  Magnetnadel  gegeben 
zu  haben,  die  in  ihrem  Schwerpimkte  unterstützt  ist  und  aus  der  Ruhe- 
lage durch  die  Einwirkung  magnetischer  oder  elektrischer  Kräfte  ent- 
fernt wird  (Lehre  vom  Erdmagnetismus:  Ä.  v,  Humboldt,  Chr,  Hansteen 
(1819),  C.  F.  Gauss]  Elektromagnetismus:  ff.  Chr.  Oersted  (1820),  Er- 
findung des  Multiplikators  durch  J.  8.  Schweigger  und  J.  Ch,  Paggen^ 
dorff,  1821 — 22).  Bezeichnet  $  den  Bogen,  den  das  eine  Ende  der  Nadel 
durchlauft,  m  ihr  Trägheitsmoment,  N  die  magnetische  Direktion»- 
krafb,  2h  die  yerzögemde  (dampfende)  Kraft,  so  erhalt  man  die  Diffe- 
rentialgleichung : 
(1)  wg-f  2Ag  +  2^j  — 0, 

die  Ä  2).  Poisson^)  und  G.  F,  Gauss^^)  ausftthrUch  behandelt  haben. 

Wenn  zur  Abkürzung  y (—j  =  a  gesetzt  wird,  so  ergiebt  sich 

als  allgemeines  Integral: 

q  =  J.r'*'*'"  sin a(t  —  b), 

wo    A    und    b    Integrationskonstanten    bedeuten.     Es    finden    also 

Schwingungen  der   Periode   r= —   statt***),   deren   Amplituden  in 

geometrischer  Progression  abnehmen.  Die  konstante  Differenz  ihrer  Loga- 
rithmen, die  proportional  h  ist,  nannte  C.  F.  Gauss  das  logariO%m%9che 
Dekrement^'^)]  es  lässt  sich  unmittelbar  aus  den  Beobachtungen  be- 
stimmen und  dient  zur  Berechnung  der  Dämpfung  h. 

248)  J.  L.  Lagrange  selbst  hat  solche  Widerstandskräfte  noch  nicht  berück- 
sichtigt, aber  auch  yiele  spätere  Werke  über  theoretische  Mechanik,  so  zum  Bei- 
spiel die  Mäcaniqne  von  A.  Appeü,  zeigen  hier  eine  Lücke. 

244)  M^canique  2.  ^d.  (1888)  1,  p.  849.  In  der  ersten  Auflage  (1811)  1, 
p.  406  behandelte  Poisson  den  Fall,  dass  der  Widerstand  dem  Quadrate  der 
(Geschwindigkeit  proportional  ist,  einen  Fall,  den  schon  I.  Newton^  Frincipia, 
pars  2,  Sectio  6  untersucht  hatte. 

246)  Anleitung  zur  Bestimmung  der  Schwingungsdaner  einer  Magnetnadel 
18S7  =  Werke  6,  p.  389. 

246)  Ist  die  Dämpfung  so  stark,  dass  Nm  —  h*  negativ  ausfällt,  so  erhält 
man  statt  der  Schwingungen  asymptotische  Annäherung  an  eine  Buhelage.  Die 
Möglichkeit  einer  solchen  aperiodischen  Bewegung  erkannten  schon  S.  D.  Pöitson, 
Mäcanique  2.  4d.  (1888)  1,  p.  361  und  C,  F.Gauss,  Werke  6,  p.  894;  für  die 
weitere  Litteratur  siehe  Anmerkung  170*. 

247)  C.  F.  Gauss,  Werke  6,  p.  888. 
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Ebenso  wie  f&r  die  ungedämpfte  harmonische  Bewegung  läßt  sich 
für  die  gedämpfte  eine  einfache  geometrische  Darstellung  geben.  Ein 
materieller  Punkt  P  bewege  sich  mit  gleichförmiger  Winkelgeschwin- 
digkeit auf  einem  Kreise  mit  dem  Halbmesser  fi  und  dem  Mittel- 
punkte 0.  Wenn  man  den  Radiusvektor  auf  irgend  einen  Durchmesser 
projiziert^  wird  die  Projektion  OQ  ^  s  als  Vektor  durch  die  Gleichung 
gegeben: 

in  der  q  und  ö  Eonstanten  bezeichnen.  Falls  Dämpfung  stattfindet; 
tritt  an  die  Stelle  des  Kreises  eine  logarithmische  Spirale,  auf  der  sich 
wieder  P  mit  gleichförmiger  Winkelgeschwindigkeit,  in  Bezug  auf  den 
Pol  der  Spirale,  bewegt**^').  Für  die  Projektion  OQ^  s  des  Radius- 
yektors  OP  auf  irgend  eine  durch  den  Pol  gehende  Gerade  gilt  dann 

die  Gleichung: 

s  =-  Ae-^^'-'''  sin  {jft  +  <y). 

Erzwungene  gedämpfte  Schwingungen   entstehen,  wenn  man  noch 
eine  periodisch  wirkende  störende  Kraft  hinzunimmt,  also  etwa,  im  ein- 
fachsten Falle,  C  cos  at     Das   allgemeine   Integral   der   Differential- 
gleichung: 
(2)  mq  -|-  2hq  +  Nq  =»  C  cos  at 

setzt  sich  aus  zwei  Summanden  zusammen,  von  denen  der  erste  die  für 
C«=  0  stattfindenden  Eigenschwingungen,  der  zweite  g*  =  P  cos  (at-\-b) 
die  durch  die  störende  Kraft  erzumngenen  Schwingungen  darstellt;  P 
und  b  bedeuten  Konstanten,  die  bestimmte  Werte  haben.  Man  hat 
ako  jetzt  zwei  interferierende  Schwingungen**®).  Wenn  Dämpfung 
Yorhanden  ist,  erlöschen  jedoch  nach  einiger  Zeit  die  Eigenschwin- 
gungen und  es  bleiben  die  erzwungenen  Schwingungen  g*  allein 
übrig;  dagegen  kommt  es  am  Anfange,  wenn  die  Perioden  der  beiden 
Schwingungen  nahezu  gleich  sind,  zu  Schwebungen^^). 

Vielfach  ergiebt  sich  eine  Vereinfachung  in  der  Behandlung 
solcher  Schwingungen,  wenn  man  q  und  die  störende  Kraft  als  die 
reellen  Teile  von  komplexen  Grössen  e  und  C&*^^  auffasst,  so  dass  an 
die  Stelle  von  (2)  die  Gleichung  tritt: 

(8)  Li  +  2Mh  +  Nz^  C(f^K 

Man  genügt  der  Gleichung  (3)  im  besonderen  durch  £r  «=  xr*  ss  jße'^^, 

247*)  Vgl.  P.  G,  Tau,  Edinburg  Roy.  Soc.  Proc.  6  (1869),  p.  221  [1867]  = 
Scientific  papers  1,  Cambr.  1898^  p.  78. 

248)  Die  Ausdrücke  interferieren^  Interferenz  rühren  von  Th.  Yowng  her, 
Phil.  Trans.  1802  (interfere),  1804  (interference). 

249)  Vgl.  etwa  die  Darstellangen  bei  A.  Föppl^  Dynamik,  enter  Abschnitt, 
i  6  nnd  H,  Lorenz,  Mechanik,  Kap.  4. 
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wo  B  eine  komplexe  Konstante  bedeutet,  deren  Wert  sofort  zu  be- 
rechnen ist;  bei  den  elektrischen  Anwendungen  ist  Z  die  Selbst- 
induktion, M  der  Ohmsche  Widerstand,  N  das  Reziproke  der  Kapazität, 
Cff^*=(S  die  (yektoriell  au^efasste)  elektromotorische  Kraft.  Die 
neuere  Elektrotechnik  hat  diese  Aufifassimg  den  graphischen-Methoden  zu 
Grunde  gelegt^  die  bei  der  Behandlung  von  sogenannten  quasistationiien 
Wechselströmen  zur  Anwendung  gelangen,  d.  L  von  Wechselströmen, 
die  im  ganzen  Stromkreise  näherungsweise  gleichzeitig  verlaufen; 
mittels  der  bekannten  geometrischen  Darstellung  der  komplexen 
Grössen  lassen  sich  nämlich  ^  xmd  (S  durch  die  Punkte  von  zwei 
konzentrischen  Kreisen  darstellen,  und  hieraus  folgen  einfache  Kon- 
struktionen für  den  induzierten  Strom  ^. 

20  b.  Gted&mpfte  Sohwingungen  bei  Systemen  mit  mehr  als  einem 
Freiheitsgrade.  Weit  schwieriger  gestaltet  sich  die  Behandlung  der  ge- 
dampften Schwingungen  bei  Systemen  von  mehr  als  einem  (}rade  der 
Freiheit,  die  ziemlich  gleichzeitig  E.  J.  JBowft"®*)  und  W.  Thavnson^^) 
in  Angriff  genommen  haben  und  mit  denen  sich  spater  besonders 
Lord  Bayleigh^^^  beschäftigt  hat.  Die  ungedämpften  Schwingungen 
eines  Systems,  bei  dem  die  Kräfte  eine  Kraftefunktion  haben, 
lassen  sich  nämlich  in  die  Reihe  der  Hauptschwingungen  zerlegen, 
die  unabhängig  voneinander  erfolgen,  so  dass  durch  EinfShrung  der 
Hauptkoordinaten  das  Problem  auf  die  wiederholte  Untersuchung  von 
Systemen  mit  einem  Grrade  der  Freiheit  zurückgeführt  ist.  Sobald 
jedoch  Dämpfung  stattfindet,  sind  die  Veränderungen  der  einzelnen 
Positionskoordinaten  untrennbar  miteinander  verknüpft;  man  hat  sich 
also  vorzustellen,  dass  das  betrachtete  System  aus  einer  Reihe  von 
gekoppelten  zwangläufigen  Systemen  besteht. 

Wenn  ein  System  durch  periodische  störende  £[nLfte  in  Bewegung 
versetzt  wird,  so  entstehen  freie  und  erzwungene  Schwingungen.  Sind 
keine  Widerstandskräfte  vorhanden,  so  bleiben  beide  Arten  von 
Schwingungen  nebeneinander  bestehen,  treten  aber  solche  Kräfte  hin- 

250)  Die  Benatzung  komplexer  Grössen  findet  sich  schon  in  den  Arbeiten 
von  A.  L.  Cauchy^  vgl.  auch  H.  v.  HelmhoUz,  Berlin  Ber.  1S7S,  p.  4S8  ».  Wiss. 
Abhandl.  1,  p.  463  und  Lord  Bayleigh,  PhiL  Mag.  1886;  für  die  elekttotech- 
nischen  Anwendungen  vgl.  C.  P.  Steinmete,  Elektrotechn.  Zeitschr.  1898,  p.  697, 
631,  641,  663,  Theorie  nnd  Berechnung  der  Wechselstromerscheinungen,  Leipzig 
1900,  sowie  /.  L.  la  Cour,  Theorie  der  Wechselströme  und  Transfoimatorea, 
Berlin  1902,  p.  46. 

260*)  Dynamik  2,  Kap.  7. 

261)  Treatise  (1867),  §  348. 

862)  Scientif.  papers  2,  p.  188;  Theoiy  of  sound,  London  1877/78,  2.  ed. 
London  1894/96. 
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za,  SO  nimmt  die  Amplitude  der  freien  Schwingungen  beständig  ab^ 
und  diese  werden  scUiesslich  unmerklich.  Dagegen  sind  die  erzwungenen 
Schwingungen  permanent,  und  die  Wirkung  der  Dämpfung  zeigt  sich 
darin,  daß  sich  die  AmpUtuden  der  permanenten  Schwingungen  in 
festen  Grenzen  halten.  Sind  die  Perioden  der  permanenten  Schwingungen 
alle  sehr  gross,  so  werden  diese  fär  das  Auge  kaum  wahrnehmbar  sein; 
nach  E.  J.  Bouth  heisst  die  Bewegung  des  Systems  in  diesem  Falle 
ruhig.  Giebt  es  aber  unter  den  Perioden  solche  von  kurzer  Dauer, 
so  scheint  die  mittlere  Bewegung  zitternd  zu  sein. 

Als  Beispiel  sollen  hier  die  Lagrangeschen  Differentialgleichungen 
der  Bewegung  für  den  Fall  von  zwei  Graden  der  Freiheit  aufgestellt 
werden.  Die  kinetische  Energie  T,  die  Zerstreuungsfunktion  F^^) 
und  die  potentielle  Energie  V  seien  der  Brcihe  nach  durch  die  Aus- 
drücke dargestellt: 

T  =  ^Ki»  +  2a^^xy  +  a^^ij% 

y  =  1(^11^*  +  2c^^xy  +  c^^y^. 
Bedeuten  X  und  Y  die  störenden  Kräfte,  so  lauten  die  gesuchten 
Gleichungen: 

dabei  gelten  die  Symmetriebedingungen  a^^  >«  a^i,  b^^  ^==  b^u  ^s  '^  ^v 
Wenn  X  imd  Y  yerschwinden,  erhält  man  die  Eigenschwingungen 
des  Systems,  zu  denen  alsdann  die  erzwungenen  Schwingungen  additiv 
hinzutreten.  Zur  Ermittelung  der  Eigenschwingungen  dient  der  von 
J,  d'Älembert^^^*)  angegebene  Ansatz. 

x  =  Ä^',    y  =  Be^, 

aus  dem  für  die  Eonstante  X  eine  Gleichung  zweiten  Grades  folgt. 
Für  die  Durchführung  im  einzelnen  sei  auch  eine  Abhandlung  von 
M,  Wien  genannt,  die  zahlreiche  physikalische  Anwendungen  ent- 
l^lt*^*);  zu  diesen  ist  in  neuester  Zeit  die  drahtlose  Telegraphie 
hinzugetreten  **•'). 

Die  Gleichungen  (4)  behalten  einen  dynamischen  Sinn,  wenn 
man  darin  den  Konstanten  b^^  und  b^^  beliebige  Werte  beilegt.     Die 

S62*)  Berlin,  Mäm.  4  annee  1748  (1762),  p.  289. 

268)  Ann.  Phye.  Chem.  (2)  61  (1897),  p.  161;  vgl.  auch  Ä.  G,  Webster,  Dy- 
namics, §  46  nnd  Ä.  Sommerfeld,  Elektroteohn.  Zeitechi.  26  (1904),  p.  278,  291, 
469;  Wüllner-Festechnft,  Leipzig  1906,  p.  162. 

268*)  Vgl.  etwa  /.  Zenneck,  Elektromagnetische  Schwingangen  und  draht- 
lose Telegraphie,  Stuttgart  1906. 
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Glieder  mit  x  und  y  lassen  sich  alsdann  in  der  Form  schreiben: 

hii  +  i(J>i%  +  K)y  +  l(*ii  —  K)ify 
\Q>n  +  K)^  +  ^nV  —  \Q>i%  —  K)^\ 
die  schief  symmetrischen  Glieder  +  iC^«  —  \x)y  ^^^  —  \(Pit  —  ^ii)^ 
heissen  nach  W,  Thomson  nnd  P.  O.  Tau  gyroshopische  Terme;  sie 
treten  nämlich  auf^  wenn  man  die  relative  Bewegung  von  Systemen 
betrachtet  und  rühren  von  der  Drehung  des  Systems  gegen  ein  festes 
System  her^^).  Solche  gyroskopische  Terme  ergeben  sich  auch, 
wenn  die  Bedingungen  von  der  Zeit  abhängen^  oder  wenn  dem 
Systeme  Gyrostaten  angehören;  vgl.  Nr.  4-4-  dieses  Artikels. 

20  c.  Stabilität  des  Gleichgewichts.  In  engem  Zusammenhange 
mit  der  Lehre  von  den  kleinen  Schwingungen  steht  die  Frage  nach 
der  Stabilität  des  Gleichgewichts.  Da  jedoch  die  elementaren  Mittel 
nur  selten  zu  einer  Entscheidung  über  die  Stabilität  ausreichen^  genüge 
hier  folgende  Bemerkung.  Wenn  ein  System,  auf  das  gegebene  Kräfte 
wirken,  im  Gleichgewicht  ist,  so  bleibt  das  Gleichgewicht  erhalten,  falls 
man  zu  den  vorhandenen  Verbindungen  neue  Verbindungen  hinzufügt 
Dass  aber  auch  die  Stahüüät  erhalten  bleibt,  gilt  ohne  Weiteres  nur 
dann,  wenn  die  Kräfte  von  einer  Kräftefunktion  herrühren.  Ist  das 
jedoch  nicht  der  Fall,  so  kann  es  sehr  wohl  eintreten,  dass  durch 
die  HinzufQgung  von  Verbindungen  die  Stabilität  nicht  verstärkt, 
sondern  zerstört  wird*"'). 

21.    Sonstige  Probleme  aus  der  Kinetik  der  Systeme. 

21  a.  Freie  Systeme.  Bei  A&rfteien  Bewegung  eines  einzelnen  Punktes 
in  der  Ebene  oder  im  Räume  (Nr.  13)  betrachtet  man  mit  Vorliebe 
Kraftfelder,  die  von  festen  Attraktionszentren  herrühren.  In  Wirklich- 
keit werden  sich  jedoch  diese  Zentren  ebenfalls  bewegen,  wenn  auch 
unter  Umständen  sehr  langsam,  und  man  wird  so  zu  dem  Problem 
geführt,  die  Bewegung  eines  Systems  freier  materieller  Punkte  zu  er- 
mitteln,  die   sich   gegenseitig  anziehen^).      Hierher   gehört   im  Be- 

264)  Treatise,  §  846  VI;  zuerst  in  der  Ausgabe  yom  Jahre  18SS. 

254»)  J.  Andrade,  BulL  soc.  math  de  France  26  (1897),  p.  49;  Paris  C.  R.  127 
(1898),  p.  712;  L,  Lecomu,  Paris  C.  R.  126  (1898),  p.  1777;  Bull.  soc.  math.  de 
France  26  (1898),  p.  163. 

256)  Für  die  kinematische  Betrachtung  bieten  solche  Systeme  freier  Punkte 
gegenüber  dem  einzebien  Punkte  kaum  etwas  Neues.  Höchstens  wäre  das 
Problem  des  Zusammenstosses  zu  nennen,  das  jedoch  sofort  aus  der  Punktmechanik 
hinausfiLhrii,  da  es  sioh  bei  dem  Zusammenstosse  nur  um  Körper  endlicher  Aus- 
dehnung handeln  kann.  Dagegen  spielt  die  Dynamik  solcher  Systeme  nicht  nur 
in  der  Astronomie,  sondern  auch  in  der  Physik  eine  grosse  Rolle;  man  denke 
nur  an  die  zahlreichen  Versuche,  die  Atomistik  streng  durchzufahren. 
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sonderen  das  astronomische  Vieücörperpröblem'^  ein  Bericht  über  die 
nm£EUigreiche  Litteratur  wird  nach  der  mathematischen  Seite  hin  in 
lY  12  (P.  Stächet) j  nach  der  spezifisch  astronomischen  hin  in  VI  2  12 
{E,  T.  Whittaker)  gegeben  werden. 

Hier  ist  nur  zu  erwähnen^  dass  das  astronomische  Zweikörper- 
problem sich  sofort  auf  das  Problem  der  Anziehimg  eines  einzigen 
Punktes  durch  ein  festes  Zentrum  zurückführen  lässt^^^);  dass  dagegen 
das  astronomische  Dreikörperproblem  nur  in  ganz  speziellen  Fällen  eine 
elementare  Behandlung  gestattet,  nämlich  in  den  beiden  von  J,L,Lagrange 
entdeckten  Fälle,  dass  die  drei  Punkte  immer  in  einer  Geraden  liegen 
oder  immer  ein  gleichseitiges  Dreieck  bilden  ^^^).  ,4^iese  Lösungen 
scheinen  beim  ersten  Anblick  nur  oberflächliches  Interesse  zu  haben; 
Terschiedene  Untersuchungen  haben  indessen  gezeigt,  dass  sie  von  der 
grössten  Bedeutung  für  das  allgemeine  Problem  sind,  und  dass  sie 
wahrscheinlich  in  engem  Zusammenhange  mit  den  wesentlichen  Singu- 
laritäten der  Integrale  stehen'' '^^).  It  Lehmann-Filhes  hat  entsprechende 
Untersuchungen  für  Tier  Punkte  angestellt,  die  stets  ein  regelmässiges 
Tetraeder  bilden,  und  für  beliebig  viele  Punkte,  die  stets  in  einer 
Geraden  liegen**).  Auch  die  „numerischen  Experimente''  von  G.  H. 
Danoin  sind  hier  insofern  anzuführen,  als  die  mathematischen  Hilfs- 
mittel, deren  Danoin  sich  zur  Berechnung  der  Bahn  eines  Satelliten 
um  zwei  Hauptkörper  bedient  hat,  wesentlich  elementarer  Art  sind^^). 

Was  andere  Eraftgesetze  betrifft,  so  lässt  sich  das  Yielkörper- 
problem  für  Anziehung  proportional  der  Entfernung  auf  elemen- 
tarem Wege  lösen  **^).     Femer  ist  die  Bewegung  von  drei  Punkten, 


256)  I.  Newton,  Principia,  lib.  I,  sectio  11. 

267}  Paris  Prix  de  Tacad.  9  (1772)  =  Oeuvres  6,  p.  227;  vgl.  auch  L.  Euler, 
Petersburg  Nov.  Comment.  11  ad  annum  1766,  p.  144  und  Nova  acta  8  ad  annum 
1785,  p.  126;  P.  8.  Laplace,  M^canique  Celeste  4,  p.  807;  /.  Liouviüe,  Connais- 
sance  des  temps  1845,  Additions,  p.  3;  E.  J.  Eouth,  Dynamik  1,  p.  267 ;  Ä.  I^apunoff, 
Charkow  Ges.  (2)  2  (1889),  p.  1;  P.PizzeUi,  Born  Acc.  Line.  Bend.  (5)  18^  (1904), 
p.  17.  Den  speziellen  Fall,  dass  zwei  der  drei  Punkte  gleiche  Masse  haben  und 
der  dritte  mit  ihnen  immer  ein  gleichschenkliges  Dreieck  bildet,  betrachtete 
D.  GorjaUcheff ,  Moskau  G^.  der  Freunde  der  Naturkunde,  Phys.  Section,  7 
(1896),  8  (1896). 

268)  C.L.V.Charlier,  Die  Mechanik  des  Himmels  2,  Leipzig  1905,  p.  89; 
hier  findet  man  auch  einen  Bericht  über  die  Untersuchungen,  die  (?.  W.  Hiü 
und  H.  Foincari  in  diesem  Zusammenhange  angestellt  haben. 

259)  Astr.  Nachr.  127  (1891),  p.  187;  vgL  W.  VeUmann,  Astr.  Nachr.  86 
(1876),  p.  17  und  die  Bemerkungen,  die  H,  Bruns  dazu  gemacht  hat,  Fortschr. 
d.  Math.  7  (1876),  p.  668,  sowie  B.  Hoppe,  Arch.  Math.  Phys.  64  (1879),  p.  218. 

260)  Acta  math.  21  (1897),  p.  99;  Math.  Ann.  51  (1899),  p.  523. 

261)  H.  Pf  äff,  Progi.  Holzminden  1887,  wo  auch  der  Fall  behandelt  wird. 
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die  sich  auf  einer  Geraden  bewegen  nnd  einander  umgekehrt  propor- 
tional dem  Kubus  der  Entfernung  anziehen^  mittels  Quadraturen  gelöst 
worden"*). 

21  b,  Gtebundene  Systeme.  Seitdem  J.  cFJlembert  1743  in  dem 
Trait^  de  dynamique  den  Weg  gebahnt  hatte,  sind  kinetische  Probleme, 
bei  denen  zwischen  den  Pimkten  des  Systems  VerbindiMgen  besteheu, 
in  so  grosser  Anzahl  xmtersucht  worden,  dass  hier  nur  einige  Beispiele 
angef&hrt  werden  können  und  im  übrigen  auf  die  Lehrbflcher  und 
Aufgabensammlungen  verwiesen  werden  muss. 

An  erster  Stelle  sei  die  Ätwoodsclie  Fallmaschine  grenannt,  die 
zwar  aus  dem  18.  Jahrhundert  stammt***),  aber  als  einfiM^hster  Typus 
eines  gebundenen  Systems  auch  im  19.  Jahrhundert  yielfiEU^b  behandelt 
worden  ist***). 

F.  Puiseux  hat  die  Bewegung  einer  homogenen,  schweren  Kette 
betrachtet,  die  auf  einer  festen,  ebenen  oder  raumlichen  Kurve 
gleitet***).  Es  sei  22  die  ISi^e  der  Kette,  und  man  bezeichne  mit 
8  die  von  dem  festen  Punkte  0  der  Kurve  aus  bis  zu  dem  Punkte  P 
gemessene  Bogenlänge,  bei  deren  Einf&hrung  als  Parameter  die  Höhe  i 
von  P  über  der  Horizontalen  gleich  f{8)  wird,  mit  q  aber  die  Bogen- 
länge von  0  bis  zu  dem  Mittelpunkte  M  der  Kette,  von  dem  aus  sie 
sich  also  nach  beiden  Seiten  in  der  Länge  l  erstreckt  Alsdann  liefiurt 
der  Satz  von  der  lebendigen  Kraft  für  die  Bewegung  des  Systems 
mit  dem  Freiheitsgrade  Eins  die  Differentialgleichung: 

die  der  Differentialgleichung  für  die  Bewegung  eines  materiellen 
Punktes  analog  ist.  Die  Bewegung  ist  von  der  Länge  21  der  Kette 
unabhängig,  wenn  die  feste  Kurve  entweder  eine  Schraubenlinie  auf 
einem   vertikalen  Zylinder  oder  eine  Zykloide  mit  vertikaler  Achse 


daß  die  Punkte  gezwungen  sind,  in  fetten  Ebenen  su  bleiben;  TgL  jedoch  ■chon 
L  Newton,  Piincipia,  lib.  I,  prop.  64. 

862)  C.  G.  J.  Jacobi,  3.  f.  Math.  39  (1846)  — Werke  4,  p.  478;  dasn  eine 
nachgelaisene  Abhandlung  Werke  4,  p.  688;  vgl.  H.  Eggen,  Axch.  Math.  Phyt. 
(1)  12  (1849),  p.  814;  E.  J.  RwM,  London  Math.  Soc.  Proc.  6  (1876),  p.  86; 
F,  Budio,  J.  f.  Math.  100  (1887),  p.  442;  102  (1888),  p.  8;  /.  MegMsdkenkü, 
Bnll.  Bciences  math.  (2)  18  (1894),  p.  170. 

263)  O.  Ättoood,  On  the  rectilinear  motion  and  rotation  of  bodiee,  London 
1784. 

264)  Vgl.  etwa  E.  Mach,  Mechanik,  p.  149;  es  sei  anch  auf  andere  Appente 
hingewiesen,  die  zur  Yeranschanlichnng  des  d'AIembertachen  Prinzips  dienen, 
ebendaselbst,  p.  868. 

266)  J.  de  math.  (1)  8  (1843),  p.  71. 
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oder  deren  Abwicklung  auf  einen  vertikalen  Zylinder  ist.  In  dem 
zweiten  und  dritten  Falle  ergiebt  sich  für  die  Spannung  der  Kette, 
wie  P.  Appell  bemerkt  hat,  ein  negativer  Wert;  man  müsste  die 
Kette  also  in  eine  Röhre  von  der  Gestalt  der  festen  Kurve  ein- 
schlieesen^.  Die  feste  Kurve  darf  auch  Ecken  haben,  und  man  findet 
daher  auf  dem  angegebenen  Wege  zum  Beispiel  die  Bewegung  einer 
Kette,  die  von  einem  Tische  herabgleitet. 

Yiel&che  Bearbeitung  hat  seit  dem  18.  Jahrhundert  die  Frage 
nach  der  Bewegung  zwei-  und  mehrgliedriger  Pe$idd  gefunden  ^^. 
Als  ein  zweigliedriges  Pendel  lässt  sich  auch  das  System  von  Glocke 
und  Klöppel  auffassen,  das  die  Aufmerksamkeit  erregte,  als  im  Jahre 
1876  bei  der  im  Dom  zu  Cöln  aufgehängten  Kaiserglocke  sich  der 
Slöppel  gar  nicht  relativ  zur  Glocke  bewegte,  sondern  in  deren  Mittel- 
linie verharrte;  als  Bedingung  des  Yersagens  ergab  sich,  dass  der 
Schwingungsmittelpunkt  des  Klöppels  mit  dem  Schwingungsmittel- 
punkt des  Systems  zusammenTallt,  das  entsteht,  wenn  Klöppel  und 
Glocke  starr  mit  einander  verbunden  werden '^). 

Endlich  möge  noch  eine  irrtümliche  Anwendimg  des  Flächen^ 
satges  auf  die  Bewegungen  lebender  Wesen  erwähnt  werden. 
Wenn  sich  ein  Tier,  so  argumentierte  man'^'),  ruhend  im  Räume 
befindet  und  keine  äusseren  Kräffce  darauf  wirken,  so  behält  sein  Schwer- 
punkt stets  dieselbe  Lage.  Es  kann  aber  auch  keine  Drehung  um  den 
Schwerpunkt  ausführen;  denn  wie  es  auch  seine  Muskeln  spielen  lässt,  so 
werden  nur  innere  Kräfte  entwickelt,  die  nach  dem  Gesetze  der  Aktion 
und  Beaktion  paarweise  gleich  und  entg^engesetzt  sind,  und  die 
Summe  der  Drehungsmomente  ist  Null.  War  also  die  Konstante  des 
Flachensatzes  zu  Anfang  Null,  so  muss  sie  stets  verschwinden.  Das- 
selbe gilt  auch,  wenn  das  Tier  atis  der  Ruhe  auf  die  Erde  fällt;  denn 


866)  M^canique,  p.  61. 

867)  Die  ältere  Litterator  über  zweigliedrige  Pendel  bei  M,  Luxenbwrg, 
Zeitschr.  Math.  Phys.  8S  (1883),  p.  809;  dazu  E,  Jackwüg,  Programm  Posen  1881. 
FCbr  mehrgliedrige  Pendel  W.  Dumas,  Festschrift  Berlin  1874;  O.  Lehmann, 
Programm  Rndolstadt  1881. 

268)  TT.  Veitmann,  Dinglers  polyt.  J.  220  (1876),  p.  481;  Ä.  Föppl,  Tech- 
nische Mechanik  4  (1899),  p.  290;  JB.  Skutseh,  Berlin  Math.  Ges.  Ber.  4  (1906;, 
p.  64.  Diese  theoretischen  Untersuchungen  erklären  übrigens  nur  den  Vorgang 
des  ÄußläutenSy  nämlich  der  Bewegung  von  dem  Zeitpunkte  ab,  wo  keine  perio- 
dischen AnstÖsse  von  aussen  mehr  erfolgen.  Der  eigentliche  L&utevorgang  verlangt 
ganz  andere  Ansätze,  namentlich  die  Berücksichtigung  der  Erscheinungen  bei 
dem  Stosse  zwischen  Klöppel  imd  Glocke;  vgl.  IV  10  (K.  Heun). 

269)  Vgl.  etwa  Ch,  Delaunay,  Mäcanique  1866,  deutsche  Ausgabe,  p.  888. 
Wegen  der  richtigen  Auffassung  siehe  auch  lY  9  (G.  T.  Waiker)  Anhang,  p.  160. 
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die  Wirkung  der  Schwere  kommt  allein  bei  der  Bewegung  des  Schwer- 
punktes zur  Geltung,  und  für  die  Drehung  um  diesen  sind  keine 
äusseren  Erafte  zu  berücksichtigen. 

Dass  diese  Ausführungen,  die  in  viele  Lehrbücher  überge- 
gangen sind^  einen  Fehler  enthalten,  zeigt  die  nicht  zu  bezweifehide 
Tatsache,  dass  eine  Katze,  die  mit  den  Beinen  nach  oben  aus 
hinreichender  Höhe  fallen  gelassen  wird,  doch  auf  ihre  Fflsae  su 
stehen  kommt.  Diese  Drehung  rührt  nicht  etwa  von  einem 
Drehmoment  her,  das  der  Katze  im  Augenblick  des  Absturzes 
erteilt  worden  ist;  denn  die  photographischen  Momentaufnahmen, 
die  J.  Marey  1894  auf  Veranlassung  von  M,  Bepree  hergesteUt*^^ 
hat,  zeigen,  dass  die  Katze  zunächst  so  fallt,  als  ob  sie  ein  starres 
System  mit  reiner  Translation  wäre.  Darauf  streckt  sie  ihre  Hinter- 
beine senkrecht  zur  Körperachse  aus  und  zieht  die  Vorderbeine 
dicht  an  den  Nacken;  gleichzeitig  dreht  die  Katze  ihr  Vorderteil 
um  einen  möglichst  grossen  Winkel,  wodurch  bewirkt  wird,  dass 
ihr  Hinterteil  sich,  im  entgegengesetzten  Siime,  um  einen  kleineren 
Winkel  dreht.  Nunmehr  schmiegt  die  Katze  die  Hinterbeine  dicht 
an  den  Körper,  streckt  die  Vorderbeine  senkrecht  zur  Körperachse 
aus  und  dreht  ihr  Hinterteü,  in  demselben  Sinne,  wie  vorher  ihr 
Vorderteil,  um  einen  möglichst  grossen  Winkel,  wodurch  bewirkt 
wird,  dass  ihr  Vorderteü  sich,  in  entgegengesetztem  Sinne,  um  einen 
kleineren  Winkel  drehi  Auf  diese  Weise  hat  sie  sich  als  Ganzes 
um  den  Unterschied  der  beiden  Winkel  gedreht  und  kommt  durch 
Wiederholung  dieses  Verfahrens  in  die  gewünschte  Li^e  mit  dem 
Bücken  nach  oben.  Daraus,  dass  die  Konstante  des  Flächensatzes 
Nun  ist,  darf  man  also  nicht  schliessen,  daS  keine  Drehung  statt- 
findet; nur  bei  einem  starren  Körper  wäre  dieser  Schluss  erlaubt '^^X 

Dass  der  Trugschluss,  die  fallende  Katze  könne  sich,  von  der 
Ruhe  aus,  nicht  drehen,  so  lange  unbemerkt  geblieben  ist,  erklärt 
sich,  nach  einer  Bemerkung  von  jP.  Klein,  wohl  aus  dem  Umstände,  dass 
es  sich  dabei  im  Grunde  um  das  Auftreten  einer  nichihdUmafnen  Be- 
dingung  handelt.     Der   analytische   Ansatz   führt   nämlich   in   seiner 


270)  ParisG.R.  119  (1894)  p.  714;  dort  auch  Reproduktionen  der  Aufiiahmen. 

271)  E.  Guyou,  Paris  G.  R.  119  (1894),  p.  717;  vgl.  auch  die  AuafOhrangen 
ebenda  von  M.  Levy,  p.  718,  M,  Deprez,  p.  767,  L.  Lecomu,  p.  899  sowie 
P.  ÄppeU,  Bull.  80C.  math.  de  France  22  (1894),  p,  190;  E.  Pieard^  ebenda 
p.  195;  Ä.  de  Saint-Germain,  Nouv.  ann.  (8)  14  (1896),  p.  184.  Nach  P.  Paifdevi, 
Paris  C.  R.  189  (1904),  p.  1170  gilt  dieser  Schluss  auch  für  jedes  System  mate* 
rieller  Punkte,  bei  dem  die  inneren  Kräfte  von  einer  eindeutigen  Kräfteiunktion 
herrühren,  die  allein  von  den  Entfernungen  der  Punkte  abh&ngi 
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einfachsten  Form  auf  ein  System  mit  vier  Ghraden  der  Freiheit^  bei 
dem  zwischen  den  Koordinaten  r^,  r^,  ^i,  d'^  die  nichtholonome  Be- 
dingung besteht: 

diese  Gleichung^  in  der  m^  und  m^  Eonstanten  bezeichnen^  ist  nichts 
anderes  als  der  Flächensatz.  Ein  solches  System  kann  sich  yon  der 
Ruhe  aus  sehr  wohl  so  bewegen^  dass  es  in  eine  beliebig  gegebene 
Konfiguration  übergeht;  allein  man  muss,  wie  es  in  Nr.  16  dieses 
Artikels  auseinandergesetzt  worden  ist,  den  Übergang  geeignet  wählen. 


G.  Zwischenstuck:  Zusammenhang  mit  der  Mechanik  der  Eontinua. 

22.  Übergang  su  Systemen  von  unendlich  vielen  Punkten.  Es 
giebt  zwei  wesentlich  verschiedene  Methoden^  die  Dynamik  der  Kon- 
tinua  anzugreifen  y  die  direlUe  Methode  und  die  Methode  des  Grenz- 
uberganges'j  die  Geschichte  der  Mechanik  zeigt,  dass  diese  beiden 
Methoden  von  ATifang  an  nebeneinander  hergegangen  sind^*). 

Die  direkte  Methode  besteht  darin,  dass  man  die  Ghnmdbegriffe 
und  die  Prinzipien  der  Punktdynamik  in  sinngemässer  Weise  auf 
Eontinua  überträgt  Was  die  Verallgemeinerung  der  Grundbegriffe 
angeht,  deren  Notwendigkeit  nicht  überall  genügend  hervorgehoben 
wird,  so  wird  man  zum  Beispiel  schon  bei  der  direkten  Untersuchung 
der  Gleichgewichtsgestalt  eines  absolut  biegsamen,  unausdehnbaren 
Fadens  zu  dem  Begriff  der  auf  die  Längeneinheit  bezogenen  Kraft 
gef&hrt;  ebenso  ist  der  auf  die  Flächeneinheit  bezogene  Druck  eine 
Ghi^sse  anderer  Dimension  als  der  Druck,  den  ein  materieller  Punkt 
auf  eine  Unterlage  ausübt ^^').  In  Bezug  auf  Prinzipien  aber  ist  zu 
bemerken,  dass  die  Anwendung  des  d'Alembertschen  oder  des  soge- 
nannten Hamütonschen  Prinzips  auf  kontinuierlich  ausgedehnte  Systeme 
nur  dadurch  ermöglicht  wird,  dass  man  eine  Erweiterung  der  Gültig- 
keit postuliert*^*). 

Bei  der  Methode  des  Grenzüberganges  betrachtet  man  zuerst  ein 
System  von  einer  grossen  Anzahl  materieller  Punkte,  auf  die  teils 
eingeprägte  Eräfte  wirken,  teils  Eräfte,  die  aus  Verbindungen  ent- 
springen; diese  Verbindungen  denkt  man  sich  durch  masselose  Fäden 

272)  Die  direkte  Methode  findet  sich  schon  bei  Brook  Taylor,  Phil.  Trans. 
2S  (1713),  p.  26,  Methodas  incrementonim,  London  1715,  p.  88;  die  Methode 
des  Grenzüberganges  bei  Daniel  Bemouüi,  Petersburg  Comment.  6  ad  annos 
1782/33  (1738),  p.  116;  Tgl.  auch  H.  Burkhardt,  Bericht,  erster  Abschnitt. 

278)  Vgl.  etwa  P.  Appell,  M^caniqae  1,  p.  177. 

274)  Vgl.  IV  1,  Nr.  42  {A.  Voss). 

Xnojrklop.  d.  maih.  WUsentoh.    lY  1,  i.  36 
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oder  Stangen  realisiert  ^^).  Von  einem  solchen  Systeme  diskreter  Massen- 
ponkte  geht  man  darauf  zu  einem  Systeme  über^  das  einen  Teil  des 
Raimies  kontinuierlich  erfüllt  Dieser  Grenzübergang  kann  wiederum 
auf  zwei  verschiedene  Arten  vollzogen  werden.  Man  kann  erstens  in 
dem  Ansctta  die  Anzahl  der  bewegten  Punkte  über  alle  Gh-enzen 
wachsen  lassen;  dabei  gehen  die  Summen  in  Integrale  über"*),  und 
an  die  Stelle  der  Differenzengleichungen  treten  Differentialgleichungen, 
an  die  Stelle  der  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  partielle  Diffo- 
rentialgleichungen*^^.  Während  man  aber  im  18.  Jahrhundert  mit 
solchen  Grenzüber^Lngen  naiv  und  sorglos  umging  ^^,  sind  sie  im 
19.  Jahrhundert  bewusst  und  mit  voller  Strenge  vorgenonunen 
worden^').  Zweitens  kann  man  zuerst  die  Gleichungen  für  die  Be- 
wegung oder  das  Gleichgewicht  des  Systems  diskreter  Punkte  lösen 
und  nachträglich  in  den  Schlussergdmissen  die  Anzahl  der  Punkte 
ins  Unendliche  wachsen  lassen.  So  ist  man  zum  Beispiel  im  18.  Jahr- 
hundert bei  der  Frage  nach  den  kleinen  Schwingungen  eines  Fadens 
vorgegangen;  der  Faden  wurde  durch  n  Massenpunkte  ersetzt,  die 
durch  masselose  Fäden  verbunden  sein  sollten,  und  in  der  Losung 
dieses  Problems  liess  man  n  über  alle  Grenzen  zunehmen '^). 

Die  Durchführung  der  Mechanik  der  Kantinua  muss  fiEist  ganz 
dem  zweiten  Teile  dieses  Bandes  (Hydrodynamik,  Elastizifötstheorie) 
sowie  dem  Bande  V  (Mathematische  Physik)  anheimfallen.  Für  den  vor- 
liegenden Artikel  kommen  zunächst  die  Fälle  in  Betracht^  bei  denen  nian 
zu  kontinuierlichen  Systemen  mit  einer  endlichen  Anzahl  von  Gbuden 
der  Freiheit  gelangt;  im  wesentlichen  handelt  es  sich  dabei  um  den 
starren  Körper  und  Systeme,  die  aus  starren  Körpern  zusammengesetzt 
sind  (KörperkeUen)^^)]  diese  Theorie  wird  den  Gegenstand  des  zweiten 
Teiles  des  Artikels  bilden.     Dazu   kommen   aber  an   deformierbaren 

275)  Wie  man  die  Yerbindongen  realisiert,  ist  insofern  gleichgilÜg,  als  die 
ans  den  Verbindungen  entspringenden  Beaktionen  nicht  in  Frage  kommen. 

276)  Den  Übergang  von  den  endlichen  Summen  zu  den  Integralen  unter- 
sucht ausführlich  Ph.  Cfilbert,  M^canique,  Paris  und  Brüssel  1B91. 

277)  Vgl.  H,  Foincar6,  Am.  J.  of  math.  12  (1890),  p.  288. 

278)  Bedenken  freilich  erhob  schon  J.  cFÄlembert,  Opusc.  1,  Paris  1761,  p.  46. 

279)  Vgl.  rV  1,  Nr.  11  {Ä.  Voss). 

280)  So  zum  Beispiel  J.  L.  Lagrange,  Mise.  Taur.  1  (1759)  »>  Oeuvres  1, 
p.  37,  ebenda  8*  (1762/65)  =  Oeuvres  1,  p.  589. 

281)  Auch  die  affin  veränderlü^ien  Systeme  besitzen  nur  eine  endliche  Anzahl 
von  Graden  der  Freiheit;  sie  haben  jedoch  lediglich  ein  abstrakt-theoretisches 
Interesse,  und  dasselbe  würde  von  Systemen  gelten,  deren  Veränderlichkeit  durch 
irgend  eine  andere  endliche  kontinuierliche  Gruppe  des  Baumes  als  die  der 
starren  Bewegungen  gegeben  wird;  vgL  über  solche  Systeme  auch  FVS,  Nr.  Sl 
(Ä.  Sehoenflies  und  M.  Grübler.) 
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kontmnierlichen  Systemen  noch  die  nnausdehnbaren  Faden  und 
die  nnauadehnbaren  Membranen,  die  man  seit  J,  L.  Lagrange^^  im 
AnsfihInBii  an  die  Punktdynamik  zn  behandeln  pflegt.  Über  die 
betre£Eenden  Untersochungen  soll  in  den  beiden  folgenden  Nummern 
berichtet  werden. 

23.  Gleiohgewiohtsgestalten  von  F&den.  Wahrend  O.  Gdlüei  ge- 
glaubt hatte,  eine  ^eine  Kette'^,  die  an  ihren  Endpunkten  aufgehängt 
wird,  nehme  unter  der  Wirkung  der  Schwere  die  Gestalt  einer  Parabel 
an^,  haben  gleichzeitig  Joe,  und  Joh,  BemouUi,  Cht,  Huygens  imd 
Q,  W,  Leibniz  die  richtige  Bestimmung  der  Kettenlinie'. 

g^eben^.  Jacob  BemouUi  erweiterte  das  Problem  sofort  auf  I^en 
(Seile),  deren  Dicke  eine  Funktion  der  Bogenlänge  ist,  und  liess  be- 
Uebige  Kräfte  wirken '^),  Johann  BemouUi  aber  nahm  die  Bedingung 
hinzu,  dass  der  Faden  auf  einer  gegebenen  krummen  FULche  liegen 
sollte '^;  hieran  haben  sich  im  18.  Jahrhundert  zahlreiche  weitere 
Untersuchungen  geschlossen^'^. 

Im  19.  Jahrhundert  hat  man  bei  freien  Fäden  zunächst  Fälle 
betrachtet,  in  denen  die  wirkenden  Eräfbe  parallel  sind;  die  Faden- 
kurve  (Seilkurve)  ist  dann  eben*®®).  Wirkt  auf  den  Faden  ausser 
der  eigenen  Schwere  noch  eine  konstante  Belastung,  so  erhält  man 
die  Kettenbrüdcenlinie*^^).    Ebenso  ist  die  Fadenkurre  eben,  wenn  die 

3S2)  Mdcaniqae,  1.  partie,  sect.  6,  chap.  8. 

888)  Discorsi,  1688,  zweiter  Tag,  Ostwalds  ElaBBiker,  11,  p.  188. 

284)  Acta  emd.  Lips.  1691,  p.  278—282;  einen  Beweis  fCir  die  dort  mitge- 
teilten Eonstniktionen  lieferte  zuerst  2>.  Gregory,  Phil.  Trans.  19  (1697),  p.  637. 

885)  Acta  emd.  Lips.  1691,  p.  289;  genauere  Ansfühnmg  in  den  Lectionet 
mathematicae  Johann  BemouUi%  aas  den  Jahren  1691/92  «-  Opera  8,  p.  491. 

286)  Acta  erad.  Lips.  1698,  p.  466  «  Opera  1,  p.  262. 

287)  Genannt  seien  etwa:  J.  Hermann,  Phoronomia,  Amsterdam  1716,  IIb.  1, 
cap.  8;  P.  Varignon,  Paris  M^m.  annäe  1717,  p.  251;  J.  A.  Segner,  Antrittspro- 
gramm, G^ttingen  1785  (lineae  qnietis  auf  Drehnngsflächen);  Joh,  BemouUi, 
Opera  4  (1742),  p.  284  (hier  werden  zuerst  die  Gleichgewichtsbedingongen  f&r 
einen  Faden  allgemein  hergeleitet);  Ä.  Glairaut,  Berlin  Miscellanea  7  (1748), 
p.  870;  G.  W.  Erafft^  Petersburg  Nov.  Comment.  ad  annos  1754/55,  p.  148; 
L.  Eukr,  Petersburg  Nov.  Comment.  15  ad  annum  1770,  p.  881;  80  ad  annnm 
1775,  p.  886;  J.  L.  Lagrange,  M^caniqne  1  (1788);  N.  Fuss,  Petersburg  Nova 
acta  18  (1801),  p.  145. 

888)  Viele  Beispiele  bei  M,  Juüien,  Problämes  2,  p.  189;  J.  Finger, 
Mechanik,  Wien  1886  (in  der  zweiten  Auflage  ist  dieser  Abschnitt  gekflrzt 
worden);  B.  Marcolongo,  Meccanica,  Mailand  1905. 

289)  L.  Navier,  Memoire  sur  les  ponts  snspendus,  Paris  1828,  p.  64. 

85  • 
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Kräfte  von  einem  anziehenden  oder  abstossend^i  Zentrum  herrühren.^. 
Yiel£Eich  behandelt  wurde  auch  die  (Gestalt  eines  Fadens,  der  mit  den 
Endpunkten  an  einer  gleichförmig  rotierenden  Achse  befestigt  ist;  je 
nachdem  der  Faden  die  Achse  kein-,  ein-,  zwei-, . . .,  ft-mal  schneidet^ 
ergiebt  sich  jedesmal  eine  besondere  Gleichgewichtslage^^).  Physika- 
lische Bedeutung  hat  der  Fall,  dass  ein  biegsamer  Metalldraht  yon  einem 
elektrischen  Strome  durchflössen  und  gleichzeitig  von  einem  fest^i 
Magnetpole  beeinflusst  wird;  nach  6r.  Darboux  hat  er  die  Form  einer 
geodätischen  Linie  eines  Ereiskegels,  dessen  Spitze  der  Jtfagnetpol 
ist««). 

Was  Fäden  auf  krummen  Flächen  betrifft,  so  hat  man  Yorzugs- 
weise  Eettenlinien,  d.  L  schwere  Fäden,  auf  Drehungsflächen  mit 
vertikaler  Achse  betrachtet'*')  und  daneben  auch  begonnen,  rauhe 
Flächen  zu  untersuchen  *•*). 

Bei  dem  analytischen  Ansatz  ersetzt  man  in  der  Meihode 
des  Oreneüberganges  die  Fadenkmre  durch  ein  Polygon  und  denkt 
sich  die  Masse  der  Polygonseiten  in  deren  Schwerpunkten  kon- 
zentriert. Als  Gleichgewichtsbedingungen  ergeben  sich  alsdann 
Differenzengleichungen.  In  manchen  Fällen,  z.  B.  bei  dem  Problem 
der  Hängebrficke*^*),  gelingt  es,  diese  Gleichungen  Schritt  f&r 
Schritt  zu  lösen,  und  indem  man  nachträglich  die  Anzahl  der 
Seiten  des  Polygons  Qber  alle  Gh^nzen  wachsen  lässt,  entsteht  die 
Fadenkurre.    Im  allgemeinen  aber  wird  man  in  den  Differenzenglei- 


290)  Litteratox  siehe  Anmerkung  287;  dazu  Ä.  F.  Möhius,  Statik,  Leipzig 
1887  (das  Moment  der  Spannung  in  Bezug  auf  das  Zentrum  ist  konstant)  und 
0.  Bannet,  J.  de  math.  (1)  9  (1844),  p.  97. 

291)  A,  Clebsch,  J.  f.  Math.  57  (1860),  p.  98;  Ottamar  Miäler,  Programm 
Magdeburg  1876;  P.  Plettenberg,  Diss.  Halle  1882;  B.  Hoppe,  Axch.  Math.  Phys.  70 
(1888),  p.  90;  B.  Marcolongo,  Napoli  Acc.  Bend.  (2)  6  (1892),  p.  71. 

292)  Bull,  scienoes  math.  (2)  2  (1878),  p.  438;  vgl.  auch  J.Larmor,  London, 
Proc.  Math  Soc.  16  (1884),  p.  168. 

298)  Sphärische  Kettenlinie:  Chr,  Gvdermann,  Grundriß  der  analytischen 
Sph&zik,  Cöln  1880;  J.  f.  Math.  11  (1884),  p.  894;  38  (1846),  p.  189,  281;  F.  Mifn- 
ding,  J.  f.  Math.  12  (1884),  p.  179;  Ä.  Clebsck,  J.  f.  Math.  67  (1860),  p.  98; 
TT.  Biermann,  Diss.  Berlin  1866;  M.  Schlegel ,  Programm  Wilhelms-Gymnasium 
Berlin  1884;  B.  Marcolongo,  Napoli  Bend.  (2)  6  (1892),  p.  89;  P.  Ä]^M,  Bull 
soc.  math.  de  France  13  (1886),  p.  66;  A.  G.  Greenhül,  Lond.  Math.  Soo.  Proo. 
27  (1896),  p.  128  (im  Anschluß  hieran  hat  J,  Dewar  ausgezeichnete  Stereoskop- 
bilder sphärischer  Eettenlinien  angefertigt).  Ereiskegel:  B.  Feirce,  Astron.  J. 
4  (1866).  Ereiszylinder,  Ereiskegel,  Rotationsparaboloid :  H.  DannM^  Diss. 
Königsberg  1887. 

294)  J.  H.  JelleU,  Reibung,  p.  62 ;  F.  August,  Aroh.  Math.  Phys.  70  (1888),  p.  226. 

294*)  Vgl.  P.  Appell,  Möcuiique  1,  p.  169. 
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chnngen   selbst  znr  Grenze  übergehen   und  wird  so  dieselben  Diffe^ 
rentialgleichungen  finden ,  die  sich  bei  der  direkten  Methode  ergeben. 
Diese  DifiFerentialgleichangen  (vgl.  Nr.  11  dieses  Artikels)  lauten 
bei  freien  homogenen  Fäden: 

xaxd  bei  homogenen  f^en^  die  auf  einer  krummen  Fläche  f{x,y^e)=^0 
liegen: 

dazu  tritt  noch  die  Relation: 

Die  Integration  liefert  sechs  Eonstanten,  zu  deren  Bestimmung 
Grenzbedingungen  dienen.  Ursprünglich  hatte  man  angenommen,  dass 
die  Enden  des  Fadens  fest  sind^^),  später  aber  wurden  auch  andere 
Chrenzbedingungen  gewählt:  ein  Endpunkt  kann  an  einem  Ringe  über 
eine  feste  Kurve  gleiten  oder  sich,  indem  etwa  eine  Engel  daran  be- 
festigt ist,  über  eine  feste  krumme  Fläche  bewegen  ^^).  Man  hat 
jTerner  beachtet,  dass  eine  Lösung  der  Aufgabe  nur  dann  auf  einen 
Faden  anwendbar  ist,  wenn  der  erhaltene  Wert  der  Spannung  T 
positiv  ist.  Wenn  aber  T  auf  einem  Eurvenbogen  negativ  ausfällt, 
80  gewinnt  die  Losung  eine  mechanische  Bedeutung,  indem  man  den 
Faden  durch  eine  Reihe  fester  Eügelchen  ersetzt,  die  auf  Druck  be- 
ansprucht werden''^');  die  so  gewonnenen  Eurven  heissen  auchDmdk- 
oder  Stütglinien  und  spielen  in  der  Lehre  von  den  Gewölben  eine 
RoUe»«). 

Wie  schon  das  Beispiel  der  Drucklinien  zeigt,  lässt  sich  die 
FragesteUung  auf  manni^ache  Art  abändern  und  verallgemeinenL 
So  hat  man  angenommen,   dass  die  Eräfte  nicht  auf  die  Elemente 

296)  Dabei  findet  man  fOr  den  Fall  der  Eettenlinie  transzendente  Gleichungen, 
die  zuerst  B.  Chldsckmidt,  Pteisschrifb  GOttingen  1881,  ontersncht  hat;  vgl. 
t,  M.  Moigno  und  X.  Lindelöf^  Calcul  des  variations,  Paris  1861,  sowie 
P.  ÄppeU,  M^aniqne  1,  p.  188. 

296)  G.  Schubring,  Programm  Erfurt  1880;  P.  AppeU,  M^caniqne  1,  p.  181. 

297)  A,  M,  Legendre,  Paris  M^.  de  math.  et  phys.,  ann^  1786  (1788) 
»  Ostwalds  Klassiker,  Heft  47,  p.  77. 

298)  Vgl.  rV  6,  Nr.  10  {L.  Henneberg),  sowie  für  die  technischen  Anwen- 
dungen ly  27  {H,  Beisaner)  nnd  beispielsweise  Fr.  J.  Gerstner,  Handbach  der 
Mechanik,  Prag  1881,  1,  p.  416. 
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ds  des  Fadens  wirken^  sondern  an  Bingen  angreifen,  die  über  den 
Faden  gezogen  sind  nnd  auf  ihm  gleiten  können  **').  Bei  ungleich- 
massig  dicken  Ketten  hat  man  gefragt,  wie  die  Massenverteilung  ein- 
zurichten ist,  damit  eine  gegebene  Fadenkurve  bei  gegebenen  Erafken 
Gleichgewichtsgestalt  wird^,  oder  damit  bei  gegebenen  Enkften  in 
der  Gleichgewichtslage  die  Dicke  proportional  der  Spannung  ist*^), 
so  dass  die  Kette  überall  gleiche  Zugfestigkeit  besitzt  (Kettenlinie 
gleichen  Widerstandes).  Endlich  hat  man  anstatt  der  absolut  bieg- 
samen, unausdehnbaren  Faden  Plastische  Fäden  betrachtete^. 

In  einigen  Fallen  ist  es  gelungen,  die  Frage  nach  der 
Stabiliiät  des  Gleichgewichtes  zu  erledigen,  z.  B.  bei  der  gewöhn- 
lichen Kettenlinie  ^.  Diese  Frage  leitet  über  zu  der  Lehre 
von  den  kleinen  Schwingungen  und  allgemeiner  Ton  den  Be- 
wegungen der  Fäden,  auf  die  hier  nicht  eingegangen  werden  kann; 
da  es  jedoch  zweifelhaft  ist,  ob  sich  an  andrer  Stelle  der  Ency- 
klopädie  dafür  Platz  finden  wird,  sei  wenigstens  unten  einiges  aus 
der    umfangreichen    Litteratur    angeführt^.     Für    die    Bewegungen 


299)  G,  Emery,  Modena  Mem.  (3)  7  (1889),  Nr.  8. 

800)  F,  Sludskij,  Lehrbach  der  theoretischen  Mechanik  (nunsch),  Moskau,  1881. 

801)  E.  E.  BobiUier,  Ann.  de  Gergonne  17  (1829),  p.  61;  D,  Gilbert, 
FhiL  Trans.  1826  ^  p.  226;  G.  Coriolis,  J.  de  math.  (1)  1  (1886),  p.  176;  G.  M, 
Minehin,  Statios,  Oxford  1872. 

802)  Jöh.  BemouUi,  Opera  8,  p.  606;  M.  JuTlien,  Probl^es  2,  p.  167. 
Hierher  gehören  auch  die  Uniersuchongen  über  den  Einflnss  der  Steifigkeit  der 
F&den. 

308)  Ä,  Mayer,  Math.  Ann.  18  (1878),  p.  66;  Ä.  Kneser,  J.  f.  Ma^.  186 
(1908),  p.  189.  Eine  besondere  Behandlung  erfordern  die  rauhen  Flächen,  bei 
denen  F.  August,  Arch.  Math.  Phys.  70  (1888),  p.  226  den  Begriff  des  »ahen 
Gleichgewichtes  eingeführt  hat.  Hierbei  wird  der  Faden  einerseits  wegen  der  Rei- 
bung durch  ein  System  sehr  kleiner  Kräfte  nicht  in  Bewegung  geseilt, 
andererseits  hat  er  aber  auch,  falls  er  durch  grössere  Er&ffce  in  eine  Nachbaxlage 
gebracht  worden  ist,  nicht  das  Bestreben,  in  die  ursprüngliche  Lage  znrfiek- 
zukehren.  £3ie  solch  ein  zähes  Gleichgewicht  aufhört,  tritt  eine  Gh?enslage 
ein,  bei  der  der  Faden  sich  gewissen  Antrieben  gegenüber  zäh  verhält,  während 
andere  beliebig  kleine  Antriebe  eine  endliche  Bewegung  einleiten;  ygL  auch 
J.  H.  Jellett,  Reibung,  Kap.  3:  Äusserste  Gleichgewichtslagen. 

304)  Kleine  Schwingungen  eines  Fadens  um  eine  Gleichgewichtslage  be- 
handelten: /.  L.  L<igrange,  Mise.  Taur.  3  (1763),  p.  243  «  OeuTree  1,  p.  639; 
L.  Euler,  Petersburg  Oomment.  8  ad  annum  1736,  p.  30,  Nov.  Comment  9  ad 
annos  1762/63,  p.  215;  F.  Minding,  J.  f.  Math.  60  (1866),  p.  248;  H.  BetcH, 
M^canique  1  (1873),  p.  321;  L.  Henneberg ^  Ann.  di  mat.  (2)  9  (1878),  p.  68; 
H.  LeauU,  Paris  C.  R.  90  (1880),  p.  290,  864;  J.  de  math.  (3)  6  (1880),  p.  216; 
G,  Ä,  Maggi,  Giom.  di  mat.  19  (1881),  p.  1;  Milano  Ist  Lomb.  Rend.  (2)  19 
(1886),  p.  682;   E.  Padova,  Giom.  di  mat.  23  (1886),  p.  236.    Für  endliche  6e- 
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der  elastischen  Fäden  oder  der  schwingenden  Saiten  kann  dagegen 
auf  IV  26  (Ä  Lamb)  verwiesen  werden. 

24«  Gleiohgewiohtsgestalten  von  Membranen.  Von  dem  Bestreben 
beseelt^  die  Enrven  zu  bestimmen,  y,que  la  nature  nous  met  tous  les 
jours  devant  les  yenz^  stellte  Jacob  Bemoulli  bald  nach  der  Ermitte- 
lung der  Eettenlinie  die  Aufgabe,  man  solle  die  Gestalt  eines  Segels 
finden,  das  vom  Winde  aufgebläht  wird;  er  dachte  sich  das  Segel  an 
zwei  vertikalen  Stangen  befestigt  und  nahm  an,  dass  alle  Flächenteile 
durch  den  Wind  gleich  grosse,  gleich  gerichtete  Drucke  erfahren. 
Als  erzeugende  Kurve  der  so  entstehenden  Zjlinderfläche  ergiebt  sich 
wieder  die  Eettenlinie^.  Eine  andere  Aufgabe  betraf  die  Gestalt 
eines  Tuches,  das  den  Boden  eines  kastenförmigen,  mit  Wasser  gefällten 
Gefässes  bildet;  die  so  entstehende  Zylinderfläche  hat  zur  erzeugen- 
den Eurve  die  sogenannte  elastische  Eurve,  die  ein  in  zwei  Punkten 
aufliegender,  elastischer,  gleichförmig  belasteter  Stab  annimmt*®^). 

Einen  neuen  Anstoss  zur  Untersuchung  der  Gestalt  von  biegsamen 
Flächen  oder  Membranen  gaben  E.  F,  Chladnis  Experimente  über  Klang- 
figuren^^,  die  am  Anfange  des  19.  Jahrhunderts  grosses  Aufsehen  er- 
regten. Auf  Veranlassung  Napol'eons  stellte  das  Institut  national  im 
Jahre  1808  die  Preisaufgabe,  man  solle  eine  mathematische  Theorie 
der  Schwingungen  elastischer  Platten  entwickeln^,  und  hierdurch 
wurde  J.  L,  Lagrange  angeregt,  in  der  zweiten  Auflage  der  M^canique 
analytique  die  Frage  zu  behandeln,   welche   Gestalt   eine   elastische 


wegnngen  sind  zu  nennen:  /.  L.  LcLgrange^  Mise.  Taur.  (2)  (1762)  «=  Oeuvres  1, 
p.  406  (Herleitung  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung  mittels  des 
Prinzips  der  kleinsten  Wirkung);  8,  D,  Poissan,  J.  6c.  polyt.  7  (1807),  p.  885; 
H,  Sesal,  Paris  C.  B.  76  (1872),  p.  1010;  P.  Äppeü,  Paris  C.  R.  108 
(1886),  p.  991;  Acta  math.  12  (1888),  p.  1;  G.  Fhcquet,  Paris  C.  E.  108  (1889), 
p.  661;  116  (1892),  p.  449;  180  (1900),  p.  1746;  181  (1900),  p.  27,  97,  666. 
Ffir  den  ganzen  Gegenstand  vgl.  auch  den  Bericht  bei  E.  J.  Bauth,  Dynamik  2, 
Kapitel  18;  hier  wird  zum  Beispiel  der  Fall  der  stationären  Bewegungen 
eines  Fadens  betrachtet,  bei  denen  der  Faden  immer  dieselbe  Gestalt  behält, 
und  eine  Anwendung  gemacht  auf  die  Frag^,  welche  Gestalt  ein  elektrisches 
Kabel  annimmt,  das  von  einem  gleichförmig  fortschreitenden  Schiffe  verlegt  wird. 
806)  Paris,  J.  des  savans  1692,  p.  189;  vgl.  auch  die  Lectiones  mathematicae 
▼on  Joh.  Bemauai  (1692),  veröffentlicht  Opera  8  (1742),  p.  610. 

806)  Acta  erud.  Lips.  1694  =  Opera,  p.  689;  Paris  M^m.  annöe  1706  «— 
Opera,  p.  976;  v^.  auch  Joh.  Bemoulli,  Opera  8,  p.  612 — 616  und  L.  EiUer, 
Methodus  inveniendi,  Lausanne  1744,  p.  241  und  Appendix  L 

807)  Akustik,  Leipzig  1802;  Trait^  d'acoustique,  Paris  1809. 

808)  Den  Preis  erhielt  1816  Sophie  Germain.  Vgl  im  Übrigen  H,  Burk- 
harde, Bericht,  p.  447,  sowie  die  Artikel  IV  26  {0.  Tedone  und  Ä,  Timpe)  und 
IV  26  (H.  Lamb), 
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Membran  annimmt,  um  sich  gegen  g^ebene  Kräfte  ins  Gleich- 
gewicht zu  setzen.  Er  spezialisierte  die  erhaltenen  Gleichungen  auch 
dahin,  dass  das  Oberflächenelement  bei  den  Deformationen  denselben 
Flächeninhalt  bewahren  solle  ^^,  und  bald  darauf  untersuchte  S,  D. 
Poisson  die  Gleichgewichtsgestalt  einer  biegsamen  unausdehnbaren 
Fläche,  bei  der  also  die  Länge  der  Linienelemente  erhalten  bleibt '^^). 
Biegungen  krummer  Flächen  mit  Erhaltung  des  Linienelementes  be- 
handelte Yon  geometrischen  (Gesichtspunkten  aus  C,  F,  Gauss;  über 
die  umfangreiche  geometrische  Litteratur,  die  sich  an  seine  Dis- 
quisitiones  generales  circa  superficies  curras  (1827)  angeschlossen 
hat,  ygl.  m  D  6a  Abbildung  u/nd  Äbtcicklung  ßweier  Flächen  auf- 
einander  (Ä,  Voss).  Aber  auch  die  Statik  biegsamer  Flächen  ist  im 
19.  Jahrhundert  gefordert  worden;  so  hat  z.  B.  F.  KöUer  die  Gestalt 
eines  Tuches  bestimmt,  das  der  Schwere  unterworfen  und  an  zwei 
parallelen  oder  sich  schneidenden  Geraden  befestigt  ist'^^).  Es  ist 
nicht  möglich,  in  dem  vorliegenden  Referate  über  elementare  Dynamik 
auf  diesen  Gegenstand  genauer  einzugehen,  der  grosse  mathematische 
Schwierigkeiten  bietet-,  einige  Litteraturangaben  findet  man  unten '^'). 
Ebenso  können  auch  die  Untersuchungen  S.  Finstenvalders  über  Netze 
Yon  Fäden  und  im  besonderen  über  die  TscAebyschoff-TossscIi&i 
Bhombennetze  hier  nur  erwähnt  werden'").  Für  die  Verallgemeine- 
rungen auf  die  Gleichgewichtsgestalten  und  die  Schwingungen  elastischer 
Platten  oder  Membrane  möge  auf  IV  25  (0.  Tedone  und  Ä,  Timpe) 
und  IV  26  (Ä  Lamb)  verwiesen  werden. 

809)  Ausgabe  von  Darhoux,  1,  p.  112. 

310)  PariB,  M^m.  de  rinstitut  1812,  Part.  2  (1814),  p.  178;  Bull.  soc.  philomai 
1814,  p.  47;  vgl.  G,  Lami,  L^9onB  Bur  T^asticit^,  2.  ^d.,  Paris  1866,  p.  107. 

811)  Diss.  Halle  1883;  J.  f.  Math.  103  (1888),  p.  44;  121  (1901),  p.  300. 

312)  0.  F,  Mossotti,  Meccanica,  Florenz  1851 ;  F.  Briosehi,  Ann.  di  mat.  (1) 
8  (1862),  p.  322;  L.  Lecomu,  J.  ^c.  polyt.  cah.  48  (1880),  p.  1;  Paris  C.  B.  122 
(1896),  p.  218;  Ann.  ^c.  norm.  (3)  17  (1900),  p.  601;  Ä.  Cayley,  Lond.  Math.  Soc. 
Proc.  12  (1881),  p.  103  «  The  collected  math.  papers  11,  London  1896,  p.  817; 
E.  BeUrami,  Bologna  Mem.  (4)  8  (1882),  p.  218;  G.  Marera,  Rom  Acc.  Line  Atti 
(3)  7  (1883),  p.  268;  Torino  Atti  20  (1884),  p.  48  (Ausdehnung  auf  unausdehnbare 
dreidimensionale  Gebilde);  F.  Volterra,  Bom  Acc.  Line.  Atti  (8)  8  (1884),  p.  214, 
244;  G,  Ä.  Maggi,  Lomb.  Bend.  (2)  17  (1884)^  p.  683;  Bom  Acc.  Line.  Bend.  (4) 
1  (1886),  p.  269,  806;  G.  Picciati,  Giom.  di  mat  80  (1892),  p.  1;  /.  JSac^iiiafitfic#, 
Moskau  Math.  Sammlung  (russisch)  19  (1896),  p.  110;  G.  PefmaechieUi,  Palenno 
Circ.  mat.  Bend.  9  (1896),  p.  87;  Catania  Acc.  Gioenia  Atti  (4)  8  (1896);  3f.  Le^, 
Paris  C.  B.  126  (1898),  p.  1844;  D.  de  Francesco,  Napoli  Acc.  Bend.  (8)  9  (1903), 
p.  227;  Napoli  Acc.  Atti  (2)  12  (1906),  Nr.  6,  6. 

818)  Jahresber.  d.  D.  M.-V.  6',  46;  nach  der  statischen  Seite  hat  diese 
Untersuchungen  weitergeführt  TT.  SMink,  Diss.  MQnchen  1902;  Jahresber.  d.  D. 
M.-V.  12  (1903),  p.  309. 
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n.   Dynamik  starrer  Korper. 

25.  Allgemeine  Bemerkungen  und  Gesohichtliclies  über  die 
I>ynamik  starrer  Körper. 

25  a.  Allgemeine  Bemerkungen.  In  der  Erfahrung  sind  uns 
asahlreiche  Körper  gegeben,  die  mannigfaltige  Bewegungen  ausführen, 
oline  dass  sieh  dabei  ihre  Gestalt,  das  heisst  die  relative  Lage  ihrer 
einzelnen  Teile  gegen  einander,  in  merkbarer  Weise  änderte.  Man 
xiennt  solche  Körper  fest.  Aus  der  Vorstellung  von  festen  Körpern 
liat  sich  der  Begriff  von  starren  ^  das  heisst  ihrer  Gestalt  nach 
völlig  unveränderlichen  Körpern  entwickelt*^*). 

Da  jeder  wirkliche  Körper  durch  die  an  ihm  angreifenden  Kräfte 

^Formänderungen  erfährt,  so  ist  der  starre  Körper,  um  einen  Ausdruck 

-4.  Föppls  zu  gebrauchen'^*),   ein  zur  Abkürzung  und   Vereinfachung 

eingeführtes  Büd  der  MechaniJc^^^).    Auch  eine  Äusserung  L.  PoinsotB 

verdient  hier  angeführt   zu   werden:   Ma   canne   n'est  pas  un  corps 

solide;  non-seulement  eile  peut  rompre,  mais  eile  plie  ce  qui  est  cent 

fois  pis.    Deux  molecules  d'un  corps  solide  sont  placees  par  la  rigidit^ 

ü  distance  invariable  l'une  de  Tautre;  nulle  force  n'est  capable  de  les 

^Carter  ou  des  les  rapprocher,  nulle  inflaence  ne  peut  les  faire  vibrer. 

Xes  corps  elastiques  ou  ductiles  ne  sont  pas  des  solides;  leur  definition 

grossi^re  ne  peut  s'exprimer  par  des  equations;  eile  est  incompatible 

svec  la  purete  g^metrique.    Le  vrai  g^ometre  doit  s'etablir  solidement 

snr  un  terrain  inebranlable  et  ne  pas  heurter  ses  instruments  delicats 

a  nne  r&ilite  confuse  et  mal  definie,  qui  se  derobe  et  se  dissipe  quand 

on  veut  la  serrer  de  pres^^'). 

Das  Bild  des  starren  Körpers  ist  zunächst  geometrischer  Natur 
und  hat  daher  zu  der  Ausbildung  umfangreicher  geometrischer  Theorien 
Anlass  gegeben.  Hierher  gehört  die  sogenannte  Geometrie  der  Be- 
-wegung,  aber  auch  umfangreiche  Gebiete  der  Statik  und  der  Kinematik 


814)  Vgl.  etwa  L.  BoUzmann,  Mechanik  1,  p.  115.  Die  Begriffe:  starrer, 
fester,  elaBtischer  Körper  haben  wohl  erst  im  17.  Jahrhundert  eine  bestimmtere 
Bedeatimg  bekommen;  eine  historisch -kritische  Darstellung  dieser  Entwicklung 
steht  noch  aus. 

815)  Einfahrung,  p.  110. 

816)  Man  könnte  sogar  den  starren  Körper  als  das  Bild  bezeichnen,  das 
lieh  bei  der  Betrachtung  der  Ortsveränderungen  der  Körper  zuerst  einstellt. 
Einen  Yersuch,  von  diesem  Bilde  ausgehend  die  ganze  Mechanik  zu  entwickeln, 
hat  L,  BoUzmann  gemacht,  Populäre  Schriften,  Leipzig  1905,  p.  273;  vergleiche 
jedoch  schon  F.  Reech,  M^canique,  Paris  1862. 

817)  BulL  scienc.  math.  (1)  4  (1878),  p.  28. 
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tragen  einen  rein  geometrischen  Charakter;  YgL  lY  2  (J7.  E,  Timerding) 
und  IV  3  {Ä,  Schoenflies  und  M.  CrfiMer)]  fQr  den  ZuBammenhang  der 
Lehre  yom  starren  Körper  mit  den  Untersuchungen  über  die  Orond- 
lagen  der  Geometrie  ygl.  UI  A  1  (F.  Enriques).  Aber  auch  die  Lehre 
von  der  Zusammensetzung  der  auf  einen  starren  Körper  wirkenden 
statischen  Kräfte  hat  insofern  einen  geometrischen  Charakter,  als  der 
Begriff  der  Masse  dabei  unmittelbar  gar  nicht  in  Frage  kommt '^; 
denn  diese  Lehre  beruht  auf  dem  Prinzip,  dass  eine  Kraft,  die  auf 
einen  Punkt  eines  starren  Körpers  wirkt,  ohne  Änderung  ihrer  Wirkung 
in  ihrer  Richtungslinie  beliebig  verlegt  werden  darf '^^.  Bei  der  Zu- 
sammensetzung der  am  starren  Körper  wirkenden  Kräfte  tritt  also  das 
Prinzip  der  Verlegbarkeit  des  Angriffspunktes  geradezu  an  die  Stelle 
der  Definition  des  starren  Körpers. 

Li  der  Kinetik  des  starren  Körpers  tritt  der  Begriff  der  Masse 
hinzu,  jedoch  ist  die  Massenyerteilung  insofern  gleichgiltig,  als  es 
hier  nur  auf  die  Werte  von  sieben  bestimmten  Summen  ankommt, 
nämlich    auf  die   Gesamtmasse   imd   die   TriLgheits-   und   De?iations- 


818)  Dementsprechend  unterscheidet  Ä,  Voss  (IV  1,  Nr.  18)  eine 
und  eine  dynamische  Vorstellung  des  starren  Körpers.  Die  statische  VorsteUung 
beruht  lediglich  auf  dem  Axiom  von  der  Verlegbarkeit  des  Angriffspunktes  der 
Kraft  in  ihrer  Richtungslinie;  fdr  die  dynamische  Vorstellung  vergleiche  die 
weiteren  Ausfilhrungen  in  dieser  Nummer. 

819)  P.  Varignon  scheint  dieses  Axiom  zuerst  klar  formuliert  zu  haben;  in 
der  Bezeichnxmg  von  E.  Budde  (Mechanik  2,  p.  656)  sind  also  die  an  einem 
starren  Körper  wirkenden  Kräfte  linienflüchtige  Vektoren.  Der  dabei  gebrauchte 
Ausdruck  Wirkung  einer  Kraft  bedarf  aUerdings  einer  Erl&uterung,  da  unter 
Wirkung  in  der  Dynamik  sehr  verschiedene  Dinge  verstanden  werden  (Gleichheit 
der  Wirkung  und  Gegenwirkung,  Prinzip  der  kleinsten  Wirkung).  Hier  bedeutet 
Wirkung  die  Arbeit,  die  von  der  Kraft  bei  einer  elementaren  Verrfickung  des 
betrachteten  Systems  geleistet  wird;  vgl.  M,  Chrubler,  Taschenbuch  der  Hütte, 
16.  Aufl.,  Berlin  1896,  p.  166. 

320)  Die  für  die  ganze  Dynamik  grundlegende  Lehre  von  der  Zusammen- 
setzung der  Kräfte,  die  auf  einen  starren  Körper  wirken  (vgl.  IV  2,  H.  E.  Timer- 
ding,  Abschnitt  lU),  wird  nicht  selten  schlechthin  als  Lehre  von  der  Zusammen- 
setzung der  Kräfte  bezeichnet,  während  doch  die  Linienflüchtigkeit  nicht  eine 
Eigenschaft  der  Kräfte,  sondern  eine  Eigenschaft  des  starren  Körpers  darstellt. 
Hieraus  sind  manche  Unklarheiten  entstanden,  besonders  in  den  Lehrbüchern 
der  graphischen  Statik ;  so  heisst  es,  um  ein  Beispiel  anzuführen,  bei  J,  SMotke, 
Graphische  Statik,  2.  Aufl.,  Dresden  1909,  p.  1:  „Der  Angriffspunkt  einer  Kraft 
kann  in  der  Richtungslinie  beliebig  verlegt  werden**.  Aber  auch  E.  Dühring 
(Principe,  1.  Aufl.,  p.  870)  verwechselt  gelegentlich  die  Gleichgewichtsbedingungen 
für  einen  starren  Körper  mit  denen  für  ein  beliebiges  System,  xmd  dieselbe 
Verwechslung  findet  sich  in  modernen  Lehrbüchern  der  Mechanik  (vgl.  etwa 
H.  Lorenz,  Mechanik,  p.  688). 
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momeaite   in  bezug   auf  irgend  einen  Punkt  der  Körpers;   die  zahl- 
reichen Untersuchungen  über  diese  und  über  ähnlich  gebildete  Summen, 
die  man  jetzt  unter  dem  Namen  einer  Geometrie  der  Massen  zusammen- 
zufassen pflegt,  haben  in  dem  Artikel  IV  4  (G.  Jung)  eine  ausführ- 
hche  Darstellung  gefunden.    Es  ist  charakteristisch  fär  die  Kinetik 
des  starren  Körpers,  dass  sie  durchaus  unabhängig  von  jeglicher  An- 
nahme über  die  physikalische  Konstitution  des  starren  Körpers  aufgebaut 
wird;  wenn  man  bei  der  Methode  des  Qreneüberganges  (vgL  Nr.  22 
dieses  Artikels)  von  einem  System  mit  einer  endlichen  Anzahl  mate- 
rieUer  Punkte  ausgeht,  die  sL  mit  einander  wbunden  sind,  so  ist 
es  für  das  Endergebnis  der  Rechnung  gleichgültig,  wie  man  sich  diese 
starren  Verbindungen  realisiert  denkt,  bei  den  Rechnungen  hat  man 
es   nämlich  lediglich  mit  den    Gleichungen   zu   tun,   die   ausdrücken, 
dass  der  Körper  sich  genau  wie  ein  Raumteil  bewegt,  dessen  Punkte 
mit  Masse  belegt  sind.    Die  Frage  nach  der  Konstitution  eines  festen 
Körpers  gehört  demnach  nicht  mehr  in  die  abstrakte,  sondern  in  die 
physikalische  Mechanik'*^);  sie  leitet  über  zu  der  Untersuchung  der 
Chrenzen,    innerhalb    deren    das   Bild    des    starren    Körpers    zur   Be- 
schreibung  der  Erscheinungen   ausreicht,   und   man   gelangt   so   aus 
der  Stereodynamik^^^)  in  die  Festigkeitslehre, 

Eine  solche  Grenze  tritt  bereits  in  der  Statik  des  starren  Körpers 
auf,  weil  man  selbst  in  einfachen  Fällen  die  Reaktionen,  die  ein 
starrer  Körper  yon  seiner  Unterlage  erfährt,  allein  unter  Benutzung 
der  Gleichungen,  die  die  Stereostatik^^)  liefert,  nicht  berechnen  kann. 
Diese  Schwierigkeit  löst  sich,  wenn  man  die  Unterlage  bez.  den  auf- 
liegenden Körper  als  elastisch  ansieht;  durch  die  Auflagerdrucke  ent- 
stehen nämlich  Deformationen,  die  etwa  nach  dem  Hookeschen  Ge- 
setze ermittelt  werden  können;  Näheres  in  Nr.  27  dieses  Artikels. 
JBbenso  wie  von  kleinen  Formänderungen  sieht  man  in  der  Stereo- 
dynamik   ab  von   den   Einflüssen   der  Wärme,   der   Elektrizität,   des 


321)  Vgl.  lY  23  (C.  H.  MiOkr  und  Ä.  Timpe).  Man  kann  zam  Beispiel  an- 
nehmen, dass  der  Körper  ein  Sjstem  von  sehr  vielen,  dichtgedzUjigten  Molekülen 
sei,  die  man  als  materielle  Punkte  ansehen  darf,  und  dass  bei  einer  Normal- 
lage dieser  Punkte  die  Resultierende  aller  inneren  Kräfte  für  jeden  der  Punkte 
Tezschwinde,  dass  aber,  sobald  die  Entfernung  zweier  Punkte  nur  ein  wenig 
ge&adert  wird,  sofort  ausserordentlich  grosse  innere  Krftffce  auftreten,  die  sie 
wieder  in  die  Normalentfemung  zurücktreiben.  Man  kann  aber  auch  eine 
stetige  ErfEQlung  des  Baumes  mit  starrer  Materie  annehmen;  vgl.  hierfür  etwa 
die  Mechanik  von  Cr.  Kircfihoff  sowie  IV  1,  Nr.  11  {A.  Voss). 

822)  Diese  sehr  zweckmässigen  Ausdrücke  für  Statik  und  Dynamik  eines 
starren  Körpers  hat  A.  G,  A.  Maggi  eingeführt  (Principii  di  stereodinamica, 
Mailand  1903). 
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Magnetismus,  Einflüssen,  die  sidii  tinter  XJmstinden  sehr  wohl  bemeik- 
lich  machen  können. 

86  b«  Zur  XntBtehnngBgesohiohte  der  Dynamik  ataner  ESxper. 
Die  SüUOc  des  starren  Körpers  ist  schon  im  Altertum  in  gewiasem 
Masse  entwickelt  worden  (ArchimedeSj  Hero:  Hebelgesetc,  einfache 
Maschinen).  Anders  steht  es  mit  der  Kinetik  des  starren  Körpers, 
die  erst  im  17.  Jahrhundert  in  Angriff  genommen  worden  ist.  Nicht 
lange,  nachdem  O.  Galttei  die  Kinetik  des  materiellen  Punktes  begründet 
hatte,  stellte  M.  Mersenne  im  Jahre  1646  die  Au^be,  man  solle  den 
Schunngungsmittdpunkt  eines  physikalischen  Pendels  bestimmen,  das 
heisst  den  Punkt  eines  um  eine  feste  horizontale  Axe  drehbaren  schwersn 
ESrpers,  der  auf  dem  vom  Schwerpunkte  auf  die  Drehaxe  geßllten 
Lote  liegt  und  dessen  Entfernung  Yon  der  Axe  die  LSnge  des  isochronen 
mathematischen  Pendels  angiebt  Nachdem  K  Desoartes  einen  Tergeb- 
lichen  Versuch  gemacht  hatte,  wurde  die  Aufgabe  1673  yon  Chr.Huggens 
gelöst,  der  sich,  nicht  ohne  Widerspruch  zu  erfiihren,  des  Prin&ps 
yon  4er  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  bediente  ***).  Mujfgens  wurde 
dabei  auf  die  Ausdrücke  geführt,  die  man  jetzt,  nach  dem  Vorgangs 
Yon  L,  EuieTy  als  Trägheitsmomente  bezeichne^*),  und  hat  auch  die 
wichtige  Beziehung  zwischen  Tragheitsmomenten  in  Bezug  auf  paralleb 
Axen  abgeleitet;  ebenso  hat  er  schon  die  Vertauschbarkeit  von  Schwin- 
gungsmittelpunkt  und  Aufhängungspankt  erkannt. 

Das  Problem  des  Schwingungsmittelpunktes  hat  die  Geometer 
noch  bis  weit  ins  18.  Jahrhundert  hinein  beschäftigt,  und  indem  es 
von  den  verschiedensten  Seiten  her  betrachtet  wurde,  hat  es  be- 
frachtend auf  die  ganze  Dynamik  gewirkt'"^);  im  besonderen  hat  man 
dabei  gelernt,  das  Prineip  von  der  Gleichheit  der  Aktion  und  BeakHmf 
das  J.  Netcion  (1687)  bei  freien  Punktsystemen  betrachtet  hatte,  aof 
gebundene  Systeme  anzuwenden,  und  es  ist  so  die  Aufstellung  des 
d^Älembertschen  Prinzips  (1743)  yorbereitet  worden,  auf  dem  die  weiteren 
Fortschritte  in  der  Kinetik  des  starren  Körpers  beruhen'*^.    In  die 

828)  Horologium  OBcillatorimn  sive  de  motu  pendulormn  ad  horologi» 
aptato,  Paris  1673 ;  ein  Patent  auf  Pendeluhren  hatte  Huygens  schon  am  16.  Juoi 
1657  genommen. 

824)  Scientia  nayalis,  Petersburg  1749,  1,  p.  70:  Momentum  inertiae  co^ 
poris  xespectu  axis  cuiusdam  fizi  voco  aggregatum  omnium  corporis  particolaitnn 
per  suarum  respective  ab  hoc  axe  distantiarum  quadrata  multiplicataraxn;  vg^ 
auch  Eulen  Vorrede,  p.  25. 

825)  Für  diese  Untersuchungen,  an  denen  sich  zum  Beispiel  Jacob  n^d 
Johann  BemotdU  und  Brock  Taylor  beteiligten,  vgl.  etwa  E.  Math,  MechaDik 
Kapitel  8. 

826)  Neben  /.  d'Älembert  selbst  ist  hier  Ä.  Fontaine  zu  erwähnen,  der  ia 
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Zwischenzeit  fällt  die  Ausbildong  der  Statik  des  starren  Körpers,  die 
besonders  durch  P.  Variffnon  gefordert  worden  ist***^.  Varignon  hat 
die  Lehre  von  den  einfachen  Maschinen  in  grösster  Allgemeinheit 
an^efasst  und  ist  dazu  gelangt,  die  Mittel  zu  entwickeln,  die  man 
zur  Zusammensetzung  beUebiger,  auf  einen  starren  Körper  wirkender 
Kräfte  notig  hat,  also  im  besonderen  die  Zusammensetzung  der  Momente; 
er  hat  diese  Untersuchungen  in  geometrischer  Form  und  unter  aus- 
schliesslicher Benutzung  des  statischen  Kraftbegriffes  durchgeführt. 
Wenn  hiernach  Varignon  auch  alle  Mittel  besass,  die  zur  Aufstellung 
der  sechs  Bedingungen  fiir  das  Gleichgewicht  eines  starren  Körpers 
erforderlich  sind,  so  hat  er  doch  diese  Bedingungen  niemals  analytisch 
formuliert.  Diesen  wichtigen  Schritt  hat  erst  J.  d'Älembert  (1749) 
gethan'"»).  Freilich  hat  es  auch  dann  noch  erhebUcher  Anstrengungen 
bedurft,  bis  die  Statik  des  starren  Körpers  ausgestaltet  wurde;  so  be- 
wies erst  L.  JEtUer  (1765),  dass  man  das  System  der  auf  einen  starren 
Körper  wirkenden  Einzelkräfte  stets  durch  ein  System  Ton  zwei 
Kräften  ersetzen  könne^**),  und  G.  Monge  (1786)  fägte  die  Einsicht 
hinzu,  dass  diese  Reduktion  sich  stets  so  ausfahren  lasst,  dass  die 
beiden  Kräfte  senkrecht  auf  einander  stehen'^).  Welche  Schwierig- 
keiten hier  zu  überwinden  waren,  zeigt  sehr  deutUch  der  Umstand, 
dass  d'Alembert  es  1749  noch  für  angebracht  hielt,  ausführlich  aus- 
einander zu  setzen,  wie  es  möglich  sei,  dass  auf  einen  starren  Körper 
wirkende  Kräfte,  deren  B>esultante  verschwindet,  trotzdem  eine  Be- 
wegung, nämlich  eine  Drehung  des  Körpers,  hervorrufen^^). 

Den  Anstoss  zu  ihrer  weiteren  Entwicklung  hat  die  StereoJcinetik 
Ton  drei  Seiten  erfahren:  von  Seiten  der  Astronomie,  der  Lehre  von 
der  Schiffsbewegung  und  der  Kreisdiheorie, 

einem  1789  „allen  Mathematikern  mitgeteilten*^  aber  erst  1764  veröffentlichten 
Abiiss  einer  Mechanik  (M^moires  des  math^matiques,  Paris  1764,  p.  806)  die 
Kinetik  eines  Systems  starr  miteinander  verhnndener  Punkte  (points  massifs 
dans  nn  espace  roide)  mittels  derselben  Überlegongen  aufzubauen  yersucht  hat, 
die  dem  d'Alembertschen  Prinzipe  zu  Gmnde  liegen. 

827)  Projet  d'une  nouvelle  m^canique,  Paris  1687;  Nouyelle  m^canique  ou 
statique,  Paris  1726  (posthum). 

828)  Becherches  sur  la  pr^cession  des  ^quinoxes,  Paris  1749. 
329)  Theoria  motus,  Rostock  und  Greifswald  1766,  §  620. 
880)  Trait^  ä^mentaixe  de  statique,  Paris  1786. 

831)  Recherches,  p.  120.  Zu  diesen  Schwierigkeiten  in  der  Dynamik  kam, 
dafi  auch  die  Kinematik  des  starren  Körpers  damals  noch  ganz  unausgebildet 
war;  hat  doch  erst  L.  Euler  den  Begriff  der  instantanen  Drehaxe  bei  der 
Drehung  um  einen  festen  Punkt  zu  voller  Klarheit  herausgearbeitet,  und  erst 
A.  It,  Cauchy  (1827)  bewiesen,  dass  jede  unendlich  kleine  Bewegung  eines 
starren  Körpers  eine  Schraubenbewegung  ist;  vgl.  IV  2,  Nr.  11  {H,  E.  Timerding), 
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Bei  der  Astronomie  war  es  das  Problem  der  Prägession  der  Tag- 
und  NadUgleichen,  das  schon  I.  Newton  (1687)  behandelt  hatte,  ohne 
jedoch  zu  einer  befriedigenden  Lösung  zu  gelangen '*'),  und  das  be- 
sonders dringend  wurde,  nachdem  J.  BrcuUey  (1748)  durch  seine 
genauen  Fixstembeobachtungen  das  Vorhandensein  der  Nutatian  ent- 
deckt hatte  ^.  Schon  ein  Jahr  darauf  gab  J.  cPAlembert  in  seinen 
Becherckes  die  mechanische  Erklärung  dieser  Erscheinungen  und  zwar 
im  wesentlichen  in  der  Form,  die  noch  heute  als  gfiltig  angesehen 
wird.  Er  leistete  dies,  indem  er  die  sechs  Bedingungsgleichungen 
fOr  das  Gleichgewicht  eines  starren  Körpers  au&tellte  und  zeigte 
wie  man  daraus  auf  Grund  des  Prinzipes,  das  er  1743  in  seiner 
Dynamik  dargelegt  hatte,  die  DifiFerentialgleichungen  f&r  die  Be- 
wegung des  Körpers  unter  dem  Einflüsse  gegebener  Kräfte  herleiten 
könne;  freilich  erscheinen  diese  der  Sache  nach  einfachen  Oleichungen 
bei  d'Alemhert  in  einer  recht  unübersichtlichen  und  schwerfalligen 
Form^.  —  Das  Problem  der  Bewegung  der  Erde,  als  eines  starren 
Körpers,  um  ihren  Schwerpunkt  hat  auch  im  19.  Jahrhundert 
förderlich  auf  die  Stereodynamik  eingewirkt;  es  genüge,  an  die 
Bestrebungen  L.  Poinsots  zu  erinnern,  dessen  anschauliche  Auf- 
fassungen der  Bewegungen  eines  starren  Körpers  in  dem  Wunsche 
wurzelten,  eine  gute  Beschreibung  der  Prazessionserscheinungen  zu 
gewinnen. 

Nicht  minder  wichtig  sind  die  Anregungen,  die  die  Lehre  von 
den  Schiffsbewegungen  geliefert  hat.  Blerbei  ist  man  wohl  zuerst  auf 
die  Trennung  der  Bewegung  eines  starren  Körpers  in  eine  Trcms- 
hiionsbewegung  und  eine  Drehung  um  den  Schwerpunkt  geführt  worden. 
P.  Bouguer^^)  imd  L,  Evder^^  sind  unabhängig  you  einander  zu  dieser 
grundlegenden  Einsicht  gelangt;  sie  haben  ohne  Weiteres  angenommen, 
dass  man  diese  beiden  Bewegungen  getrennt  von  einander  behandeln 
dürfe,  was  allerdings  bei  einem  allein  der  Schwere  unterworfenen  Körper 


882)  Principia,  über  8,  Sectio  4;  eine  eingehende  Kritik  findet  man  in  dea 
Recherches  von  d'Äkmbert  und  bei  P.  8,  Laplace,  M^caniqne  eheste  6,  p.  276. 

388)  Phil.  Trans.  45  (1748),  p.  1:  On  the  apparent  motion  obaerved  in  some 
of  the  fixed  stara. 

884)  A.  Cayley  (Collect,  math.  papers  4,  p.  567)  sagt  von  ihnen:  the  eqnations 
of  motion  are  obtained  in  a  cumbrons  und  unmanageable  form. 

885)  Trait^  du  nayire,  de  sa  constmction  et  de  ses  mouTements,  Paris  1746 
(verfasst  1785  auf  der  Reise  zur  Gradmessung  in  Peru). 

886)  Scientia  navalis,  2  Bände,  Petersburg  1749  (fertiggestellt  bereits  Ende 
1788,  siehe  Eulen  Brief  an  Johann  Bemauüi  vom  20.  Dezember  1788,  BibL 
math.  (8)  5  (1904),  p.  287;  Mitteilungen  über  Euien  Ergebnisse  finden  sich 
schon  in  den  Opera  Johanp  BemoulliB  4  (1742),  p.  288). 
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jestaUet  ist^  aber  nicht  mehr  richtig  ist^  wenn  Reibungskräfte  oder 
Druckkräfte  einer  mngebendenden  Flüssigkeit  ins  Spiel  kommen.  Etder 
erkannte  zunächst^  dass  ein  freier  Körper  sich  bestandig  um  eine  freie 
ixe  durch  den  Schwerpunkt  drehen  kann,  wenn  sich  nämlich  die  Zentri- 
ugalkrafte,  die  die  Stellung  der  Axe  zu  ändern. streben ^  gegenseitig 
kuf heben,  und  l^^  den  weiteren  Betrachtungen  die  folgende  Hypothese 
iu  Grunde:  Bei  einem  jeden  auf  dem  Wasser  schwimmendeti  Körper  giebt 
»  drei  auf  einander  senhrechtey  ckirch  den  Schwerpunkt  gehende  Axen, 
im  die  eine  freie,  beständige  Drehung  möglidi  ist;  eine  bdiebige  Qdeine) 
^wingung  um  den  Schwerpunkt  lässt  sich  in  drei  Schwingungen  um  je 
ine  dieser  drei  Axen  gerlegen,  und  jede  dieser  drei  Schwingungen  ver- 
Suft  unabhängig  von  den  beiden  anderen^^).  Euler  meinte,  diese  Hypo- 
hese  gelte  bei  den  Schiffen,  mit  denen  er  sich  beschäftigte,  immer 
gmau  oder  doch  mit  grosser  Annäherung.  Damit  aber  war  die  Dreh- 
bewegung eines  Schiffes  auf  das  Problem  des  Schwingungsmittelpunktes 
iElr  eine  einzelne  Drehachse,  also  die  Ermittelung  isochroner  Pendel 
lUrfickgefiQirt  worden. 

Die  Abhandlungen  Eulers  aus  den  Jahren  1749  und  1750^ 
ind  beeinflusst  von  den  inzwischen  erschienenen  Becherches  Ton 
^JJembert.  Im  besonderen  gelingt  es  ihm,  zu  einer  durchsichtigeren 
>*ozm  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung  zu  gelangen.  Diese 
tteichungen  sagen  aus,  dass  die  Komponenten  der  Resultante  und  des 
esultierenden  Momentes  der  eingeprägten  Kräfte  bezogen  auf  im 
laume  feste  Koordinatenaxen  gleich  sind  den  entsprechenden  Kom- 
ponenten der  Effektivkräfte'^*).  Auffallend  ist,  dass  Euler  es  nicht 
ersucht  hat,  aus  diesen  Gleichungen  seine  Hypothese  von  der  Existenz 
er  drei  freien,  unabhängigen  Drehaxen  abzuleiten.  Diesen  Schritt 
Eit  erst  J,  Ä.  Segner  (1755),  und  zwar  yeranlasst  durch  die  Beschäf- 
[gnng  mit  der  KJreiseltheorie*"). 

Die  Erscheinungen,  die  das  Eanderspielzeug  des  Kreisels  darbietet, 
aas  er  sich,  in  Drehung  versetzt,  der  Schwere  entgegen  aufrichtet, 
nd  dass  er  in  dieser  Stellung  yerharrt,  so  lange  die  Drehung  anhält^ 
ann  aber  umfällt,  diese  paradoxen  Erscheinungen  sind  geeignet,  die 

337)  Scientia  navalis  1,  p.  76. 

838)  Berlin  M^m.  Ann^  1749  (1761),  p.  289;  Ann^  1760  (1762),  p.  186,  412. 

338*)  Für  diese  FormaUeruiig  Tgl.  etwa  J.  Petersen^  Dynamik,  p.  68* 

339)  Specimen  theoriae  turbinum,  Halle  1766.  Unter  twrho  yersteht  Segner 
igemein  einen  um  einen  festen  Punkt  drehbaren  starren  Körper;  der  Ausdruck 
\rbmori  fcLr  die  kreiselnde  Bewegung  eines  starren  Körpers  tritt  schon  bei  Jöhawin 
<emouiU  auf,  Acta  Erudit.,  Lips.  1716,  p.  242  »=  Opera  2,  p.  187:  De  centro  turbi- 
ationis  inyenta  nova  (/.  BemouUi  beweist  hier  die  yon  Huygens  am  Schlüsse 
es  Horologiums  ohne  Beweis  aufgestellten  Sätze  über  das  konische  Pendel). 
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Aufinerksamkeit  eines  jeden  zu  erregen^  der  ein  offenes  Auge  f&r  die 
mechanischen  Vorgänge  in  seiner  Umgebung  hat.  Eine  wissenschaft- 
liche Behandlung  scheint  der  Kreisel  zuerst  durch  J.  A.  Segner  erühien 
zu  habeuy  der  schon  die  Bedeutung  der  Reibung  f&r  das  Aufrichten 
der  Kreisekchse  richtig  erkannte.  Yerankssung  zu  seinen  Untersuchungen 
hatte  die  Bemerkung  eines  Englanders  Serson  gegeben^  dass  man  die 
spiegelnde  Oberflache  eines  rasch  gedrehten  Kreisels  auf  Schiffen  als 
künstlichen  Horizont  benutzen  könne  ^.  Segner  hat  auch  den  um 
seinen  Schwerpunkt  drehbaren  starren  Körper  betrachtet  und  als  Be- 
dingung für  das  Verschwinden  des  Momentes  der  Zentrifugalkräfte,  die 
die  Stellung  einer  freien  Axe  zu  yerändem  streben,  oder,  wie  man  jetit 
nach  W.  J.  M,  Banlcine  sagt,  des  betreffenden  Deviatiansmamenies*^), 
eine  Gleichung  dritten  Grades  gefunden;  er  hat  mit  Bilfe  dieser  Gleichung 
bewiesen,  dass  die  so  gefundenen  drei  Axen  senkrecht  auf  einander 
stehen^.  In  zwei  Abhandlungen  aus  dem  Jahre  1758  hat  L.  Euler 
diese  Ergebnisse  Segners  von  neuem  abgeleitet  und  Segners  Haupt- 
aocen  in  die  allgemeine  Eanetik  des  starren  Körpers  eingeführt*^. 
Die  Benutzung  dieser  im  Körper  festen  Axen  führte  Eider  auf  die 
fundamentalen  Differentialgleichungen  für  die  Drehungskomponenten 
nach  den  Hauptaxen,  die  jetzt  seinen  Namen  tragen»**).  Auf  diese 
Weise  gelang  es  ihm  nunmehr,  die  Differentialgleichungen  für  die  Be- 


340)  PhiL  Trans.  47  (1752),  p.  362;  Segner  erhielt  dayon  EenntniB  darch 
eine  Notiz  in  der  Zeitschrift  The  G^ntleman*B  Magazine,  Ootober  1764.  Der 
Gedanke  ist  im  19.  Jahrhundert  von  G,  Fleuriais  yerwiiklicht  worden,  Beme 
maritime  et  coloniale  91  (1886),  p.  412;  94  (1887),  p.  226  (auch  als  besondere 
Schrift  Gyroscope  coUimatenr,  Paris  1887),  Horizon  gyroscopiqne,  modMe  d^fi- 
nitif,  Paris  1891 ;  vgl.  femer  VI  s  8,  Nr.  89  (C.  W.  Wirtz). 

841)  A  mannal  of  applied  mechanics,  London  1868;  von  anderen  Antoren 
werden  die  Deviationsmomente  nach  dem  Vorgänge  von  O,  CorioUs  auch  Zentri- 
fugdlmomente  genannt. 

842)  Dass  diese  Gleichung  dritten  Grades,  die  im  wesentlichen  mit  der 
Gleichung  dritten  Grades  identisch  ist,  welche  bei  der  Bestimmong  der  Hanptaxen 
der  Flächen  zweiter  Ordnung  auftritt,  stets  drei  reelle  Wurzeln  hat,  hat  in  voller 
Strenge  erst  J.  L.  Lagrange  gezeigt,  Berlin  M^m.  Ann^  1778  »»  Oeuvres  S, 
p.  606;  vgl.  R.  Baiteer j  Theorie  und  Anwendung  der  Determinanten,  6.  Aufl., 
Leipzig  1881,  p.  212. 

848)  Berlin  M^m.  Ann^e  1768  (1766),  p.  182:  Becherches  sui  la  connaissance 
m^canique  des  corps;  mit  dieser  Abhandlung  beginnt  die  sogenannte  Oeomeirie 
der  Massen,  vgl.  IV  4  {G.  Jung);  ebenda,  p.  164:  Du  monvement  de  rotation 
des  Corps  solides  autour  d*un  axe  variable;  diese  Abhandlung  ist  auf  Veran- 
lassung von  Ä.  Cayley  wiederabgedruckt  worden  in  dem  Quarterly  Joum.  9  (1868), 
p.  861. 

344)  Berlin  Mäm.  Ann^e  1768  (1766),  p.  170. 
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wegong  eines  kraftefreien  Kreisels  mittels  elliptischer  Integrale  zu 
lösen,  was  er  nach  seinem  Geständnis  vorher  für  anmöglich  gehalten 
hatte. 

Damit  war  der  Grand  für  die  Stereodynamik  als  einer  selb- 
ständigen Wissenschaft  gelegt  worden,  and  Ikder  beeilte  sich,  sie  in 
der  Theoria  motus  carparum  sdidorum  seu  rigidorum  ausführlich  dar- 
zostellen;  dieses  Werk  hatte  er  schon  1760  yollendet,  es  ist  aber  erst 
1765  zam  Druck  gelangt '^^).  In  einer  Reihe  Yon  Abhandlungen  ist 
.Etder  auf  den  Gegenstand  zurückgekommen  und  hat  Ergänzungen  zu 
dem  Hauptwerke  gegeben^*). 

Da  in  den  folgenden  Nummern  dieses  Artikels  ein  eingehender 
Sericht  über  die  Fortschritte  gegeben  werden  soll,  die  die  Dynamik 
fitarrer  Körper  durch  und  seit  J.  L,  Lagrange  gemacht  hat,  so  möge 
es  genügen,  hierüber  nur  einige  orientierende  Bemerkungen  vorauszu- 
schicken. 

Was  die  Anregungen  von  aussen  betrifft,  so  ist  vor  allem  L.  Fou- 
MMuUs  Gyroshop  (1851)  anzuführen.  Femer  haben  am  Schlüsse  des 
19.  Jahrhunderts  Probleme  der  angewandten  Mechanik  dazu  geführt, 
dass  die  Dynamik  der  Systeme  starrer  Körper  erheblich  gefordert  wurde, 
xmd  es  ist  zu  erwarten,  dass  bei  der  weiteren  Entwicklung  diese  Systeme 
inmier  mehr  in  den  Vordergrund  treten  und  die  jetzt  erst  vorhandenen 
zerstreuten  Anätze  zu  einer  umfassenden  Theorie  vereinigt  werden. 
Was  die  theoretische  Dynamik  selbst  betrifft,  so  hat  Lagrange 
nicht  nur  einen  neuen  Spezialfall  gefunden,  in  dem  sich  die  Diffe- 
rentialgleichungen der  Bewegung  eines  starren  Körpers  durch  Quadra- 
turen integrieren  lassen,  nämlich  die  Drehung  eines  der  Schwere  unter- 
worfenen, homogenen  Rotationskörpers  um  einen  beliebigen  Punkt 
seiner  Axe,  sondern  auch  die  prinzipielle  Seite  tiefer  erfasst  und  im 
besonderen  bei  der  Herleitung  der  Eulerschen  Gleichungen  nicht- 
holonome  Differentialausdrücke  mit  voller  Erkenntnis  des  Sachverhalts 
benutzt.  Neben  Lagrange  ist  8.  D.  Poisson  zu  nennen,  der  die  Dynamik 
des  starren  Körpers  mit  zahlreichen  Einzeluntersuchungen  bereichert  hat; 
um  einiges  anzuführen,  hat  er  unabhängig  von  Lagrange  denselben 
Sonderfall  des  Rotationsproblems  erledigt^^),  die  Theorie  des  Kreisels, 
der  auf  der  Ebene  spielt,  nachdem  sich  Euler  daran  versucht  hatte 


846)  Siehe  die  Vorrede  zur  Theoria  motus  von  W.  J.  O,  Karsten,  der  den 
Dmck  besorgt  hatte. 

346)  Hier  sei  nnr  genannt  Berlin  M^m.  Ann^e  1760  (1767),  p.  176;  Peters- 
burg Nov.  Comment.  20  ad  annnm  1776,  p.  189,  208;  weitere  Angaben  bei  /.  G^. 
Hagen,  Index  opemm  L.  Eoleri,  Berlin  1896,  p.  86—46. 

846«)  J.  de  rdc.  polyt.  cah.  16  (1818),  p.  247. 

En^klop.  d.  math.  Wissensoh.    IV  1,  i.  86 
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(Theoria  motus  p.  377,  538  der  Ausgabe  von  1790),  mit  Erfolg  in 
Angriff  genommen  und  zuerst  eine  allgemeine  Theorie  der  Stoflse 
starrer  Körper  aufgestellt. 

Gegenüber  dem  vorwiegend  analytischen  Verfahren  Ton  Lagrange 
und  Foisson  kommt  bei  L.  Poimot  (1834)  die  geometrische  Anschau- 
ung zu  ihrem  Rechte;  er  hat,  um  nur  das  Wichtigste  zu  nennen,  die 
Begriffe  des  Eräftepaares,  des  Impulses,  des  Trägheitsellipsoides  und 
der  auf  einander  rollenden  Kegel  zur  Geltung  gebracht;  eine  weitere 
Ausbildung  dieser  Gedanken  ist  Jß.  BaUa  Schraubentheorie  Auch  in 
dem  Werke  von  F.  Klein  und  A.  Sommerfeld  über  die  Theorie  des 
Kreisels '^^^)  wird  auf  die  anschauliche  Erfassung  des  Bewegungsver- 
laufes  in  Raum  und  Zeit  grosser  Wert  gelegt  und  eine  Übersicht 
über  die  Anwendungen  des  Kreisels  gegeben;  aber  dieses  Werk  geht 
insofern  weiter  als  das  Poinsotsche  Vorbild,  als  auch  die  numerische 
Berechnung  der  Lage  mit  den  Methoden  der  Präzisions-  und  der 
Approximationsmathematik  durchgeführt  wird.  Eine  andere  Ergänzung 
zu  Lagrange  bilden  die  Untersuchungen,  die  V,  Poncdet^'^  und  S.  D. 
Foisson^  über  die  bei  Systemen  starrer  Körper  auftretenden  Span- 
nungen und  Auflagerdrucke  angestellt  haben.  Später  traten  solche 
Betrachtungen  in  den  EUntergrund;  sie  sind  aber  neuerdings,  yer- 
anlasst  durch  die  Bedürfhisse  der  Technik,  besonders  von  K.Heun^*) 
wieder  aufgenommen  worden.  Für  die  Dynamik  der  Systeme  starrer 
Körper  kommen  endlich  auch  die  BegriffsbUdungen  in  Betracht,  die 
H,  Hertas  in  seinen  Prinzipien  der  Mechanik,  Leipzig  1894  gegeben  hat 

Einen  gewissen  Gegensatz  zu  den  im  Vorhergehenden  charakte- 
risierten Bestrebungen  bilden  die  rein  analytischen  Untersuchungen 
zur  Dynamik  starrer  Körper,  die  mit  Ä.  St,  Rueb  (1834)  und  C.  G.  J. 
Jacobi   (1849)   beginnen   und   für   die   aus   dem  Ende  des   19.  Jahr- 

846*»)  Unter  einem  Kreisel  wird  in  diesem  Werke  ein  der  Schwere  unter- 
worfener  starrer  Körper  veratanden,  dessen  Masse  symmetrisch  um  eine  Aze  des 
Körpers  verteilt  ist,  und  bei  dem  mittels  einer  geeigneten  Vorrichtung  ein  auf 
der  Symmetrieaxe  gelegener  Punkt  im  Räume  festgehalten  wird.  Der  wohl- 
bekannte, als  Spielzeug  benutzte  Kreisel  ist  in  diesem  Sinne  des  Wortes  kein 
Kreisel;  seine  Bewegung  ist  jedoch  auch  von  Klein  und  Sommerfeld  ausführlich 
betrachtet  worden.  In  neuester  Zeit  hat  man  begonnen,  unter  Kreisel  einen  be- 
liebigen starren  Körper  zu  verstehen,  auf  den  irgend  welche  Kräfte  wirken,  wenn 
nur  mittels  geeignete!^ Vorrichtungen  ein  beliebiger  Punkt  des  Körpers  im  Baume 
festgehalten  wird,  und  hat  zum  Unterschiede  den  Klein-Sommerfeldscliexi  S^reisel 
als  schweren  symmetrischen  Kreisel  bezeichnet. 

847)  Cours  de  m^canique  appliqu^  Metz  1826. 

S48)  J.  de  r^c.  polyt.  cah.  21  (1882),  p.  187. 

349)  Jahresber.  d.  D.  M.-V.  9  (1901),  Heft  2;  Arch.  Math.  Phys.  (3)  t 
UyOl/1902),  p.  67,  298. 
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hnnderts  besonders  Sonja  KowalewsJci  (1888)  und  ihre  Nachfolger  zu 
nennen  sind.  Sie  erfordern  jedoch  so  erhebliche  funktionentheoretische 
Hilfsmittel,  dass  sie  die  Grenzen  einer  elementaren  Dynamik  über- 
schreiten; vgl.  für  sie  IV  13  (P.  Stäckel). 

26«  Bedeutung  der  Mechanik  starrer  Körper  fdr  die  gesamte 
Meohanik  und  Physik.  Wenn  der  Punktmechanik  eine  weitgehende 
Bedentnng  für  die  gesamte  Mechanik  und  Physik  zukommt  (ygl.  Nr.  2 
dieses  Artikels)^  so  gilt  dasselbe  für  die  Mechanik  starrer  Körper. 

Diese  Bedeutung  zeigt  sich  zunächst  in  der  Mechanik  der  defar- 
mierbaren  Koniinua,  in  der  man  sich  vielfach  auf  die  Mechanik  der 
starren  Körper  stützt.  Hat  nämlich  ein  deformierbarer  Körper  unter 
dem  Einflüsse  der  von  Aussen  her  auf  ihn  wirkenden  Kräfte  solche 
Formänderungen  vollzogen ,  dass  Gleichgewicht  eingetreten  ist^  so 
denkt  man  sich  zur  Bestimmung  des  Gleichgewichtszustandes  aus  dem 
Körper  einen  beliebig  begrenzten  Teil  abgesondert  und  sieht  diesen 
vorübergehend  als  starr  an.  Wenn  der  herausgegri£fene  Teil  starr 
gemacht  wird,  so  erfährt  in  der  Tat  das  Gleichgewicht  keine  Störung, 
und  die  Bedingungen  für  das  Gleichgewicht  des  erstarrten  Teiles  sind 
daher  notwendige  Bedingungen  für  das  Gleichgewicht  des  betrachteten 
Kontinuums**®).  Die  Hauptaufgabe  bei  der  Anwendung  dieses  Prin- 
sfipes  der  Sdlidifikaiion  besteht  in  der  Bestimmung  der  Kräfte,  die  auf 
den  herau8gegri£fenen,  als  starr  gedachten  Teil  des  Kontinuums  wirken. 
Vielfach  macht  man  die  Annahme,  dass  fQr  diesen  Teil  zu  den  von 
Aussen  her  wirkenden  Kräften  nur  noch  Kräfte  hinzutreten,  die  ihren 
Sitz  in  der  Oberfläche  des  abgegrenzten  Teiles  haben,  und  die  man 
als  Spannungen  bezeichnet,  oder  dass  dies  doch  gilt,  wenn  man  den 
herausgegri£fenen  Teil  unendlich  klein  werden  lässt**^^). 

Betrachtet  man  zum  Beispiel  das  unendlich  kleine  Parallelepiped^ 
das  sich  ergiebt,  wenn  man  von  dem  Punkte  x,  y,  0  in  der  Richtung 
der  Koordinatenaxen  beziehungsweise  um  dx,  dy,  dz  fortgeht,  so  er- 
hält man  die  sechs  Orundgleichungenj  die  in  der  Staiih  der  deformier- 
hären  Körper  zwischen  den  neun  Komponenten  der  Spannungen  in 
den  von  dem  Punkte  x,  y,  z  ausgehenden  Seitenflächen  des  Parallel- 


860)  Dass  man  notwendige  Gleichgewi  chtsbedingangen  eines  beliebigen 
Systems  erhält,  wenn  man  es  starr  macht,  wird  schon  von  /.  L.  Lagrcmge  in 
der  M^caniqne  analytiqne  benutzt.  Das  Herausgreifen  eines  Teiles  des  be« 
trachteten  KOrpers  aber  scheint  zuerst  A.  L.  Cauchy  angewandt  zu  haben,  BulL 
•oc.  philomath.  1823,  p.  9;  Exerc.  de  math.  2  (1827),  p.  108;  vgl.  auch  W,  Thom^ 
Ml»  und  P.  G,  Tau,  Handbuch  2,  p.  96. 

861)  Vgl.  IV  23  (C.  JET.  MHOer  und  A.  Timpe),  sowie  etwa  A.  F&ppl,  Festig- 
keüelehre,  8.  Aufl.  Leipzig  1906,  erster  Abschnitt.    . 
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epipeds  bestehen.  Sind  6^^  6^^  6,  die  Normalspannungen,  wobei  die 
Indizes  die  Richtungen  angeben^  in  denen  sie  stattfinden^  x^^^  r^^; 
^yf»  ''^y«)  ^«x;  ^»y  ^^  Tangential-  oder  Schubspannungen,  wobei  die  ersten 
Indizes  die  Normale  des  betreffenden  Flachenelementes,  die  zweitoi 
die  Richtungen  angeben,  in  denen  sie  stattfinden,  und  bezeichnet 
man  noch  mit  X,  !F)  Z  die  Komponenten  der  im  Punkte  x^  y,  »  Ton 
Aussen  her  wirkenden  E[raft,  so  lauten  die  Grundgleichungen: 

(1) 


y*>         yi  "ty*         t» 


ary  'y*'       "yi  "ty/       't»  •'»»? 

Bedingimgen  für  das  Gleichgewicht  g^en  Drehung; 


(2) 


dt, 


+  ^^  + 


ay  ^ 


+ 


8«. 


+  fe  + 


dz 

dx 

dy 


+  x  = 

.0, 

+  r= 

0, 

+  z- 

■0, 

Bedingungen  f&r  das  Gleichgewicht  gegen  Verschiebung^^*). 

Aus  diesen  Gleichungen  gewinnt  man  sofort  die  Grundgleichungen 
der  Kinetik  der  deformierbaren  Körper ^  indem  man  postuliert,  dass 
auf  jeden  einzelnen  Massenpunkt  das  (f  J.{em&erfeche  Prinzip  anwendbar 


sein  soll: 


(3) 


d6^  _i 

+ 


dy  "T"    d» 
dtxy 


dCy     ,      dtay      I 


dy 


dz 


3*    '     dx 


+ 


dx 


a^ 
^  dt^' 

d^ 
^dt^' 

d^ 
^dt^' 


in  denen  (i  die  spezifische  Masse  im  Punkte  x,  y,  g  bedeutet '^'). 

Die  sechs  Gleichungen  (1)  und  (2)  sind  für  sich  allein  nicht 
ausreichend  zur  Bestimmung  der  neun  unbekannten  Spannungskom- 
ponenten,  und  man  hat  daher  in  jedem  einzelnen  Falle  zu  fragen, 
wie  sich  aus  der  besonderen  Beschaffenheit  des  betrachteten  Eontinuums 
weitere  Gleichungen  für  die  Spannungskomponenten  gewinnen  lassen, 
und  dasselbe  gilt  in  der  Kinetik  für  die  Gleichungen  (1)  und  (3); 


S61*)  Man  vergleiche  auch  die  ausführlichere  Darstellung  bei  W,  Voi^, 
Kompendium  der  theoretischen  Physik  1,  Leipzig  1895,  p.  219 — 225. 

S52)  Wesentlich  verschieden  von  der  im  Texte  dargelegten  Betraehtongs- 
weise  sind  die  Untersuchungen,  bei  denen  man  aus  dem  Ausdrucke  der  kinetischen 
Energie  eines  defozmierbaren  Systems  die  zugehörigen  Lagrangeschen  Differential- 
gleichungen ableitet;  vgl.  Nr.  2  dieses  Artikels. 
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aaeh  treten  noch  kinematisclie  Bedingungsgleichungen  hinzu  ^  die  den 
Zasfimmenhang  des  Eontinuums  zum  Ausdruck  bringen. 

In  der  Etastuntätslehre  besteht  die  besondere  Voraussetzung  über 
die  Beschaffenheit  der  betrachteten  Körper  darin,  dass  zwischen  den 
Spannungen  und  den  mit  ihnen  verknüpften  Deformationen  lineare 
Beziehungen  angenommen  werden,  also  im  einfachsten  Falle  das 
Hookesche  Gesetz;  vgl.  IV  23  (C.  H,  Müller  und  Ä.  Timpe).  Dasselbe 
gilt  fQr  die  klassische  Optik,  die  ja  durchweg  auf  Betrachtungen  aus 
der  Elastizitatstheorie  beruht,  und  auch  die  Gleichungen  für  die 
Polarisationen  des  Äthers,  die  in  der  Faraday-Maxwelhchen  Theorie 
des  Elektromagnetismus  auftreten,  lassen  sich  in  das  Schema  der 
Gleichungen  (3)  einordnen;  für  die  Einzelheiten  muss  auf  Band  V 
(Mathematische  Physik)  verwiesen  werden. 

Aber  nicht  nur  bei  der  Untersuchung  kontinuierlich  ausgedehfder 
Körper y  sondern  auch  bei  den  Molekulariheorien  der  Materie  kommt 
die  Mechanik  der  starren  Körper  zur  Geltung.  In  der  Elastizitats- 
theorie hat  sich  die  Annahme,  dass  ein  elastischer  Körper  ein  dicht- 
gediungter  Haufen  punktförmiger  Anziehungs-  und  Abstossungszentren 
sei,  als  unzureichend  erwiesen*^^),  und  es  hat  daher  schon  S.  D. 
Poissan  die  Vorstellung  ausgebildet,  dass  man  die  Moleküle  als  starre 
Körper  anzusehen  habe,  zwischen  denen  nicht  nur  Zentralkräfte, 
sondern  auch  Kräftepaare  wirken^");  diesen  Gedanken  hat  neuer- 
dings TT.  Voigt  mit  Erfolg  wieder  aufgenommen^^*).  Zu  erwähnen  ist 
femer,  dass  man  das  Bild,  die  kleinsten  Teilchen  der  Materie  seien 
Drehkreisel,  zur  Erklärung  der  Elastizitätserscheinungen '*^)  und  der 
optischen  Erscheinungen,  im  besonderen  der  Drehung  der  Polarisations- 
ebene  des   Lichtes   im    magnetischen  Felde    benutzt    hat'*^.     Auch 

363)  Die  Entwicklungsgeschichte  dieser  Ideen  findet  man  in  dem  Artikel 
ly  23  (C.  H.  Müller  und  J.  Timpe). 

3Ö4)  J.  de  r^c.  polyt.  cah.  20  (1831),  p.  1;  Paris  M^m.  18  (1842),  p.  3. 

3Ö6)  Gott.  Abb.  34  (1887),  p.  1. 

356)  W.  J,  M.  Eankine,  Edinburgh  Roy.  Soc.  Trans.  20  (1860),  part.  2; 
Phil.  Mag.  (4)  2  (1861),  p.  609. 

867)  Auf  dieser  Grundlage  hat  W.  /.  M,  Bankine,  Phil.  Mag.  (4)  6  (1863),  p.  403 
■■  Mise,  scient.  papers,  London  1881,  p.  166  im  Gegensatz  zu  der  alten  Vibratums- 
ihearie  eine  OsziUationstheorie  des  Lichtes  entwickelt.  Für  die  Anwendung  auf  die 
magnetische  Drehung  der  Polarisationsebene  des  Lichtes  siehe  C.  Neumann,  Die 
magnetische  Drehung  der  Polarisationsebene  des  Lichtes,  Halle  1863  und  TT.  Voigt, 
Ann.  d.  Phys.  28  (1884),  p.  493;  für  diese  Auffassung  überhaupt  Tgl.  die  populäre 
Darstellung  bei  J.  Perry,  Spinning  tops,  London  1890,  deutsch  von  A.  WaUel: 
Drehkreisel,  Leipzig  1904,  sowie  0.  J.  Lodge,  Neueste  Anschauungen  der  Elek- 
trizitilt,  deutsche  Ausgabe,  Leipzig  1896  und  H.  E.  J.  G.  du  Bois^  Ann.  d.  Phys. 
(4)  18  (1904),  p.  289. 
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W.  Thomsons  kinetische  Theorie  der  Materie  ist  hier  zu  nennen;  dieser 
konstruierte  Systeme  durch  Gelenke  verbundener  Gyrostaten,  die  sich 
äusserlich  genommen  wie  elastische  Körper  verhalten,  und  stellte  ähn- 
liche Betrachtungen  für  die  Gh*avitation  an^.  Endlich  werden  in 
der  neuesten  Phase  der  theoretischen  Physik  die  Elementarbestandteile 
der  Materie,  die  Elektronen^  gelegentlich  wieder  als  starre  Korper 
(Kugeln  oder  Ellipsoide)  angesehen. 

A.  Der  einzelne  starre  Körper:  Allgemeine  Theorie. 

Vorbemerkung.  Da  es  leider  in  der  Dynamik  des  starren 
Körpers  keine  allgemein  angenommenen  Bezeidmungen  giebt,  sollen 
die  hier  benutzten  Bezeichnungen  vorweg  übersichtlich  zusammen- 
gestellt werden;  für  die  genauere  Erklärung  werde  auf  die  folgenden 
Nummern  28  und  29  verwiesen. 

1)  Die  im  Baume  festen  rechtwinkligen  Cartesischen  Koordinaten 
heissen  £,  %  iy  die  im  Körper  festen  Koordinaten  Xj  y,  sf]  ihre  An- 
fangspunkte Sl  und  0  brauchen  nicht  zusammenzufallen.  Die  gegen- 
seitigen Richtungscosinus  zeigt  das  folgende  Schema: 


1 

1 

X 

y 

0» 

e 

i\ 

o, 

«» 

1 

\ 

h 

h 

5 

Cl 

Ci 

<•« 

Die  neun  Richtungscosinus  sind  Funktionen  der  di'ei  Eulerschen 
Winkel  d,  ^,  q),  und  zwar  bedeutet  (wenn  die  Anfangspunkte  Sl  und 
0  zusammenfallen): 

d  die  Neigung  der  {;-Axe  gegen  die  jsr-Axe, 

tlf  die  sogenannte  Länge  der  Knotenlinie,  nämlich  den  Winkel,  den 
die   Schnittgerade  der  ^rj-  und  der  xy-lEbene  mit   der  S-Axe  bildet, 

q)  das  Azimut  des  Körpers,  nämlich  den  Winkel,  um  den  man 
die  Kjiotenlinie  drehen  muss,  damit  sie  mit  der  x-Axe  zusammenfällt 

Für  alle  konkreten  Anwendungen  ist  es  unerlässlich,  Ver- 
abredungen über  den  Sinn  dieser  Drehungen  zu  treffen;  in  der 
theoretischen  Mechanik  ist  es  üblich,  den  Sinn  des  Uhrzeigers  zu 
wählen,  und  an  dieser  Gewohnheit  soll  auch  hier  festgehalten  werden; 
die  Astronomen  bevorzugen  den  umgekehrten  Sinn. 


S6S)  Brit   Abb.    Reports   (Montreal  1884),   London  1886,  p.  613;   vgl  aoch 
V  1,  Nr.  26  {A.  Voss)  sowie  V  27  {A. Sommerfeld  und  G.Mie), 
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Mit  den  EulersoheR  Winkeln  sind  die  neun  Richtungscosinus 
durch  die  Qleichungen  verbunden: 

Oj  =  cos  (p  cos  ^  —  sin  y  sin  ^  cos  ^, 
o,  =  —  sin  9  cos  ^  —  cos  q>  sin  tl;  cos  -d", 
a^=       sin^sin-ö-, 

h^  =  cos  q)  sin  tlf  -{-  sin  q)  cos  ^  cos  d^, 
h^  =  —  sin  9  sin  ^  -}"  cos  9  cos  ^  cos  d; 
63  =  —  cos^  sin-ö"; 

C|  =  sin  q)  sin  d, 
c^  =  cos  y  sin  d'y 
Cj  =       cos  O". 

Dreht  sich  der  starre  Körper  um  einen  im  Räume  festen  Punkt, 
80  heisse  dieser  immer  0;  wenn  nicht  ausdrücklich  etwas  anderes 
Terabredet  wird,  sollen  alsdann  die  Aien  der  x,  y,  z  immer  die 
HßMfpUxoien  des  Körpers  fQr  den  Punkt  0  sein. 

2)  Die  Cresam^masse  des  Körpers  sei  m.  Femer  seien  die  Koordi- 
naten seines  Schwerpunktes  S  gleich  ^^  rj^y  g^;  x^^  y^j  Zq,  und  seine 
Hauptträglieitsmomente  in  bezug  auf  0  gleich  A,  B,  C, 

3)  Die  Schraubungsgeschtoindigkeit  des  starren  Körpers  habe  in 
bezug  auf  die  i,  %  %  die  Koordinaten  1,  ^^  g;  ^r,  X;  (>  und  in  bezug 
auf  die  Xy  y,  z  die  Koordinaten  Uj  v,  w^  p,  q,  r.  Sie  setzt  sich  aus 
der  Translationsgeschmndigkeit  t)  und  der  instantanen  Drehgeschwin- 
digkeit to  zusammen. 

4)  Die  Impulsdyname  habe  beziehungsweise  die  Koordinaten 
—17  ^if  ^5  ^;  ^1;  ^1  und  Xj,  Fj,  Zj;  ii,  Jf^,  JV^;  der  Impuls 
setzt  sich  aus   dem  Schiebestoss  @  und  dem  Drehstoss  S)  zusammen. 

5)  Die  Dyname  der  äusseren  Kräfte  habe  beziehungsweise  die 
Koordinaten  Z,  H,  Z;  A,  M,  N  und  X,  F,  Z;  i,  -Äf,  -W;  diese  Dy- 
name setzt  sich  aus  der  resultierenden  Einzelkraft  ^  und  dem  restd- 
tierenden  Drehmomente  3Jl  zusammen. 

27.  Bemerkungen  zur  Statik  des  starren  Körpers.  Da  über 
die  elementare  Statik  des  starren  Körpers  bereits  in  dem  dritten  Ab- 
schnitt des  Artikels  IV  2  (Ä  E.  Timerding)  berichtet  worden  ist, 
sollen  hier  nur  einige  ergänzende  Bemerkungen  hinzugefügt  werden. 

In  der  elementaren  Statik  wird  gelehrt,  wie  man  bei  gegebenen 
Bedingungen  die  Gleichgewichtslagen  des  starren  Körpers  bestimmen 
kann.    Aus  den  Gleichungen,  die  sich  dabei  ergeben,  kann  man  jedoch 
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schon  bei  einfachen  Aufgaben  die  zugehörigen  Reaktionen  nicht  be- 
rechnen. Dies  gilt  zum  Beispiel  bei  dem  Gleichgewicht  eines  mit 
Gewichten  belasteten  yierbeinigen  Tisches  f&r  die  Reaktionen,  die 
zwischen  den  Tischbeinen  und  dem  Fussboden  stattfinden '^).  Früher 
hat  man  sich  öfters  bemüht,  diese  Unbestimmtheit  durch  die  Auf- 
stellung besonderer  Gesetze,  zum  Beispiel  in  der  Gewölbetheorie  durch 
das  sogenannte  Gesetz  des  kleinsten  Widerstandes,  zu  beseitigen, 
ohne  das  Bild  des  starren  Körpers  aufzugeben;  heute  weiss  man, 
dass  alle  solche  Bemühungen,  wenigstens  in  dieser  Form,  yerfehlt 
waren  ^^).  Bei  den  sogenannten  siütisdh  unbestimmten  Problemen  hat 
man  eben  die  Idealisierung  zu  weit  getrieben,  und  die  Lösung 
ergiebt  sich,  wie  schon  L.  Etiler  erkannt  hat,  wenn  das  betrachtete 
System  nicht  als  starr,  sondern  als  elastisch  angesehen  wird,  wenn  man 
also  zum  Beispiel  bei  dem  yierbeinigen  Tische  annimmt,  der  Fuss- 
boden erfahre  Deformationen,  die  den  Drucken  proportional  sind^^). 
Dabei  ist  der  Umstand  yon  besonderer  Wichtigkeit,  dass  die  Glei- 
chungen zwischen  den  Reaktionen,  die  die  Statik  des  starren  Körpers 
liefert,  auch  wenn  man  das  betrachtete  System  als  elastisch  ansieht, 
als  notwendige  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  bestehen  bleiben;  der 
Ausdruck  statisch  unbestimmt  bedeutet  also  nicht  etwa,  dass  man  über 
die  Reaktionen  beim  starren  Körper  gar  nichts  aussagen  kann,  yielmehr 
ist,  wie  es  der  Natur  des  starren  Körpers  entspricht,  die  resultierende 
Einzelkraft  und  das  resultierende  Moment  der  Reaktionen  stets  yoU- 
ständig  bestimmt. 

Dass    man   sich    bei    gewissen    Problemen    aus    der    Statik    des 


3ö9)  Dass  die  Statik  des  starren  Körpers  versagt,  wenn  sich  ein  schwerer 
starrer  Körper  in  mehr  als  drei  Punkten  auf  eine  horizontale  Ebene  stützt,  und 
bei  drei  Punkten,  wenn  diese  in  gerader  Linie  liegen,  hat  wohl  zuerst  J.  d^Älem- 
hert  bemerkt,  Opuscules  math.  8,  Paris  1780,  p.  86—40.  Das  im  Text  angefcLhrte 
Beispiel  des  mit  Grewichten  belasteten  yierbeinigen  Tisches  ist  schon  von  L.  EuUr 
untersucht  worden,  Hindenburgs  Archiv  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  1 
(1795),  p.  74.  Dann  hat  N.  H.  Abd,  J.  f.  Math.  1  (1826)  =  Oeuvres,  2.  ed.  1, 
p.  96,  im  AnschluBS  an  eine  Abhandlung  von  A.  L.  Crtlle^  von  neuem  darauf 
hingewiesen,  dass  die  Aufgabe,  den  Druck  in  den  drei  Stützpunkten  einer  mit 
Gewichten  belasteten  horizontalen  Ebene  zu  finden,  keine  bestinmite  Lösung 
habe,  sobald  die  drei  Stützpunkte  in  eine  Gerade  fallen.  Es  verdiente  genauer 
festgestellt  zu  werden,  wie  sich  die  Lehre  von  den  sogenannten  statisch  un- 
bestimmten Systemen  im  Laufe  des  19.  Jahrhunderts  entwickelt  hat;  eine  oner- 
lässliche  Vorbedingung  dafür  wäre  freilich,  dass  erst  einmal  eine  Geschichte  dtr 
Statik  des  starren  Körpers  im  IS.  JaJirhundert  geschrieben  würde. 

360)  Vgl.  etwa  A.  Föpfi,  Festigkeitslehre,  3.  Aufl.,  Leipzig  1905,  p.  4. 

361)  Vgl.  die  Darstellung  bei  P.  Appell,  M^anique  1,  p.  148,  wo  sich  auch 
noch  andere  Beispiele  finden. 
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starren  Körpers  genötigt  sieht^  die  Elastizitätstheorie  heranzuziehen, 
wird  manchmal  mit  der  Behauptung  begründet,  bei  absolut  festen 
Körpern  könne  von  Reaktionen  überhaupt  nicht  die  Rede  sein;  denn 
die  Begri£fe  starr  und  reagieren  widersprächen  einander.  Hier  liegt 
jedoch  eine  Verwechslung  zwischen  Mechanik  (im  engeren  Sinne  des 
Wortes)  und  Physik  vor.  In  die  Physik  gehört  nämlich  die  Frage, 
wie  die  Reaktionen  eines  festen  Körpers,  den  man  zu  einem  starren 
idealisiert  hat,  tatsächlich  zustande  kommen.  In  der  Mechanik  aber 
liegt  gerade  der  grosse  Fortschritt,  den  wir  cFÄlembert  verdanken, 
darin,  dass  die  aus  den  Verbindungen  hervorgehenden  Reaktionen 
eingeführt  werden,  ohne  dass  nach  ihrer  pliysikulischen  Legitimation 
gefragt  wird. 

E.  Budde  hat  die  Lehre  von  den  Fällen,  in  denen  das  Gleich- 
gewicht eines  starren  Körpers  statisch  unbestimmt  wird,  in  grosser 
Allgemeinheit  behandelt  ^^^).  Zwischen  den  sechs  Lagrangeschen 
Koordinaten  eines  starren  Körpers,  etwa  den  drei  Cartesischen  Ko- 
ordinaten seines  Schwerpunktes  und  den  drei  Eulerschen  Winkeln, 
mögen  n  voneinander  unabhängige  Bedingungsgleichungen  bestehen, 
wo  n  kleiner  als  sechs  ist;  sie  mögen  dadurch  realisiert  werden,  dass 
vorgeschrieben  wird,  n  im  Körper  feste  Flächen  (die  sich  auch  auf 
Punkte  reduzieren  können)  sollen  stets  n  im  Räume  feste  Flächen 
berühren.  Jede  dieser  Bedingungen  liefert  eine  Zwangskraft,  so  dass 
man  3n  Zwangskomponenten  zur  Verfügung  hat.  Als  Bedingungen 
des  Gleichgewichts  (ohne  Reibung)  ergeben  sich  aber  6  -|-  2w  Glei- 
chungen, und  da  in  diesen  die  Werte  der  6  —  n  freien  Koordinaten 
und  der  3n  Zwangskomponenten  als  Unbekannte  anzusehen  sind,  so 
hat  man  ein  statisch  bestimmtes  Problem. 

Jetzt  kann  man  weitere  Bedingungsgleichungen  in  endUcher 
oder  auch  unendlicher  Zahl  hinzufügen,  die,  analytisch  betrachtet, 
bereits  aus  den  7i  ursprünglichen  Bedingungsgleichungen  folgen, 
also  keine  neue  Beschränkung  der  Beweglichkeit  des  Körpers  be- 
deuten, die  aber,  mechanisch  gedeutet,  die  Forderung  enthalten,  dass 
gewisse  neue,  im  starren  Körper  feste  Flächen  stets  gewisse  im 
Räume  feste  Flächen  berühren.  Derartige  Bedingungen  bezeichnet 
Budde  als  tatäologisdie  Kontakte,  Sie  liefern  je  drei  Zwangskom- 
ponenten. Die  Gleichgewichtsbedingungen  ergeben  jedoch  immer  nur 
6  -f-  2n  Gleichungen  zwischen  den  freien  Koordinaten  und  den  Zwangs- 
kräften,  und  man  hat  daher  jetzt  mehr  Unbekannte  als  Gleichungen. 
Aus  diesen  Gleichungen  lassen  sich  stets   die  Gleichungen  herleiten, 

362)  Mechanik  2,  p.  930. 
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die  zwischen  den  6  —  n  freien  Kooidinmien  bestdien  nnd  die  GteiA- 
^nciMdapen  liefern^*'*).  Die  übrigen  3m  Gleiehnngen  swiicheii  dem 
Zwangskomponenten  reichen  zn  deren  ToUstindiger  Beetuunni^  nidil 
mns.  Dm  jedoch  in  dem  Srstem  dieser  3a  ^eichungen  Cnterafsieme 
enthad^n  sein  können,  in  denen  ebensoiide  ünbekumte  wie  GHei- 
chnngen  vorkommen,  so  kann  es  sidi  im  Falle  taotologisdier  Kam- 
takte  ergeben,  dass  ein  Teil  der  Zwangskompoiienten  bestimmte  Werte 
hat;  allein  es  mnß  stets  wenigstens  bei  «nem  Teil  der  Zwmngskompo- 
nenten  Unbestimmtheit  eintreten. 

Auch  bei  Aufgaben  mit  Reibung  wird  durch  taotoIogiKiie  Kon* 
takte  im  aUgemonen  Unbestimmtheit  der  Beaktioiiai  hciTOigei  iifea*^i. 

38.  Votibeieitangen  anr  Kinetik  das  atairen  XSipei& 

In  dieser  Xnmmer  sollen  die  Begriffe  und  Lehintze  aus  der  Geo- 
metrie^ Massengeometrie  und  Kinematik^  die  zum  Aufbau  der  Kinetik 
des  starren  Körpers  erforderlich  sind,  übersichtlich  zuaammengestellt 
werden.  Dabei  wird  sieh  zu^eieh  die  M^üchkeit  ergeben,  diese  Dis- 
ziplinen, über  die  in  den  AiakAiIV2(J3LKTimerdimf\  IT3(XSdboai- 
flies  und  Jf.  GrüHer}  und  TV  4  [G.  Jm^)  getrennt  berichtet  wotden 
ist,  miteinander  in  Verbindung  zu  bringen:  auch  soikn  einige  Ergän- 
zungen hinzugefCLgt  werden. 

3Sa.  Iiage  und  Beweg^dikexc  Die  Lage  eines  Massenpunktes  P^ 
des  starren  Korpers  lässt  sieh  durch  seine  rechtwinkligen  Cartesisdien 
Koordinaten  in  bezug  auf  ein  ün  Räume  festes  System  der  ^  i^.  { 
mit  dem  Anfiingspunkte  i2  bestimmen.  W^in  man  drei  Punkte  des 
starrea  Körpern  durch  ihre  Koordinscen  festlegt,  ergiebt  die  Forderung 
der  Starrheit  drei  Bedingxmgsgleichungen  zwischen  den  neun  Koor- 
dinaten, und  da  för  jeden  weiteren  Punkt  drei  Koordinaten  und  drei 
Bedingungsgieichungen  der  Starrheit  hinzutrefien.  so  hat  ein  starrer 
Körper  höchsteos  -«echs  Grade  der  Freiieiiy  d.  h.  die  Mannig&higkeit 
der  ULic  den  etwa  Torgeschriebenisa  Zwangsbedingungen  Tertras^lidien 
Lagen  ün  Baume,  die  er  einnehmen  kann,  hangt  höchstens  tou  sechs 
unabhängigen  Veränderlichen  oder  Loßjeiotyrdimaien  ab;  X5t  der  Korper 
im  Räume  fr*fi^  hfiCfitßivK  so  sind  es  genau  sechs^  Die  V^nrn'gfifclrig- 
keiten  der  zulHssi^ien  La^en  liefifm  «neu  er^ien  Grnnd  snr  Hinte^nmii 
der  Probleme  der  Scereokinetik. 

3«^:2*  DitfäH  (.Uei^'b^wiciissliitfeiL  kOimen  ia  «itr  >fanni^rffcltigkeit  d«r  S  — » 
fireitn  Koordinaten  'iiiknte  Sttilen  bildtn:  es  gtebc  aber  sock  FlOe.  wo  bm- 
timmmrUche  F*jiiit!n  vga  lirleicagewicholageii  vochandea  ümL  w  diu»  xhun.  bei  «itr 
Bwtinninng  der  GI«icai<ewicbb(Ia^$«ii  eine  gewisse  CndaÜmmt^t  eintretm  kann. 

:{S3'  t^Sfr  üe  Schwitfrjfkeitts  bei  der  Beibon^  vicL  £1  Bndde,  Xeebaaik 
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Einer  jeden  Mannigfaltigkeit  von  zulässigen  Lagen  entspricht  eine 
Schar  von  Bewegungen  des  freien  stairen  Körpers.  Aus  diesen  Scharen 
wird  man  diejenigen  herausheben^  denen  die  jyGruiypeneigenschafl^  zu- 
kommt; das  gilt  zum  Beispiel  für  die  Gesamtheit  aller  Translationen 
und  für  die  Gesamtheit  aUer  Drehungen  um  einen  festen  Punkt. 
C.  Jordan  hat  alle  kontinuierlichen  Gruppen  aufgestellt,  die  sich  aus 
reellen  Bewegungen  des  Raumes  bilden  lassen"^),  und  F,  Klein  em- 
pfiehlt; bei  einem  jeden  Problem  aus  der  Ejnetik  des  gebundenen 
starren  Körpers  zunächst  die  kleinste  Gruppe  von  Bewegungen  zu 
ermitteln,  die  die  zugehörige  Schar  zulässiger  Bewegungen  umfasst, 
und  bei  der  AuiGstellung  der  kinetischen  Gleichungen  jeweils  von 
dieser  Gruppe  auszugehen  ■•^). 

Während  die  grosse  Menge  Ton  Möglichkeiten,  die  bei  den  end- 
lichem Bewegungen  eines  starren  Körpers  vorhanden  sind,  bisher  noch 
keine  systematische  Untersuchung  erfahren  hat,  ist  die  Lehre  von  den 
infinitesimalen  oder,  wie  man  hier  zu  sagen  pflegt,  den  elementaren  Be- 
wegungen zu  einem  gewissen  Abschlüsse  gelangt,  wenigstens  soweit  die 
linearen  Glieder  ausschlaggebend  sind.  Bei  dieser  wesentlichen  Beschrän- 
kung bildet  die  Gesamtheit  der  mit  den  Bedingungen  verträglichen  in- 
finitesimalen Bew^ungen,  die  ein  starrer  Körper  von  einer  gegebenen 
Lage  aus  vollf&hren  kann,  im  Sinne  von  R,  St,  Ball  ein  lineares  Schrauben- 
system erster  bis  sechster  Stufe  ^*);  die  von  Ball  begonnene  Diskussion 
der  linearen  Schraubensysteme  ist  neuerdings  von  E.  Study  vollständig 
erledigt  worden •^^.  F.  Klein  hatte  eine  Ausgestaltung  dieser  geo- 
metrischen Untersuchung  nach  der  mechanischen  Seite  hin  angeregt^, 
indem  er  auf  den  Mechanismus  hinwies,  durch  den  W.  Thotnson  und 
P.  6r.  Tait  die  elementaren  Bewegungen  eines  starren  Körpers  mit 
fünf  Graden  der  Freiheit  realisiert  haben'**),  und  aufforderte,  ähn- 
liche Konstruktionen  für  die  anderen  Fälle  anzugeben.  In  der  Tat  hat 
Ä,  GrlnwcAd  bald  darauf  einfache  Mechanismen  konstruiert,  mittels  deren 


364)  Ann.  di  mat.  (2)  2  (1S68),  p.  168,  320;  vgl.  E,  Study,  Math.  Ann.  39 
(1891),  p.  486  und  S.  Lie,  Theorie  der  Transfoimatiousgruppen  3,  Leipzig  1893, 
p.  885. 

366)  Zeitschr.  Math.  Phys.  47  (1902),  p.  265. 

366)  Eine  zusammenfassende  Darstelliing  seiner  Untersuchungen  hat  R.St  Ball 
in  dem  Werke:  Theory  of  screws,  Cambridge  1900,  gegeben;  vgl.  im  übrigen 
IV  2,  Abschnitt  U  {E,  H.  Timerding). 

367)  Geometrie  der  Dynamen,  Leipzig  1903  (die  erste  Lieferung,  auf  die  et 
hier  ankommt^  war  schon  1901  erschienen);  vgl.  für  die  linearen  Schraubensysteme 
auch  A.  Grünicald,  Zeitschr.  Math.  Phys.  48  (1902),  p.  48;   49,  (1903),  p.  211. 

368)  Zeitschr.  Math.  Phys.  47  (1902),  p.  253. 

369)  Treatise,  2.  ed.  1,  p.  155. 
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man  die  linearen  infinitesimalen  Bew^pmgen  ftir  alle  Freiheitsgrade 
erhält;  es  sind  für  den  Grad  1:  Schraubenmutter  und  Schieber/  für  den 
Orad  2:  Schraubenzwilling;  Schraubenschieber  und  Doppelschieber^  fQr 
den  Grad  3:  Schraubendrilling,  flacher  Drilling  und  Schraubenzwillings- 
schieber^  für  den  Grad  4:  Muff  am  Stift^  Ereuzdoppelschieber  und 
Muffdoppelschieber,  für  den  Grad  5:  Mutter  am  Doppelstift  und  Prisma 
am  Doppelstift »'^). 

H.  Hertz  hat  die  Aufmerksamkeit  darauf  gelenkt,  dass  der  Grad 
der  Beweglichkeit  im  Unendlichkleinen  mit  dem  Grade  der  Beweglich- 
keit im  Endlichen  nicht  notwendig  übereinstimmt'^^).  Die  Überein- 
stimmung findet  statt,  wenn  sich  die  Zwangsbedingungen  durch  endliche 
Gleichungen  zwischen  den  Lagekoordinaten  des  Körpers  ausdrücken 
lassen  (holonome  Systeme).  Wenn  jedoch,  wie  beim  Rollen  eines 
starren  Körpers  auf  einer  Unterlage  (siehe  Nr.  31  und  38  dieses  Ar- 
tikels) die  Bedingungen  in  der  Form  nichtintegrabler  linearer  Glei- 
chungen zwischen  den  Differentialen  der  Lagekoordinaten  erscheinen 
(nichiJiolotiome  Systeme^  wird  durch  die  Beschrankung  im  Infinitesi- 
malen keine  Verminderung  der  Grade  der  Freiheit  im  Endlichen 
bewirkt;  durch  den  Zwang  wird  dann  nur  die  Art  der  Überfuhrung 
des  Körpers  von  einer  zulässigen  Lage  in  eine  andere  beschränkt^ 
TgL  Nr.  16  dieses  Artikels.  In  der  Unterscheidung  zwischen  holonomen 
und  nichtholonomen  Problemen  liegt  ein  zweiter  Einteüungsgrund  für 
die  Probleme  der  Stereokinetik. 

Es  wäre  unzweckmässig,  als  Lagekoordinaten  eines  frei  beweglichen 
staiTen  Körpers  sechs  unabhängige  Koordinaten  aus  den  neun  Koordi- 
naten der  vorher  erwähnten  drei  Punkte  zu  nehmen.  Bei  den  Pro- 
blemen der  elementaren  Kinetik  pflegt  man  vielmehr  in  dem  Körper 
zunächst  einen  Bezugspunkt  0  zu  wählen,  dessen  Koordinaten  nach  den 
Axen  der  |,  rj,  g  mit  |*,  tj*,  g*  bezeichnet  werden  mögen.  Kennt  man 
die  Bewegung  des  Bezugspunktes,  so  bleibt  es  übrig,  die  Lage  des 
Körpers  gegen  ein  Koordinatensystem  der  l^,  rj^,  g^  zu  bestimmen, 
dessen  Anfangspunkt  der  Punkt  0  ist,  und  dessen  Axen  den  Axeu  der 
i}  Vf  S  parallel  laufen.  Zu  diesem  Zwecke  betrachtet  man  ein  im 
Körper  festes  System  der  Xj  y,  z  mit  dem  Anfangspunkte  0  und  be- 
stimmt seine  Lage  gegen  die  Axen  der  ^,  rj,  g  durch  die  sogenannten 
Eulerschen  Winkel  -d",  ^,  9;  vgl.  die  Vorbemerkung  zu  diesem  Abschnitt. 
i.  Euler j  der  dieses  Verfahren  in  einer  Abhandlung  aus  dem  Jahre  1 758 
angegeben  hat^'*),  war  übrigens  zu  den  Winkeln,  die  die  gegenseitige 

370)  ZeitBchr.  Math.  Phys.  62  (1906),  p.  229. 

371)  Mechanik,  Leipzig  1894. 

372)  Berlin  M^m.  Ann^e  1758  (1766),  p.  154, 
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Lage  zweier  rechtwinkliger  KoordiDatensysteme  mit  demselben  An- 
fangspunkte festlegen,  schon  1748  bei  der  Lehre  von  der  Koordinaten- 
transformation  im  Baome  gelangt*^*). 

Die  ftilencben  Winkel  lassen  sich  sehr 
einfach  durch  die  sogenannte  Cardonisciie 
Aufhängung  Teranschaolichen'^*),  vermittels 
deren  sich  ein  starrer  Körper  um  einen 
festen  Ponki  beliebig  drehen  kann'"). 

Als  Lagekoordinaten  des  &ei  beweg- 
lichen starren  Körpers  erscheinen  bei  dem 
soeben  entwickelten  Verfahren  die  drei  Koor- 
dinaten des  Bezugspunktes  |*  i}*,  t*  und 
die  drei  fuJerschen  Winkel  #,  ^,  <p;  sind 
Zwangsbedingungen  Torhanden,  so  hat  man 
diese  durch  Gleichungen  zwischen  den  Ver- 
änderlichen allein  oder  zwischen  den  Ver- 
änderlichen und  deren  Differentialen  aus- 
zudrücken. 

Statt  der  drei  Eulerechen  Winkel  hat 
J.  L.  Lagrange  1773  die  nenn  Richtunga- 
cosinus  der  beiden  Koordinatenkreuze  a^, . . ., 
Cf  eingefßhrt*").  Li  der  dementaren  Kinetik  \ 
des  starren  Körpers  wird  man  bei  der  Ver- 
anschaulichung des  Bewegungarerlaufes  mit 
Vorteil  die  Eulerechen  Winkel  beibehalten; 
dagegen  ist  es  nützlich,  die  in  der  Vor- 

iemerhtng  zu  diesem  Abschnitt  angegebenen  Gleichungen  zwischen  den 
RichtnngscosinuB  und  den  Eulerschen  Winkeln  zu  kennen. 

Statt  des  im  Körper  festen  Koordinatensystems  der  x,  y,  g  führt 
man  auch  gel^entlich  Koordinatensysteme  ein,  die  gegen  den  Körper 


Fig  4. 


STS)  Introdnctio  in  anklysin  iii£ait«ram ,  Lansanne  ITiS,  Appendix,  cap.  1: 
De  immatatione  coordiDatarnm ;  die  Eukrachea  Winkel  ergeben  ncta,  indem  das 
System  der  £,,  ij,,  f,  in  das  System  der  x,  y,  z  dmch  drei  anf  einander  folgende 
Drehungen  um  eine  Äxe  fibergeführt  wird. 

374)  Vgl.  H.  V.  HelmMtt,  Dynamik,  p.  331. 

875)  H.  Cardanus,  De  mbtilitat«,  Nflmberg  1650,  über  17,  beieichnet  die 
Aufhängmig  aU  eine  alte  Erfindiuig.  Nach  M.  Berthelot,  Paria  C.  B.  111  (1890), 
p.  986,  ist  Bis  BchoQ  im  IS.  Jahrhundert  nachzuweisen;  Tgl.  auch  M.  Cantor,  Tor- 
lenmgen  aber  Qeachichte  der  Mathematik  S,  9.  Aufl.,  Leipzig  1900,  p.  616, 

87B)  Berlin  Noqt.  Mita.  annäe  I77S  —  Oenvrea  S,  p.  679;  Tgl.  auch  L.  Euler, 
Petenbnrg  Not.  Comntent.  80  ad  ann.  17T6  (1776),  p.  1S9  —  Tfaeoria  motui,  deutsche 
Übaraetinng  von  J.  F9i.  Wolfera,  p.  667. 
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eine  hekannie  Bewegung  haben,  zum  Beispiel  sich  um  eine  im  Eoiper 
feste  Axe  mit  konstanter  Winkelgeschwindigkeit  drehen;  ygL  Nr.  30 
und  38.  An  die  Stelle  der  Eulerschen  Winkel  treten  dann  andere 
Grossen,  die  die  Lage  des  beweglichen  Koordinatensystems  gegen  das 
im  Räume  feste  System  der  |,  %  i  festlegen. 

28  b.  Massenverteilnng«  Zu  den  geometrischen  Begriffen  tritt 
jetzt  der  Begriff  der  Masse  hinzu;  vgl.  IV  4,  Nr.  1,  2,  21  (ö.  Jung). 
Befindet  sich  im  Punkte  P^  das  Massenelement  dm^j  so  liefert  das 
über  den  Körper  zu  erstreckende  Integral 

fdm, 

die  Gesamtmasse  m  des  Körpers '^^.  Die  Momente  erster  Ordnung 
in  Bezug  auf  den  Punkt  0: 

fia^^a,      fVa^^aJ      ßa^^a 

verschwinden  fQr  den  Massenmütdpunkt  oder  Schwerpunkt  S  des 
Körpers«'»).  Bildet  man  die  Momente  zweiter  Ordnung  in  Bezug 
auf  0: 

f(yJ+^J)dfn^=A    f{^.'+xJ)dm,=  B,    fixJ+yJ)dm,~G, 

so  ist  das  Trägheitsmoment  K  des  Körpers  in  bezug  auf  eine  beliebige 
durch  0  gehende  Axe  gleich  dem  reziproken  Quadrat  des  auf  der 
Axe  liegenden  Halbmessers  des  Cauchyschen  EUipsoides: 

(1)        Ax^-{-  By^  +  Cz^  —  2Byz  -  2Eex  —  2Fxy  =  1.»'») 

377)  Das  Zeichen  m  ist  gewählt  worden,  weil  M  bereits  eine  Komponente 
des  resultierenden  Drehmomentes  2St  der  äußeren  Kräfte  bedeutet.  Bei  manchen 
Autoren  ist  dieser  Umstand  übersehen  worden,  und  es  finden  sich  alsdann  Glei- 
chungen, wie 

M  =  —  Mgl  sin  9"  sin  (p 

(Ä,  G,  Wehster^  Dynamics,  p.  276,  Ol.  66),  in  denen  derselbe  Buchstabe  auf  der 
linken  und  auf  der  rechten  Seite  zwei  ganz  verschiedene  Bedeutungen  hat. 

878)  Die  französischen  Autoren  sagen  häufig  centre  d'inertie;  oentrmn  inertiae 
scheint  von  S.  König ^  Nova  Act.  Erudit.  Lips.  1788,  p.  34,  eingeführt  worden  m 
sein,  der  sich  für  den  Ausdruck  inertia  auf  J.  Kepler  und  Chr,  Wolf  beruft;  auch 
L.  Euler  gebraucht  in  seiner  grundlegenden  Abhandlung  Berlin  M^ol  ann^ 
1758  (1765),  p.  184,  die  Bezeichnungen  centre  d'inertie  und  centre  de  moste.  Eng- 
lische  Autoren  sagen  centre  of  m(t88  oder  auch  centroid, 

.  879)  Exercices  de  math.  2.  ann^  Paris  1827  «  Oeuvres  (2)  1,  p.  127;  wie  es 
scheint,  ist  L.  Poinsot  unabhängig  von  Cauchy  ebenfalls  zu  diesem  EUipsoid  ge- 
langt, siehe  Theorie  nouvelle  de  la  rotation  des  corps,  Paris  1884  »  J.  de  math» 
(1)  16  (1861),  p.  68. 
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Bei  dem  einzelnen  starren  Körper  ist  es  vorteilhaft,  als  Axen  der 
Xj  y,  B  drei  auf  einander  senkrechte  Sauptaxen  des  Ellipsoids  zu  nehmen, 
sodass  die  ^  ^,  0  die  BaupUrägheiismomente  für  0  werden,  während 
die  D,  Ey  F  verschwinden;  wenn  dagegen  der  Körper  als  Glied  eines 
Systemes  auftritt,  so  ist  diese  Wahl  im  Allgemeinen  nicht  zweck- 
mäßig. Nach  dem  Vorgänge  von  X.  Efder^  setzt  man  häufig 
JST  =>»/?*;  Z?  wird  als  GyraiionsradiuSy  Trägheitsradius  oder  auch, 
nach  i.  Poinsoty  als  Trägheitsami  bezeichnet*®^). 

Im  folgenden  sollen  die  Ausartungen  der  Massenverteilung  aus- 
geschlossen werden,  bei  denen  eines  oder  mehrere  der  Hauptträgheits- 
momente verschwinden;  Körper  dieser  Art  sind  etwa  eine  unendlich 
dünne  Scheibe  oder  ein  unendlich  dünner  Stab.  In  diesen  Grenz- 
fäUen,  die  für  die  Elastizitätstheorie  von  Bedeutung  sind,  lässt  sich 
das  stereodynamische  Problem  leicht  durch  ein  äquivalentes  Problem 
der  Punktdynamik  ersetzen. '*^) 

Die  Grössenbeziehungen  zwischen  den  Hauptträgheitsmomenten 
liefern  einen  dritten  Einteilungsgrund  für  die  Probleme  der  Kinetik 
des  starren  Körpers,  der  besonders  bei  der  Bewegung  um  einen  festen 
Punkt  zur  Geltung  gelangt.  Abweichend  von  dem  Sprachgebrauche 
des  täglichen  Lebens  bezeichnet  man  in  der  Dynamik  einen  solchen 
Körper  als  einen  Kreisel^^)\  um  Verwechslungen  zu  verhüten,  soll 
im  Gegensatze  hierzu  der  auf  horizontaler  Ebene  spielende,  unten  in 
eine  Spitze  auslaufende  Rotationskörper  ein  Spielhreisd  genannt  werden. 

Nach  den  Grössenbeziehungen  zwischen  den  Haupttnlgheits- 
momenten  Ä^  B,  C  m  bezug  auf  den  festen  Punkt  0  unterscheidet 
man  drei  Arten  von  Kreiseln. 

Ist  Ä  =  B=Cy  so  hat  man  einen  Kugelkreisd ^•)  vor  sich.  Man 
sagt  dann  auch,  der  Körper  besitze  kinetische  Symmetrie  in  bezug  auf 
den  Punkt  0*®*).  Körper  dieser  Art  sind,  in  bezug  auf  ihren  Mittel- 
punkt, die  homogene  Kugel  und  die  homogenen  regulären  Korper. 
Mit  ihnen  sind  jedoch  die  Fälle  der  kinetischen  Symmetrie  noch  nicht 
erschöpft.  Bei  der  Untersuchung  der  Frage,  ob  ein  gegebener  Körper 
Pimkte  besitzt,  in  bezug  auf  die  die  Gleichung  -4  =  JB=  C  gilt,  kommt 


380)  Theoria  motus,  cap.  6. 

881)  Th^rie  nouvelle,  Paris  1834  =  J.  de  math.  (1)  16  (1861),  p.  73. 

382)  Vgl.  etwa  P.  Stäckel,  J.  f  Math.  107  (1890),  p.  343. 

383)  Der  Sache  nach  tritt  der  Eogelkreisel  schon  bei  L,  Euler  auf,  der 
ihm  die  Kapitel  11  nnd  14  der  Theoria  motas  gewidmet  hat;  der  Name  aber 
scheint  zuerst  Ton  F.  Klein  nnd  A,  Sommerfeld,  Theorie  des  Kreisels,  p.  234,. 
eingeführt  worden  ku  sein. 

384)  W.  Thomson  nnd  P.  G.  Tau,  Handbuch  1,  p.  223. 
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es  auf  die  Hauptiragheitsmomente  f&r  den  Schwerpimkt  an.  Sind 
diese  ungleich,  so  giebt  es  überhaupt  keinen  solchen  Pnnki.  Sind  alle 
drei  einander  gleich ,  so  ist  der  Schwerpunkt  der  einzige  Punkt  der 
yerlangten  Arf^).  Sind  aber  nur  zwei  einander  gleich,  so  giebt  es 
solche  Punkte  dann  und  nur  dann,  wenn  das  ungleiche  Moment  grosser 
ist  als  die  beiden  gleichen,  wie  das  z.  B.  bei  dem  homc^enen  ab- 
geplatteten Rotationsellipsoid  zutrifft,  und  zwar  erhält  man  zwei 
Punkte,  die  auf  der  Axe  des  grosseren  Moments  in  gleicher  Entfernung 
zu  beiden  Seiten  des  Schwerpunkts  liegen^. 

Sind  nur  zwei  der  Haupttragheitsmomente  für  0  einander  gleich, 
also  etwa  Ä  =  By  so  heisst  der  Kreisel  ein  symmelrisAer  J&mfl; 
ist  A  grösser  als  (7,  so  hat  man  einen  verlängerten,  ist  Ä  kleiner 
ab  C,  einen  abgeplaUeten  Kreisel  Die  Axe  des  Moments  C  wird 
die  Fiffurenaxe  des  symmetrischen  Kreisels  genannt,  die  darauf  senk- 
rechte Ebene,  in  der  der  Büschel  der  Axen  gleichen  Momoits  liegt, 
die  Äquatarebene^.  Man  sagt  auch,  dass  der  Kreiselkorper  kmetisAe 
Symmetrie  in  heeug  auf  die  Figurenaxe  besitze.  Korper  dieser  Art 
sind  alle  homogenen  Rotationskörper  in  bezug  auf  die  Rotationsaxe 
und  für  jeden  Punkt  dieser  Axe.  Bei  einem  beliebigen  starren  Körper 
sind  die  geometrischen  Orte  der  Punkte,  in  denen  zwei  der  Haupt- 
tragheitsmomente einander  gleich  werden,  nach  J.  Binet^'^  je  eine 
EUipse  und  eine  Hyperbel,  die  demselben  konfokalen  Systeme  an- 
gehören. 

F.  Klein  und  A.  Sommerfdd  gebrauchen  den  Ausdruck  symmetri- 
Seher  Kreisel  in  dem  engeren  Sinne,  dass  auch  noch  der  SducerptmU 
auf  der  Figurenaxe  liegen  soU^]  in  dieser  Bedeutung  soll  in  Nr.  35 
dieses  ArtikeLs  yon  symmetrischen  Kreiseln  geredet  werden. 

Sind  endlich  die  Haupttragheitsmomente  alle  Ton  einander  rer- 
schieden,  so  hat  man  es  mit  einem  unsffmmeirisehen  Kreisd  zu  tun. 
Spricht  man  aber  Sätze   aus,   die  gelten,   gleichgültig,   wie   sich  die 


385  Die  Gestmlt  solcher  Körper  untemichteii  /.  d'Alembert^  Opnsc  nuith.  4, 
PariB  1768,  p.  20;  6,  Paris  1768,  p.  601;  P.  &  Laplaee^  FwnB  Mem.  mnnie  1783 
(1786),  p.  17;  A.  Jf.  Legenäre,  Paris  U&ai.  mnnee  1789  (179S),  p.  372;  B.  Mofr, 
Diss.  München  1901,  Zeitschr.  Math.  Phys.  47  (1902\  p.  479. 

380  S.D.Poision,  Mecaniqne,  1.  ^.,  Paris  1811,  p.  496;  /.  Binet,  J.  de 
r^  poWt.  cah.  16  1,1813},  p.  41  (In  1811);  JL  Poinwi,  Th^rie  nonrelle,  Paris 
1834  »  J.  de  math.  (1)  16  (1861),  p.  71. 

387)  S,  D.  Pnaonj  M^caniqne  2,  2.  4d.,  P^ris  1833,  p.  163. 

388)  Theorie  des  Kreisels,  p.  1;  \gL  auch  Anmerkung  346^.  Ein  Betspiel 
für  einen  symmetrischen  Kreisel  im  weiteren  Sinne  des  Wortes  ist  der  Kmem- 
lewMsdte  KrHsei,  bei  dem  der  Schwerpunkt  in  der  Äqnatorebene  outterMb 
der  Fignrenachse  liegt;   Tgl.  Kr.  M  dieses  Artikda. 
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Ghrossenbeziehiiiigen  der  Haupttragheitsmomente  gestalten,  so  wird  der 
Kreisel  als  aügemeiner  Kreisd  bezeichnet. 

28  c  Gtosohwindigkeitsanstand.  1)  Za  den  Lagekoordinaten  und 
der  Massenverteilnng  treten  jetzt  die  Begriffe  hinzu,  die  sich  auf  den 
Verlauf  der  Bewegung  in  der  Zeit  beziehen,  und  zwar  handelt  es  sich 
hier  zunächst  um  die  Bestimmung  der  Geschwindigkeit  t>^,  mit  der  sich 
ein  beliebiger  Punkt  ^J^^y  Vaf  O  ^^  Körpers  zur  Zeit  t  bewegt.  Zu 
diesem  Zwecke  genügt  es,  die  vektoriell  aufgefasste  Geschwindigkeit  t) 
des  Bezugspunktes  0  und  die  vektoriell  aufgefasste  instantane  Drehungs- 
geschwindigkeit Xo^^  des  Körpers  um  diesen  Punkt  zu  kennen. 

Werden  die  Komponenten  jener  vektoriell  aufgefassten  Geschwin- 
digkeiten t>  und  tu  nach  den  Axen  der  x,  y,  z  mit  ti,  r,  w  und  |>,  9,  r 
beseichnet^  so  sind  die  Komponenten  der  Geschwindigkeit  des  Punktes  P^ 
nach  denselben  Axen: 

(2)  t«a  =  u  +  g^„  — ry„,    v„  =  v  +  rx^—pz„,   w^  =  w +py^  —  qx^', 

vgl  IV  2,  Nr.  11  {KE,  Timerding).  Wird  noch  der  Vektor  0P^=  r^ 
eingeführt,  so  erscheint  der  Geschwindigkeitsvektor  t)^  als  die  Summe 
der  Vektoren  \>  und  [torj,  wo  die  eckige  Klammer  das  vektorielle 
Produkt  bezeichnet. 

Verlegt  man  den  Bezugspunkt  nach  einer  anderen  Stelle  0'  des 
Korpers,  so  bleibt  der  Drehvektor  Xo  ung^ndert,  während  der  Vektor 
der  TransUUionsgeschtaindigkeit  übergeht  in 

(3)  ö'=t)  +  [tto]; 

hierin  soll  Q  den  Vektor  0  O  bedeuten.  Bei  geeigneter  Wahl  von  0' 
fällt  der  Vektor  \i  in  die  Axe  des  Vektors  tu,  und  man  erhält  so 
die  Axe  der  imendlich  kleinen  Schraubung,  die  der  Körper  im  Zeit- 
elemente dt  vollführt. 

Da  durch  die  Grössen  i?,  9,  r;  u,  v,  w  der  Geschwindigkeitssfustand 
des  Körpers  vollständig  bestimmt  ist,  werden  sie  auch  als  seine  G-e- 
schtoindigkeitskoordinaten  bezeichnet.     Das  System   der   sechs  Grössen 


889)  Die  Darstellung  der  instantanen  Diehgeschwindigkeit  durch  einen  Vektor 
verdankt  man  L,  Poinsot,  Theorie  nouveUe,  Paris  1834  s=  J.  de  math.  (1)  16 
(1861),  p.  13.  Neben  dem  Vektor  to  gebraucht  man  häufig  die  instantane  Winkel- 
geschwindigkeit €0  der  Drehung  um  die  Axe,  in  der  dieser  Vektor  liegt.  Dem 
Setrage  nach  stimmt  ca  mit  dem  Betrage  (der  Länge)  des  Vektors  tD ,  also  mit  '  to  | 
überein,  0  ist  jedoch  je  nach  dem  Sinn  der  Drehung  positiv  oder  negativ  zu 
nehmen.  Es  wäre  vielleicht  zweckmässig,  solche  Skalare  wie  a>,  bei  denen  in 
der  Axe  des  Vektors  ein  Sinn  gegeben  ist,  zum  Unterschiede  von  den  stets 
positiven  Beträgen  der  betreffenden  Vektoren  als  Intensitäten  zu  bezeichnen; 
jedenfalls  ist  es  erforderlich,  die  drei  Begriffe  to,  |tp|  und  a>  genau  aus  einander 
zu  halten. 

Xnojklop.  d.  nuth.  WUMntch.    lY  1,  x.  37 
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P;  S;  r;  u,  V,  w  soll  die  Schraubungsgeschwindigkeit  des  Körpers  heissen. 
In  der  Bezeichnung  von  B.  St  JBaU^  wird  durch  die  Verhältnisse 
der  Pt  q,  r;  u,  v,  w  eine  Schraube  (screw)  festgelegt.  Zu  einer  solchen 
Bauschen  Schraube  gehören  unendlich  yiele  Schraubungen  (hotsts  on  a 
screw),  die  sich  von  einander  durch  ihre  Intensität  unterscheiden  und 
auch  yerschiedenen  Sinn  (Rechts-  oder  Linksschraubung)  haben 
können.  Die  Axe  der  infinitesimalen  Schraubung  pdty  qdtj  rdt\ 
udty  vdty  wdt  im  Zeitelemente  dt  hat  die  Linienkoordinaten 

p:q:r  :  {u  —  kp)  :  (t;  —  kq)  :  (w  —  kr), 

wo  der  Parameter  (püch): 

,  _ pu+jvj\-_rw 

p'  +  q'  +  r' 
ist;   die  Winkelgeschwindigkeit  o  der  Drehung  um  die  Axe  ist  gleich 
Vp^  +  2*  +  ^*  ^i^d  ^^  Translationsgeschwindigkeit  ö*  längs  der  Aie 
der  Grösse  nach  gleich  k(o. 

Betrachtet  man  im  besonderen  die  drei  Punkte^  die  auf  den  Axen 
der  iif  rjif  ii  in  der  Entfernung  Eins  liegen  ^  die  also  im  Systeme 
der  Xf  jfy  B  der  Reihe  nach  die  Koordinaten: 


«1, 

<h, 

«« 

K 

&„ 

h 

Cl, 

c», 

c. 

habeu;  und  drückt  aus^  dass  die  absoluten  Geschwindigkeiten  dieser 
Punkte  gleich  Null  sind^  so  ergeben  sich  für  die  neun  Richtimgscosinus 
die  oft  benutzten  neun  Differentialgleichungen'*^): 

Werden  hierin  für  die  Richtungscosinus  ihre  Ausdrücke  mittels  der 
J^ttZerschen  Winkel  eingesetzt,  so  erhält  man  für  die  Komponenten 
P}  iy  ^  ^^r  Winkelgeschwindigkeit  tu  nach  den  Axen  der  x,  y,  0  die 
sogenannten  kinematischen  Gleichungen: 

2?  =  1^  sin  ^  sin  9>  +  ^  cos  9, 

^  =  ^  sin  ^  cos  ff  —  d"  sin  (p, 
r  =  ^  cos^  +  9; 


(5) 


390)  Vgl.  die  znaammenfassende  Darstellimg  dei  Untersnchimgen  J^oIZi: 
Theory  of  BcrewB,  Cambridge  1900. 

391)  S,  B,  Poisson,  Mäcanique  2,  1.  ed.,  Paris  1811,  p.  185.  Die  Herleitang 
ist  hier  rein  rechnerisch.  Die  im  Texte  gegebene  kinematische  Herleitang  scheint 
von  P.  Saint'Guilhem,  J.  de  math.  (1)  16  (1851),  p.  864  herzurühren;  sie  findet 
sich  aach  zum  Beispiel  bei  P.  Appell,  M^canique  2,  p.  200  und  A.  G,  WebsUr, 
Dynamics,  p.  248. 
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man  kann  diese  Gleichungen  auch  leicht  unmittelbar  durch  geome- 
trische Überlegungen  ableiten'^'). 

Für  die  Komponenten  x^  Xy  q  von  tt)  nach  den  Axen  der  |^  17,  ^ 
erhalt  man  aus  (5)  die  Werte: 

3r=       98in^sin^4"'^  cos  iff, 


(5*) 


X  =  —  9  sin  «9*  cos  ^  -j"  ^  sin  ^, 


X  =—9 

\Q  =       q>  cos  «ö-  +  ^• 

2)  Ist  der  Geschwindigkeitszustand  des  Körpers  durch  die  Ge- 
schwindigkeitskoordinaten p,  q,  r]  Uy  Vj  w  als  Funktion  der  Zeit  ge- 
geben, so  hat  man^  um  seine  Lage  zu  ermitteln  ^  zunächst  aus  den 
kinematischen  Gleichungen  die  Eulerschen  Winkel  zu  bestimmen. 
Nach  Q.  Da/rbcux  geht  man  jedoch  hierfür  besser  zu  den  Gleichungen  (4) 
zurück,  die  zeigen,  dass  alles  auf  die  Integration  der  drei  simultanen 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung 

dqPi  dqp,  dop. 

^  =  9>,r  —  q>^q,     -^  =  (p^  —  tp^r,     -^  =  q>^q—  tp^ 

ankommt.     Diese  besitzen  immer  das  Integral 

9?i*  -j-  fp^  +  9?3*  =  const. 

Da  in  dem  vorliegenden  Falle  die  Konstante  den  Wert  Eins  haben 
muss,  setze  man  . 

^^        X  —  y  ^     ^*  X  —  y  ^     ^*        X  —  y' 

Alsdann  sind  x  und  y  Integrale  der  Biccatischen  Differentialgleichung 

diese  lasst  sich  durch  Quadraturen  integrieren,  sobald  ein  partikuläres 
Integral  von  ihr  bekannt  ist'**). 

Kennt  man  die  Eulerschen  Winkel  als  Funktionen  der  Zeit,  so 
ergeben  sich  die  Koordinaten  |*,  rj*,  g*  des  Bezugspunktes  0  durch 
Quadraturen  aus  den  Gleichungen: 


(6) 


892)  L.  Etiler^  Berlin  M^m.  ann^e  1760  (1767),  p.  206;   vgl.  auch  P.  AppeU^ 
M^canique  2,  p.  144. 

393)  Le9on8  Bur  la  throne  g^n^ale  des  Biirfaces  1^  livre  1,  Paris  18S7. 

37* 
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Dieser  analytischen  Behandlung  tritt  die  synthetische  zur  Seite; 
vgl  IV  3,  Nr.  16—17  (A  ScJwenflies  und  M.  Grübler).  Nach  A.  L. 
Cauchy^  betrachtet  man  hierbei  die  Gesamtheit  der  Azen,  die  zu 
den  instantanen  Schraubungen  des  Körpers  gehören.  Diese  bilden, 
allgemein  gesprochen,  im  Räume  und  im  Körper  zwei  windschiefe 
Begelflächen,  die  Äxenflächen,  die  sich  in  jedem  Augenblicke  be- 
rühren und  dabei  eine  erzeugende  Gerade,  nämlich  die  betreffende 
Schraubungsaxe,  gemeinsam  haben.  Während  der  Bewegung  des  Kör- 
pers wickeln  sie  sich  gleitend  und  rollend  in  der  Weise  auf  einander 
ab,  dass  die  Gleitung  immer  längs  der  gemeinsamen  erzeugenden  Geraden 
erfolgt;  diese  Bewegungsart  wird  auch  eine  Schratung  genannt*^). 

Sehr  einfach  gestaltet  sich  dieses  Bild,  wenn  der  Körper  ein 
Kreisd  ist.  Die  Axenflächen  sind  alsdann  zwei  Kegd,  deren  gemein- 
samer Scheitel  in  dem  festen  Punkte  0  des  Körpers  liegt  Der  eine 
Kegel  geht  durch  die  Kurve  hindurch,  die  der  Endpunkt  P  des  Ton  O 
aus  abgetragenen  Vektors  U)  der  Drehgeschwindigkeit  im  Körper,  oder, 
nach  L.  Poinsoty  der  I}rehpol  P  beschreibt,  und  die  Polweg  oder 
Poüwdie  genannt  wird;  der  andere  Kegel  geht  durch  die  Kurre, 
die  der  Drehpol  P  im  Räume  beschreibt  und  die  Berpothodie  heisst. 
Diese  beiden  Kurven  und  ebenso  die  beiden  Kegel  rollen  während  der 
Bew^ung  auf  einander  ab^*). 

Ebenso  wie  man  in  der  Kinetik  des  materiellen  Punktes  berüh- 
rende und  oskulierende  Bewegungen  betrachtet,  wird  man  auch  in 
der  Kinetik  des  starren  Körpers  vorgehen.  Die  berührende  Bewegung 
ist  beim  Kreisel  die  gleichförmige  Drehung  um  die  instantane  Axe  mit 
der  Winkelgeschwindigkeit  o,  als  oskulierende  Bewegung  aber  ergiebt 
sich  das  Abrollen  von  zwei  Kreiskegdn,  Krümmungskegeln ,  um  die 
sich  die  Polhodie  und  Herpolhodie  in  immer  weiter  bezw.  immer  enger 
werdenden  Windungen  herumziehen.  Wenn  man  jedoch  darauf  verzichtet, 
die  Grösse  der  vektoriellen  Drehgeschwindigkeit  Xo  wiederzugeben,  und 
nur  ein  Bild  von  ihrer  Richtung  zu  haben  wünscht,  kommt  man  mit 
zwei  ICreiskegeln  aus,  die  sich  in  gleichförmiger  Drehung  auf  einander 
abwickeln.  Man  hat  in  diesem  Falle  die  Bewegung  der  regulären  Prä- 
zessiony  die  schon  in  der  Astronomie  der  Griechen  eine  Rolle  spielt 
Diese  lässt  sich  auch  so  beschreiben,  dass,  bei  geeigneter  Wahl  der  Koor- 
dinaten, die  jer-Axe  um  die  i;-Axe  mit  der  gleichförmigen  Präzessions- 
geschtcindigkeit  v   einen  Kreiskegel,   den   PräBessionshegd,   beschreibt^ 

894)  Exercices  ann(^e  2,  Paris  1827,  p.  87  =:  Oeuvres  (2)  7,  p.  140. 
395)  F,  Reukaux^  Theoretische  Kinematik,  Braimsohweig  1877 ;  G.  Koenigs, 
Le9onB  de  cin^matiqne,  Paris  1897,  übersetzt  Schrotung  mit  viration. 

896)  L.  Poinsot, Theorie  nouvelle,  Paris  1884  »  J.  de  math.  (1)  16  (1861),  p.  89, 303. 
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während  gleichzeitig  der  Körper  eich  mit  der  konstanten  Eigengeschwin- 
digkeit [i  um  die  e-Axe  dreht  Bei  dieser  Bewegung  ist  d'^^d'^,  t^^^vt^ 
9>  a«  fi<  und  die  Komponenten  der  Drehgeschwindigkeit  )u  werden 

2>  =  v  sin  d'Q  sin  fit 
(7)  g  =  V  sin  «ö-q  cos  iit 

r  =  v  cos  -0*0  +  f*  7 
mithin   ist'  ©*  =  fi*4- ^*+ 2ftv  cos  d-^.     Beispiele   für   die  reguläre 
Präzession   liefern   Bewegungen  des   kräffcefreien   symmetrischen   und 
des  schweren  symmetrischen  Kreisels;    auch  die  Bewegung  der  Erde 
um  ihren  Schwerpunkt  gehört  hierher. 

Die  Prozession  heisst  progressiv,  wenn  fi  und  v  dasselbe  Vor- 
zeichen haben,  retrograd,  wenn  ihr  Verhältnis  negativ  ist.  Eine  genaue 
Diskussion  aller  möglichen  Fälle  hat  i.  Poinsot  gegeben**^;  die 
Figuren  5 — 8  veranschaulichen  die  vier  Hauptfälle  der  regulären 
Präzession. 


Fig.  6. 


Fig.  6. 


Fig.  7. 


Fig.  8. 


28  d.  Lebendige  Kraft  nnd  Impxds.  Indem  man  die  Geschwindig- 
keiten mit  den  Massenelementen  in  Verbindung  bringt,  wird  man  zu 
•den  Begriffen  der  lebendigen  Kraft  und  des  Impulses  gef&hrt. 

1)  Die  lebendige  Kraft  T  des  starren  Körpers  erscheint  zuiuLchst 
in  der  Form  des  über  den  Körper  zu  erstreckenden  dreifachen  Inte- 


897)  J.  de  math.  (1)  18  (1858),  p.  41;  vgl.  anch  F.  Klein  und  A.  Sommer- 
fdd,  Theorie  des  Kreisels,  p.  47. 
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grals  über  das  halbe  Produkt  aus  dem  Massenelement  dm^  und  dem 
Quadrate  der  zugehörigen  Geschwindigkeit;  das  Integral  wird  jedoch 
vermöge  der  Ausdrücke  (3)  für  die  Komponenten  dieser  Geschwindig- 
keit nach  den  im  Körper  festen  Axen  eine  quadratische  Form^  deren 
Koeffizienten  absolute  Konstanten  sind,  d.  h.  auch  die  Lagekoordinaien 
des  Körpers  nicht  enthalten. 

Diese  quadratische  Form  erhält  eine  sehr  einfache  Gestalt,  wenn 
man  als  Bezugspunkt  0  den  Schwerpunkt  S  und  als  Axen  der  x^  y,  ß 
die  Hauptazen  von  S  nimmt;  es  wird  nämlich 

(8)  T  =  -J-C^p«  +  jB(2«  +  CO  +  |t«(M>+  v«+  «;>). 

Das  zweite  Glied  ^iti(M*  +  t?*  +  «;^  ist  die  lebendige  Kraft  der  im 
Schwerpunkte  vereinigten  Gesamtmasse  des  Körpers,  wenn  ihr  die 
Translationsgeschwindigkeit  t)  des  Schwerpunktes  S  erteilt  wird; 
durch  das  erste  Glied  \{Ap^ -{-B^ -\-Cr^)  wird  die  lebendige  Kraft 
der  Kreiselung  um  S  dargestellt.  Man  hat  also  hier  einen  besonderen 
Fall  des  Satzes  von  Scumud  König]  vgl.  Nr.  10  dieses  Artikels. 

Bedeuten  x^,  y^y  e^  die  Koordinaten  des  Schwerpunktes  in  bezug 
auf  die  Axen  der  Xj  y,  js,  deren  Anfcmgspunkt  und  deren  Richtungen 
im  Korper  anükürlich  gewählt  worden  sind,  so  gilt  für  die  lebendige 
Kraft  die  verwickeitere  Gleichung: 

T  =  ^(Äp^  4-  Bq^  4-  Cr»  —  2Dqr  —  2Erp  —  2Fpq) 

(8*)  +  w[i>yo  —  vz^)p  +  (uZq  —  wx^)q  +  {vx^  —  uy^r^ 

4"  i-^0<*  4"  ^^  +  '^'*)- 

2)  Unter  dem  Gesamtimpuls  eines  Systems  materieller  Punkte 
versteht  man  die  Dyname,  deren  sechs  Koordinaten  in  bezug  auf  die 
Axen  der  §;  i?,  5  durch  die  Summen 

^1  =  ^L^^a,  \  =  i:{r}a  L  —  taVa)  »''«, 

H,  =  Uii.m,,        M,  =  mX  -  Ua)nia^ 
Z,  =  2;g,w„;         Ni  =  Zlg^^,  —  riX)m, 

dargestellt  werden;  vgl.  Nr.  7  dieses  Artikels.  Bei  dem  starren  Körper 
werden  aus  den  Summen  dreifache  Integrale,  die  über  alle  Massen- 
elemente dm^  zu  erstrecken  sind.  Bildet  man  die  sechs  Koordinaten 
der  so  entstehenden  Impulsdyname  nach  den  im  Körper  festen  Axen 
der  X,  y,  z,  so  erhält  man  mit  Hülfe  des  Ausdruckes  (8*)  der  leben- 
digen Kraft  die  einfachen  Formeln: 


(9*) 


r         dT       ^         dT       j^        dT 


28 cL  Der  einzelne  starre  Körper:  Lebendige  Kraft  und  Impuls.        569 
Im  besonderen  ist^  wenn  T  durch  den  Ansdrack  (8)  dargestellt  wird: 

^  ^  \    L^  =  Äp,     M^  =  Bq,     N^  ^  Cr. 

Verlegt  man  den  Bezugspunkt  von  0  nach  einer  anderen  Stelle  0' 
des  Körpers,  so  bleibt  der  Vektor  @  des  Schiebestosses  (X^,  Y^,  Z^) 
nngeandert,  während  der  Vektor  S)  des  Drehstosses  {L^,  M^,  N^)  über- 
geht in 

5)'=5)  +  [@a], 

wo  Q  wieder  den  Vektor  00'  bezeichnet.  Bei  geeigneter  Wahl  von 
0'  fällt  der  Vektor  2)'  in  die  Axe  des  Vektors  @,  und  man  erhält 
die  Axe  des  Schraubestosses,  der  dem  Gesamtimpuls  des  starren  Körpers 
äquivalent  ist.  Der  Schraubestoss  setzt  sich  aus  dem  Schiebestoss  @ 
mit  den  Komponenten  X^,  Y^,  Z^  und  einem  Drehstoss  5)*  mit  den 
Komponenten  IcX^,  ^^19  ^^1  zusammen,  wobei  der  Parameter 

ist;  die  Linienkoordinaten  der  Zentralaxe,  in  die  die  beiden  Vektoren 
@  und  35*  fallen,  werden  durch  die  Verhältnisse 

X^:Y^:Z^:(L,—  hX^) :  (M^  —  JcY^) :  {N,  —  JcZ^) 
gegeben. 

Auf  diese  Art  werden  der  Bauschen  Schraube,  die  durch  die  Ver- 
haltnisse der  sechs  Grössen  X^,  Y-^,  Z^,  i^,  M^,  N^,  also  durch  Axe 
und  Parameter,  festgelegt  ist,  unendlich  viele  Schraübestösse  {wrenches 
äboui  a  screw)  zugeordnet,  die  sich  durch  ihre  Intensität  unterscheiden 
und  auch  verschiedenen  Sinn  haben  können. 

Der  Schraubestoss  des  Gesamtimpulses  und  die  Schraubungs- 
geschwindigkeit  des  Körpers  sind  Grössen  ähnlicher  Art.  Wenn  man 
sie  mit  einander  vergleicht,  hat  man  die  Vektoren  @  und  tu,  S)  und  \) 
in  Parallele  zu  stellen,  und  es  ist  daher  ein  Missverständnis,  wenn 
manche  Autoren  es  so  darstellen,  als  ob  es  sich  bei  dieser  Zuordnung 
um  einen  kausalen  Zusammenhang  handle '^^). 

In  der  That  besteht  zwischen  ScJiraübungsgeschtvindigkeU  und 
Schraubestoss  derselbe  Unterschied,  wie  zwischen  Vektoren,  die  Trans- 
lations-  und  Drehungsgeschwindigkeiten  oder  die  Einzelkräfte  imd 
Momente  darstellen.  Die  Vektoren  der  ersten  Art  (polare  Vektoren} 
wechseln  bei  einer  Inversion  des  Koordinatensystems  das  Vorzeichen, 
während  die  Vektoren  der  zweiten  Art  (axiale  Vektoren)  unverändert 


398)  Vgl.  die  Ausführungen  in  IV  2,  Nr.  27  {H.  E.  Timerding). 
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bleiben'**).  Dem  entsprechend  gehören,  nachdem  Zeit-  und 
heit  festgesetzt  sind,  zu  einem  Schranbestosse  noch  immer  zwei  ent- 
gegengesetzt gleiche  Schraubungsgeschwindigkeiten,  und  die  Zuordnung 
wird  erst  dann  eindeutige  wenn  man  noch  eine  Verabredung  getroffen 
hat^  welcher  Sinn  um  die  Äxe  einem  die  Axe  entlang  weisenden  Sinn 
entsprechen  soll.  Um  diesem  Unterschiede  einen  Ausdruck  zu  geben, 
hat  F.  Klein  vorgeschlagen,  den  Inbegriff  der  (p,  q^  r;  Uj  v,  w)  eine 
Schraubengrösse  erster  Art,  den  Inbegriff  der  (Xj,  Y^,  Zj»,  ij,  Jfi,  N^) 
eine  Schraubengrösse  zweiter  Art  zu  nennen*^). 

Dem  starren  Körper  kommt  die  Eigentümlichkeit  zu,  dass  um- 
gekehrt aus  dem  Gesamtimpuls  die  Geschwindigkeitskoordinaten  und 
insbesondere  auch  die  lebendige  Kraft  berechnet  werden  können,  und 
es  hat  daher  die  Impulsdyname  f&r  den  starren  Körper  eine  ähnliche 
Bedeutung,  wie  der  Impulsvektor  für  den  einzelnen  materiellen  Punkt; 
wirken  zum  Beispiel  keine  äusseren  KnLfte,  so  wird  der  Gesamtrer- 
lauf  der  Bewegung  durch  die  Angabe  bestimmt,  dass  beim  materiellen 
Punkte  der  Impulsvektor  und  beim  starren  Körper  die  Impulsdyname 
im  Räume  stehen  bleiben.  Auf  dieser  Eigenschaft  des  starren  Körpers 
beruht  die  synthetische  Ableitung  der  Differentialgleichungen  der  Be- 
wegung, die  in  Nr.  29  gegeben  werden  wird. 

Beim  Kreisel  wird  der  Vektor  des  Drehstosses  S)  fGlr  den  festen 
Punkt  0,  der  für  ihn  allein  in  Betracht  kommt,  häufig  einfach  als 
Impulsvektor  des  Kreisels  bezeichnet.  Dieser  Impulsvektor,  der  von  0 
aus  abgetragen  werden  möge,  beschreibt  bei  irgend  einer  Bewegung 
des  Kreisels  einen  Kegel,  den  Impulskeget,  und  der  geometrische  Ort 
seiner  Endpunkte  ist  eine  Kurve,  die  Impulskurve  heißt. 

Aus  den  Eigenschaften  des  Impulses  ergiebt  sich  ein  vierter  Ein- 
teilungsgmnd  för  die  Bewegungen  starrer  Körper.  Man  wird  vor 
allem  nach  solchen  Bewegungsformen  fragen,  bei  denen  die  Impuls- 
dyname einfach  ausfällt.  Allerdings  wird  man  dabei  vielfach  auf  Falle 
zurückgeführt,  die  schon  bei  den  drei  anderen  EinteUungsgründen 
aufgetreten  waren;  es  hat  sich  aber  auch  Neues  ergeben.  In  dieser 
Beziehung  seien  genannt  die  Untersuchungen  L,  Poinsol8^^)  über  die 
Bewegungen,  die  ein  kräftefreier  Körper  bei  einem  Anfangsstosse  an- 
nimmt,   und    der   Hesseche   Fall    bei    dem    schweren   symmetrischen 


899)  Vgl.  IV  14,  Nr.  2  und  8  {M,  Abraham). 

400)  Zeitschr.  Math.  Phys.  47  (1902),  p.  242;  vgl.  IV  2,  Nr.  18  und  28  (Ä  E. 
Timerding). 

401)  J.  de  math.  (2)  2  (1857),  p.  281;  (2)  4  (1859),  p.  ICl,  171,  421;  vgl.  auch 
Ni.  44  dieses  Artikels. 
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Kreisel,  der  dadurch  charakterisiert  ist,  dass  der  Impulsvektor  stets 
in  einer  Ebene  liegt,  die  im  Körper  fest  bleibt^®*). 

3)  Bei  den  Gleichungen  (9)  tritt  eine  Beziehung  zwischen  der 
instantenen  SchraubungBgeschwindigkeit  und  der  Impulsdyname  zu 
Ti^e.  Für  den  entsprechenden  Zusammenhang  zwischen  den  BaUschen 
Schrauben,  die  zu  der  Schraubungsgeschwindigkeit  und  der  Impuls- 
dyname  des  Korpers  gehören,  hat  JR.  St  BaU  den  Namen  der  chiasii' 
sehen  Homographie  eingef&hrt^').  Femer  wird  die  lebendige  Kraft 
mit  den  beiden  genannten  Begriffe  verknüpft  durch  die  Gleichung: 

(10)  T -  i(uX,  +  vY,+  wZ,+pL,  +  qM,  +  rN,), 

die   aussagt,   dass   die  lebendige  Kraft  gleich  dem  halben   Momente 

jener  beiden  Schrauben  auf  einander  ist;   im  besonderen  wird  beim 

Kreisel 

(lOO  T  =  i(pL,  +  q3£,  +  rN,\ 

d.  h.  T  ist  das  halbe  skalare  Produkt  der  Vektoren  tt)  und  3).  Für 
die  dementare  Arbeit  dW  der  Dyname  X,  Y,  Z;  L,  Jf,  N  im  Zeit- 
elemente dt  hat  man  endlich  die  häufig  benutzte  Gleichung 

(11)  dW=  (ttX  +  ^r-f  wZ  +  pL-}^  qM+rN)dt'^) 

29.   Allgemeine  Kinetik  des  starren  Körpers. 

Die  in  der  vorhergehenden  Nummer  dargelegten  Begriffe  imd 
Satze  ermöglichen  es,  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  für 
den  starren  Körper  aufzustellen.  Das  soll  zunächst  in  synthetischer  und 
darauf  in  analytischer  Behandlung  geschehen.  Bei  der  üblichen  Form 
dieser  Differentialgleichungen  sind  die  aus  den  Bedingungen  ent- 
springenden Reaktionen  eliminiert  worden,  und  es  folgt  daher  hinter- 
her zur  Er^nzung  ein  kurzer  Bericht  über  die  Kinetostatik  des 
starren  Körpers.  Den  Schluss  der  Nummer  bilden  Ausführungen 
über  die  Bedeutung  der  Schraubentheorie  für  die  Kinetik  des  starren 
Körpers. 

29  a.  Anfstellnng  der  Differentialgleichnngen  der  Bewegung 
in  synthetischer  Behandlung.  In  der  Kinetik  der  Systeme  materieJIer 
Pwüde  wird  gezeigt,  dass  sich  bei  einem  Stosse,  der  auf  das  System 
ausgeübt  wird,  die  Dyname  der  Stosskräfte  mit  der  Dyname  des 
Gesamtimpulses  additiv  zusammensetzt.  Erfährt  also  ein  freier  starrer 
Körper  mit  der  Impulsdyname  (E^,  Hj,  Z^;  A^,  Mj,  N^)  einen  Stoss, 


402)  W.  Hess,  Math.  Ann.  87  (1894),  p.  818;  näheres  in  Nr.  86  dieBes  Artikels. 

403)  Vgl.  IV  2,  Nr.  1»  {H.  E.  Timerding). 

404)  Vgl  IV  2,  Nr.  14  und  26  (Ä  E.  Timerding), 
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der  durch  die  Dyname  ([  =  ],  [H],  [Z];  [A],  [M],  [N])  dargesteUt 
sein  möge;  so  hat  seine  Impulsdjname  nach  dem  Siosse  die  Koordinaten 

Hx  +  [H],   »i  +  [H],  Z,  +  [Z];   Ai  +  [A],  M,  +  [M],  N,  +  [N]. 

Auf  die  Frage,  wie  sich  ein  solcher  Stoss  realisieren  lässt,  kann  hier 
nicht  eingegangen  werden,  da  ihre  Beantwortung  auf  die  Lehre  von 
dem  Stosse  fester  Körper  fuhren  würde. 

Wirken  kontinuierliche  Kräfte,  die  sich  in  bezug  auf  den  Punkt  A 
imd  die  Axen  der  |,  rj,  ^  zu  einer  resultierenden  Einzelkraft  St  mit 
den  Komponenten  E,  H,  Z  und  einem  resultierenden  Kräftepaare  des 
Momentes  3Jt  mit  den  Komponenten  A,  M,  N  yereinigen  lassen,  so 
setzt  sich  im  Zeitelemente  dt  die  Impulsdyname  mit  der  unendlich 
kleinen  Stossdyname  r.dt,  Hdt,  Zdt'^  t\dt,  Mdty  Hdt  zusammen; 
für  den  Übergang  von  endlichen  zu  unendlich  kleinen  Stossen  vgl. 
Nr.  18  dieses  Artikels.  Dieser  Impulssatz  gilt  zunächst  für  den  freien 
starren  Körper;  wenn  zu  den  gegebenen  Kräften  noch  Bedingungen 
hinzutreten,  so  hat  man  die  Reaktionen  hinzuzunehmen. 

Der  genannte  ImpulssaUs  findet  beim  freien  starren  Korper  seinen 
analytischen  Ausdruck  in  den  fundamentalen  Gleichungen: 

(1)  dZi=Zrff,     rfHi=Hrf^     rfZi  =  Zd<; 

(2)  d\  =  Adt,    rfMi=Mrff,    rfNi=Nrf/. 

Man  kann  sie  auch  zu  den  beiden  vektoriellen  Gleichungen 

(la)  rf©  =  ftrf/, 

(2a)  rf®  =  mdt 

vereinigen;  die  Nummern  der  vektoriellen  Gleichungen  sollen  hier, 
wie  im  Folgenden,  durch  den  Zusatz  des  Buchstabens  a  gekenn- 
zeichnet werden.  Die  Differentialgleichungen  (1)  und  (2)  bestimmen 
die  Änderung  der  Impulsdyname  im  Laufe  der  Zeit;  da  aber  beim 
starren  Körper  durch  die  Impulsdyname  die  Schraubungsgeschwindig- 
Jceit  eindeutig  festgelegt  wird  (siehe  Nr.  28  d),  bestimmen  sie  auch 
die  Änderung  des  Geschwindigkeitszustandes  im  Laufe  der  Zeit.  Die 
Gleichungen  (1)  und  (2)  in  Verbindung  mit  den  Gleichungen  (9)  von 
Nr.  28  d  sind  somit  als  die  Differentialgleidiungcn  der  Bewegu}^  des 
freien  starren  Körpers  anzusprechen. 

Die  Impulsgleichungen  (1)  und  (2)  gelten  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  die  Dynamen  auf  den  im  Räume  festen  Punkt  Sl  und 
die  im  Baume  festen  Axen  der  5;  ^?  5  bezogen  werden;  für  die  An- 
wendungen ist  es  jedoch  erforderlich,  Gleichungen  herzustellen,  die  för 
einen  beweglichen  Anfangspunkt  0  und  für  die  beweglichen  Axen  der 
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Xy  y,  0  gelten.  Der  Einfachheit  halber  soll  im  folgenden  nur  der 
wichtigste  Fall  betrachtet  werden,  dass  0  ein  bestimmter  Punkt  des 
Körpers  und  die  Axen  der  x,  y,  z  im  Korper  feste  Axen  sind. 

Zimächst  sei  nur  der  Anfangspunkt  0  beweglich,  nämlich  als 
Bezugspunkt  des  Körpers;  durch  ihn  mögen  die  Axen  der  ^j,  i;^,  %^ 
parallel  zu  den  im  Räume  festen  Axen  der  |,  %  %  g^^^^  werden.  Wenn 
der  Punkt  0  während  des  Zeitelementes  di  in  die  Lage  0'  übergeht, 
80  ist  der  Vektor  00'  gleich  üd<;  der  Vektor  @  bleibt  bei  dieser 
Verlegung  ungeändert,  der  Vektor  %  aber  geht  in  S)  -|~  [®^]^^  über. 
Wenn  man  Änderungen  im  Zeitelemente  di  relativ  zu  dem  beweg- 
lichen Punkte  0  durch  das  Symbol  d'  bezeichnet,  so  ist  daher: 

rf'@  =  Ärf^,    d'%  +  [t)©]d^  =  mdt. 

Nunmehr  werde  statt  des  Systems  der  gj,  ly^,  %^  das  im  Körper 
feste  System  der  x,  y,  z  eingeführt,  das  um  den  Punkt  0  die 
Drehgeschwindigkeit  \o  hat.  Denkt  man  sich  von  0  aus  die  Vek- 
toren  0S=@  und    OD  =  5)  abgetragen,    so   sind  die  Differential- 

(TS  ^% 

quotienten  -,y  und  -^  die   Geschwindigkeiten,  mit  denen   sich  die 

Punkte  S  und  D,  bei  festgehaltenem  0,  zur  Zeit  i  bewegen.  Nach 
der  Lehre  von  den  relativen  Bewegungen  (siehe  IV  3,  Nr.  26  (-4.  Schoen- 
flies  und  M.  Grübler)  sowie  Nr.  10  dieses  Artikels)  setzen  sich  diese 
Geschwindigkeiten  aus  den  Fortführungsgeschwindigkeiten  der  Punkte 
S  und  D  im  Körper  und  ihren  relativen  Geschwindigkeiten  gegen  den 
Körper  zusammen.  Die  FortfÜhnmgsgeschwindigkeiten  sind  aber  (siehe 
Nr.  28c)  gleich  [tu®]  und  [tu®],  und  als  die  relativen  Geschwindig- 
keiten ergeben  sich,  wenn  Änderungen  im  Zeitelemente  dt  relativ 
gegen   den   Körper   durch    das    Symbol  d*    bezeichnet    werden,    die 

Differentialquotienten  -^-  und  -jr--  Hieraus  folgen  die  vektoriellen 
Gleichungen: 

(3a)  ^  +  [W@]  =  fi, 

(4a)  ^'^  +  [to3)]  +  [»©1  -  ÜÄ, 

die  in  der  Sprache  der  analytischen  Geometrie  so  lauten: 


(3) 


dt 


X-\-rY,-qZ„ 
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(4) 


dt 
^^-  =  N-\-vX,-uT,-\-qL,-pM,. 


Wählt  man  im  besonderen  als  Bezugspunkt  0  den  Schwerpunkt  S 

des  Körpers^  so  ist 

©  =  mt), 

und  die  Gleichung  d'®  =  Rdt  geht  über  in  den  SchioerpunktssatjB: 

(5a)  iti-^  =  Ä. 

Da  femer  das  vektorielle  Produkt  [t)t)]  yerschwindet,  so  lautet  jetet 
die  Gleichung  (4  a): 

(6a)  ^  +  [ttS)]  =  3», 

d.  h.  es  gilt  der  Satz  vofi  L.  Euler y  dass  sich  der  Körper  so  um  den 
Schwerpunkt  bewegt,  als  ob  dieser  fest  wäre^.  Kinematisch  ist  es  bei 
jedem  Bezugspunkte  0  möglich ,  die  Bewegung  des  Körpers  in  die 
Translation  des  Bezugspunktes  und  die  Drehung  um  den  Bezugspunkt 
zu  zerlegen^  aber  nur  der  Schwerpunkt  besitzt  die  kinetische  Eigen- 
schaft; dass  die  Bewegung  um  ihn  so  erfolgt,  als  ob  er  ruhte.  Der  Satz 
von  Euler  wird  häufig  so  ausgelegt,  als  könne  man  die  Integration 
der  DifiFerentialgleichungen  der  Bewegung  (3)  und  (4),  wenn  der 
Schwerpunkt  als  Bezugspunkt  gewählt  wird,  in  der  Weise  ausführen, 
dass  man  die  Bewegung  des  Schwerpunktes  und  die  Drehung  um  ihn 
jede  für  sich  ermittelt.  Diese  Auslegung  trifft  allerdings  in  einigen  be- 
sonderen Fällen  zu,  zum  Beispiel,  wenn  auf  den  Körper  als  äussere 
Kraft  nur  die  Schwere  wirkt.  Allein  sie  enthält  einen  prinzipiellen 
Irrtum;  denn  im  allgemeinen  werden  die  Differentialgleichungen  (da) 
und  (6a),  sobald  darin  die  Lagekoordinaten  eingeführt  werden,  ein 
irreduzibles  simultanes  System  in  allen  sechs  Veränderlichen  bilden. 
Eine  ähnliche  Vereinfachung  der  Gleichung  (4  a)  wie  beim  Schwer- 
punkte ergiebt  sich  auch  bei  dem  Kreisel^  d.  h.  bei  einem  starren 
Körper,  der  sich  um  einen  festen  Punkt  dreht*****).  Da  nämlich  die 
in  dem  festen  Punkte  0  angreifende  Reaktion  keinen  Beitrag  zu  dem 
Momente  Wl  liefern  kann,  so  darf  man  von  ihr  absehen,  und  erhält 
jetzt,  indem  t)=0  ist,  wieder  die  Gleichung  (6  a). 

406)  Dieser  Satz  findet  sich  schon  in  L.  Eulen  Scientia  navalis,  1,  §  128, 
Petersburg  1749. 
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(6) 


In  der  Sprache  der  analytischen  Geometrie   tritt  an  die  Stelle 
der  einen  Vektorgleichnng  (6a)  das  System  der  drei  Gleichungen: 

^  =  N+qL,-pM,. 

Wenn  man  hierin  för  die  Komponenten  des  Drehstosses  S  ihre  Werte 

dl       ,r        dT 


A 


dp' 


einsetzt,  so  entstehen  die  sogenannten  Eukr sehen  Gleichungen: 


(60 


ddl         T     t       ^^  ^^ 


dt  oq  '  '^  er 


dt  dr 


dr' 

dp  ' 
dT 


die  bei  EinfQhrong  von  Ha/u/ptaxen  für  den  Schwerpunkt  des  freien 
starren  Körpers  bez.  für  den  festen  Punkt  des  kreiselnden  starren 
Körpers  die  einfache  Gestalt  annehmen: 


(6'0 


dt 


L+{B-  C)qr, 


C^  =  N-\-(A-B)pq. 


Über  die  verschiedenen  Methoden,  diese  Eulerschen  Gleichungen  her- 
zuleiten, wird  in  Nr.  30  ausführlich  berichtet  werden. 

Der  Bedeutung  der  Gleichungen  (2)  entsprechend  lassen  sich  die 
Eulerschen  Gleichungen  auffassen  als  die  Flächensätze  j  bezogen  auf 
bewegliche  Azen;  nur  hat  man  dabei  den  Ausdruck  Flächensatz  nicht, 
wie  es  vielfach  üblich  ist,  in  dem  Sinne  der  Erhaltung  der  Flächen 
zu  verstehen  (vgL  Nr.  5,  p.  464  dieses  Artikels),  sondern  so,  dass  sich 
der  elementare  Drehstoss  des  Impulses  zu  dem  Drehstoss  der  äusseren 
Kräfte  geometrisch  addiert.  Es  findet  also  eine  genaue  Analogie  mit 
den  Schwerpunktssätzen  statt,  die  aussagen,  dass  der  Schiebestoss  des 
Impulses  zu  dem  Schiebestoss  der  äusseren  Kräfte  hinzutritt^. 


406)  Vgl.  JB.  KMn  und  Ä.  Sommerfeld,  Theorie  des  Kreisels,  p.  110—116. 
Statt  der  dort  gebrauchten  Ausdrücke  ImpuUichra'Ube  und  Stossuchrai^  sind  hier, 
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Aus  dem  Vorhergehenden  ergiebt  sich,  dass  man  die  allgemeine 
Kinetik  des  starren  Körpers  auch  aufbauen  kann,  indem  man  von  den 
Schwerpunktssätzen  und  den  allgemeiner  aufgefieussten  Flächensataeii 
ausgeht.  Bei  speziellen  Problemen  wird  diese  Art  des  Vorgehens 
besonders  dann  von  Nutzen  sein,  wenn  aus  diesen  Sätzen  folgt,  dass 
eine  oder  mehrere  der  Komponenten  der  Impulsdjname  während  der 
Bewegung  konstant  bleiben.  Indem  man  noch  den  Satz  von  der  Er- 
haltung der  lebendigen  Kraft  hinzunimmt,  der  fast  bei  allen  Pro- 
blemen der  theoretischen  Mechanik  gut,  ist  es  häufig  möglich,  Glei- 
chungen zu  erhalten,  durch  die  man  auf  elementare  Art  zur  Int^ra- 
tion  der  Bewegungsgleichungen  gelangt  oder  aus  denen  man  doch 
Schlüsse  auf  den  Verlauf  der  Bewegung  ziehen  kann. 

29  b«  Aufhellung  der  Differentialgleioliungen  der  Bewegung 
in  analytlBclier  Behandlung.  Die  Verheissuug  J,  L.  Lagranges,  dass 
seine  Methode,  ohne  Konstruktionen  oder  geometrische  Überlegungen 
zu  erfordern,  alle  Gleichungen  liefere,  die  zur  Lösung  einer  jeden  Auf- 
gabe der  Dynamik  nötig  sind,  geht  auch  bei  der  Kinetik  des  starren 
Körpers  in  Erfüllung.  Der  Ansatz  der  Differentialgleichungen  der 
Bewegung  gestaltet  sich  sogar  bei  diesem  analytischen  Verfahren  sehr 
einfach. 

Es  handle  sich  zunächst  um  den  freien  starren  Körper.  Nach 
der  Vorschrift  von  Lagrange  hat  man  zuerst  Lagekoordinaten  einzu- 
führen. Das  seien  die  in  Nr.  28a  definierten  Grössen  |*,  rf,  ^;  ^,  ^,  9, 
also  die  Koordinaten  des  Bezugspunktes  0  und  die  ^wferschen  Winkel. 
Darauf  hat  man  die  Ausdrücke  der  lebendigen  Kraft  T  und  der  ele- 
mentaren Arbeit  äW  der  äusseren  Kräfte  zu  bilden.  Nach  Nr.  28 d 
wird  T  eine  quadratische  Form  der  Grössen  i>,  g,  r;  u,  v,  w  mit  ab- 
solut konstanten  Koeffizienten.  Wenn  man  nun  aus  den  kinematischen 
Gleichungen  für  p,  q,  r,  Nr.  28c,  Gleichungen  (5),  und  aus  den 
Gleichungen  für  die  Ableitungen  der  Koordinaten  |*,  iy*,  g*  nach  der 
Zeit,  Nr.  28c,  Gleichungen  (6),  die  Werte  für  p,  q,  r;  u,  v,  w  einsetzt, 
so   ergiebt  sich  T  als  eine  quadratische  Form  der  verallgemeinerten 

•  •  • 

GeschwindigJceitskoordinaten  |*,  ^*,  g*,  0*,  t^,  9?,  deren  Koeffizienten 
von  den  Lagekoordinafen  |*,  rj*,  5*;  &^  ip,  ip  abhängen.  Die  elementare 
Arbeit  dW  der  Dyname  der  äusseren  Kräfte  {X,  Y,  Z;  L,  M,  N) 
bei  der  unendlich  kleinen  Schraubung  des  Körpers  im .  Zeitelemente 
dt,  nämlich  {udt,  vdt,  tvdt]  pdt,  qdt,  rdt),  ist  aber  nach  Gleichung 


damit  das  Wort  Sdiraübe  den  Balischen  Schrauben  vorbehalten  bleibt,  die  Aus- 
drücke Impulsdyname  und  Stossdyname  benutzt  worden. 


(7) 
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(11)  in  Nr.28d: 

dW=  (Xh  +Yv+Zw  +  Lp-+'Mq  +  Nr)dt. 

Werden  wiederum  hierin  für  u,  v,  W]  p,  g,  r  ihre  Ausdrücke  in  den 
Geschwindigkeits-  und  Lagekoordinaten  eingesetzt  und  noch  die 
Zeichen  d  durch  die  Zeichen  d  ersetzt,  so  ergiebt  sich  ein  Ausdruck 
der  Form: 

hierin  bedeuten  0,  Y,  O  die  senkrechten  Projektionen  des  Vektors  9K 
auf  die  t-Axe,  die  Ejiotenlinie  und  die  js-Axe. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  kann  man  sofort  die  Lagrangeschen 
Differentialgleichungen  aufstellen,  und  zwar  erhält  man: 

dtdi*     "^  dt'dh*~    '  dtdl*~    ' 

Die  Glieder  ^,  ^;  ^   lassen    sich    deuten   als   die  Komponenten 

des  Vektors  D  nach  der  f-Axe,  der  Enotenlinie  und  der  jBf-Axe. 

Wählt  man  im  besonderen  als  Bezugspunkt  0  den  Schwerpunkt 
und  als  Axen  der  x^  y,  z  die  zugehörigen  Hauptazen,  so  wird 

xmd  die  erste  Zeile  der  Gleichungen  (7)  geht  über  in  den  Schwer^ 
pw/üctssatz: 

♦»!*=£,       w^'*=H,      wJ;*=Z, 

die  zweite  Zeile  aber  liefert  Gleichungen,  in  denen  auf  den  linken 
Seiten  nur  die  ftiZerschen  Winkel  und  deren  Ableitungen  nach  der 
Zeit  auftreten.  Wie  man  aus  den  Gleichungen  der  zweiten  Zeile  die 
Eulerschen  Gleichungen  ableiten  kann,  wird  in  Nr.  30  gezeigt  werden. 
Ebenso  schnell  führt  das  Lagrangesche  Verfahren  zum  Ziele,  falls 
Zwangsbedingungen  vorhanden  sind,  die  sich  durch  holonome  oder 
nichtholonome  Gleichungen  der  Form 

ÖW„^  H„*|*+  H.cJi,*  +  Z„dg*  +  0„d*  +  ^M  +  «t>„dg,  =  0 
(a-=l,  2,  3,...) 

407)  Auf  die  im  Texte  angegebene  Art  hat  Lagrange  die  Differentialglei- 
chungen der  Bewegung  schon  1760  hergeleitet,  Mise.  Taur.  2  (1760/61)  ==  Oeuvres  1, 
p.  417;  er  hat  hier  auch  schon  den  Fall  betrachtet,  dass  Bedingungsgleichungen 
Yorgeschrieben  sind.  Später  hat  Lagrange  in  der  Mecanique  analytique  die  An- 
wendung seiner  Methode  auf  den  starren  Körper  ausführlich  dargestellt;  vgl. 
auch  Nr.  80  dieses  Artikels. 
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darstellen  lassen;  man  hat  dann  nur  bei  der  Bildung  der  Gleichungen  (7) 
statt  dW  den  Ausdruck 

dW+X,8W,  +  k^dW^  +  l,8W,  +  . . . 

zu  benutzen.  Hierin  bedeuten  A^,  X^^  ^s?  *  *  •  ^^^  Euler- Lagrangeschen 
MuUipHkcUoren^  die  den  aus  den  Bedingungen  entspringenden  Drucken 
entsprechen.  Es  möge  noch  ausdrücklich  hervorgehoben  werden,  dass 
bei  diesen  Verfahren  d'Alembertsche  Reaktionen  vorausgesetzt  werden, 
die  keine  Arbeit  leisten  oder  absorbieren;  falls  Dissipation  der  Energie 
stattfindet^  sind  die  Reibungswidersiände  den  äusseren  Kräften  zuzu- 
rechnen, siehe  Nr.  31  dieses  Artikels. 

In  den  Differentialgleichungen  der  Bewegung,  die  man  auf  diese 
Art  erhält,  kommen  Multiplikatoren  vor,  die  man  erst  eliminieren  muss, 
wenn  man  Gleichungen  für  die  Lagekoordinaten  allein  oder  die  so- 
genannten reinen  Gleichungen  erhalten  wilL  Bei  holonomen  Bedingungen 
kann  man  sich  die  Eliminationen  ersparen,  indem  man  von  yomherein 
Lagekoordinaten  einführt,  bei  denen  die  Gleichungen  d  W^^=  0  identisch 
erfüllt  sind.  Wie  man  die  reinen  Gleichungen  in  allen  Fallen  wh 
mittelbar  erhalten  kann,  hat  neuerdings  P.  Appell  gezeigt^. 

Besteht  die  Zwangsbedingung  im  besonderen  darin,  dass  ein 
Punkt  0  des  Körpers  festgehalten  wird,  so  nehme  man  ihn  zi^m  Be- 
zugspunkt. Dann  sind  die  Koordinaten  |*,  rj*,  g*  konstant,  und  man 
kann  daher  den  Ansatz  der  Lagrange8chen  Gleichungen  von  vom 
herein  unter  der  Voraussetzung  vornehmen,  dass  die  EulerBchen  Winkel 
die  drei  Lagekoordinaten  des  Kreisels  sind.  Wählt  man  noch  als 
Axen  der  x,  y,  z  drei  auf  einander  senkrechte  Hauptaxen  des  Punktes  0, 
so  ist: 
(8)  T  =  l(^i,»  +  Bq*  +  Cr»), 

und  man  wird  daher  beim  Kreisel  Differentialgleichungen  genau  der- 
selben Form  erhalten,  wie  bei  der  Kreiselung  eines  freien  starren 
Körpers  um  seinen  Schwerpunkt, 

29  c.  Kinetostatik.  Aufgabe  der  Kinetostatik  ist  es,  die  Drucke 
und  die  Mittelwerte  der  inneren  Spannungen  zu  bestimmen,  die  bei 
einem  in  Bewegung  befindlichen  Systeme  auftreten;  siehe  Nr.  42 
dieses  Artikels. 

Es  möge  hier  genügen,  als  Beispiel  die  Bestimmung  des  kineto- 
statischen  Druckes  91  zu  geben,  den  beim  Kreisel  der  feste  Punkt  0 
erfährt.  Die  Komponenten  dieser  Einzelkraft  9i  nach  den  Axen  der 
X,  y,  z  seien  ZJ,  V,  W,    Wäre  der  Kreisel  in  Ruhe,  so  wären  die  Kom- 

408)  M^canique  2,  p.  374;  siehe  auch  Nr.  80  dieses  Artikels. 
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ponenten  Ton  91  der  Reihe  nach  gleich  X,  Yy  Z^  da  ja  der  feste  Paukt 
die  Wirkung  der  resultierenden  Einzelkraft  Jt  der  äusseren  Kräfte 
aufhebt;  dieser  Druck  wird  daher  als  sUUischer  Druck  bezeichnet. 
Bei  der  Bewegung  kommt  aber  zu  dem  statischen  Druck  {Xy  Y^  Z) 
ein  hmeHscher  Druck  hinzu,  den  man  folgendermaßen  findet  Wird 
den  äusseren  Kräften  die  Einzelkraft  —  9i  hinzugefügt,  so  darf  man 
den  Körper  als  frei  beweglich  ansehen,  und  es  gelten  daher  für  ihn 
die  Differentialgleichungen  (3),  die  in  dem  vorliegenden  Falle  so  lauten: 


(9) 


at  +qZ,-rY,=^X-U, 
^-^  +  rX,-pZ,=  Y-V, 
^  +  pY,-qX,  =  Z-W', 


die  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  sind,  abgesehen  yom  Vorzeichen, 
die  Komponenten  des  kinetischen  Druckes. 

um  die  hier  aufbretenden  Impulskoordinaten  X^,  Y^,  Z^  aus  den 
Gleichungen  (9),  Nr.  28 d  zu  berechnen,  hat  man  in  ihnen  zunächst 
für  die  lebendige  Kraft  T  den  Ausdruck  zu  benutzen,  der  bei  einem 
freien  starren  Körper  mit  beliebigem  Bezugspunkt  0  gilt,  von  diesem 
die  partiellen  Ableitungen  nach  u,  v,  w  zu  nehmen  und  erst  hinter- 
her, wie  es  der  Bewegung  des  Kreisels  entspricht,  m  =  v  =  «?  =  0 
zu  setzen.     Auf  diese  Art  findet  man  die  Werte: 


(10) 


Y^  =  m(rxQ  —  pz^y 
Zi  =  m(j>y^—qx^)y 


in  denen  Xq,  y^,  z^  die  Koordinaten  des  Schwerpunktes  S  bedeuten» 
Berechnet  man  jetzt  U,  V,  TT,  so  ergiebt  sich  für  den  kinetostoHscheti 
Druck  9i  die  Vektorgleichung: 

(11)  9i  =  S  +  tt)«.  a  —  w .  (too)  +  [^  o]; 

hierin  bezeichnet  a  den  Vektor  OS,  und  es  ist,  wie  üblich,  das 
skalare  Produkt  durch  runde  Klammem,  das  vektorielle  durch  eckige 
S[lammem  gekennzeichnet  worden*^). 

Nicht  weniger  wichtig  für  die  Anwendungen  wäre  die  Ermitte- 
lung der  inneren  Spannungen,  die  in  dem  Kreiselkörper  eintreten; 
denn  wenn  diese  bei  rascher  Drehung  eine  gewisse  Grenze  übersteigen, 


409)  P.  AppeU,  M^canique  2,   p.   161;   Ä.  Legoux,   Toulouse  Anu.  (1)  8 
(1894),  I,  p.  18. 

Siu^klop.  d.  mAtb.  WiMansoh.    lY  1,  L  38 
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wird  der  Kreisel  zerspringen«    Hierfür  möge  jedoch  auf  die  Angaben 
in  Nr.  42  verwiesen  werden.' 

Ebenso  wie  in  der  Statik  des  starren  Körpers  ereignet  es  sieb 
auch  in  der  Kinetik^  dass  die  yoUsl^ndige  Bestimmung  der  aas  den  Be- 
dingongen  entspringenden  Dmcke  mittels  der  hier  gegebenen  Gleichimgen 
nicht  gelingt;  das  tritt  zum  Beispiel  ein^  wenn  ein  starrer  Körper  ge- 
zwungen ist;  sich  um  eine  im  Räume  feste  Aze  zu  drehen,  siehe 
Nr.  82  dieses  Artikels.  Wie  schon  in  Nr.  27  bemerkt  wurde,  muss 
man,  um  ein  bestimmtes  Resultat  zu  erhalten,  in  solchen  Fällen  die 
Annahme  der  Starrheit  aufgeben  und  den  Körper  als  elastisch  ansehen. 

29  d.  Bedentnng  der  Schraubentheorie  fOr  die  Kinetik  des 
starren  Körpers.  Nachdem  in  der  ersten  Hälfte  des  19.  Jahrhundert« 
die  Statik  des  starren  Körpers  bei  der  Zusammensetzung  der  Kräfte 
und  der  Momente,  die  Kinematik  bei  der  Darstellung  der  Drehungen 
Veranlassung  zur  Ausbildung  der  Yektorentheorie  gegeben  hatte,  ist 
am  Anfange  seiner  zweiten  Hälfte  durch  J.  Plücker  und  F,  Klein  die 
Theorie  der  Linienkompleze  und  Linienkongruenzen  begründet  und  so- 
gleich für  die  Dynamik  des  starren  Körpers  verwertet  worden.  Daneben 
kam  es  in  England  zu  der  Ausbildung  der  sogenannten  Schraubentheorie 
durch  B.  StBaUj  der  namentlich  den  Impulsproblemen  einen  ungeahnten 
Grad  der  Anschaulichkeit  gegeben  hat.  Während  dementsprechend  in 
der  allgemeinen  Kinetik  des  einzelnen  staiTcn  Körpers  die  Begriflfe  der 
Schraubentheorie,  allerdings  in  beschränktem  Masse,  herangezogen 
worden  sind,  wird  diese  bei  den  speziellen  Ausführungen,  die  den  Gegen- 
stand des  Abschnittes  HB  bilden,  ganz  zurücktreten.  Bei  den  elemen- 
taren Problemen  der  Stereokinetik  ist  es  nämlich  immer  möglich,  die 
translatorische  Bewegung  und  die  rotatorische  Bewegung  jede  für 
sich  zu  behandeln,  und  es  entfällt  daher  die  Notwendigkeit,  im  Sinne 
der  Schraubentheorie  eine  Synthese  dieser  Bewegungen  vorzunehmen. 
Anders  steht  es  bei  höheren  Problemen,  wo  die  Differentialgleichungen 
der  Bewegung  ein  irreduzibles  simultanes  System  in  sechs  Veränder- 
lichen bilden.  Das  gilt  zum  Beispiel,  wenn  ein  freier  starrer  Körper 
sich  in  einem  widerstehenden  Mittel  bewegt.  Auf  Gleichungen  dieser  Art 
führt  auch  das  Problem  der  Bewegrmg  eines  starren  Körpers  in  einer 
reibungslosen  inkompressiblen  Flüssigkeit;  analytische  Entwicklungen, 
die  den  geometrischen  Entwicklungen  der  Schraubentheorie  entsprechen, 
waren  hier  schon  vor  Ball  von  Lord  Kelvin  und  G.  Kirdihoff  gegeben 
worden  *^^).  Übrigens  hat  sich  Ball  selbst  mit  solchen  höheren  Pro- 
blemen nicht  beschäftigt.    Er  beschränkt  sich  vielmehr,  dem  anschau- 

410)  Vgl.  IV 16,  Nr.  2  {A.  E.  H.  Lave). 
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liehen  und  elementaren  Charakter  seiner  Darlegungen  entsprechend,  auf 
solche  Fragen,  hei  denen  die  Koordinaten  der  Schrauhongsgeschwindig- 
keit  wie  Li^angesche  Oeschwindigkeitskoordinaten  gehraucht  werden 
können;  hierbei  denkt  sich  BaU  irgend  welche  Bedingungsgleichungen 
fBr  den  starren  Körper  vorgeschrieben,  die  dessen  Bewegungsfreiheit 
einschränken.   Man  vgl.  hierzu  auch  Nr.  7, 18  und  31  dieses  Artikels^^^). 

80«  Drehimg  um  einen  festen  Funkt:  DieBulersohen  Gleichungen. 
Die  schon  in  der  vorhergehenden  Nummer  unter  (G'')  angegebenen 
JSfderschen  Gleichungen 


(1) 


dt 

haben  wegen  ihrer  eigenartigen  Stellung  unter  den  Differential- 
gleichungen der  analytischen  Mechanik  seit  ihrer  Entdeckung  leb- 
haftes Interesse  erregt.  Man  hat  sich  mit  ihnen  immer  wieder  be- 
schäftigt und  ihnen  in  der  Tat  bis  in  die  neueste  Zeit  neue  Seiten  ab- 
gewonnen. Es  scheint  daher  angebracht,  in  zusammenhängender  Weise 
über  die  Methoden  zu  der  Aufstellung  der  Eulerschen  Oleichungen 
zu  berichten,  soweit  diese  einen  elementaren  Charakter  haben;  für  die 
Methoden,  die  der  höheren  Dynamik  angehören,  vgL  IV 13  (P.  Siäckd). 
1)  L.  Euler  ist  im  Jahre  1758  zu  den  Differentialgleichungen, 
die  jetzt  seinen  Namen  tragen,  durch  folgende  Überlegung  gelangt*^^. 
Ist  Pcti^ay  Va7  ta)  ^^  materieller  Punkt  des  Kreisels  mit  der  Masse  dw^, 
so  hat  seine  Geschwindigkeit  die  Komponenten 

(2)         i„  =  xi^  —  Qri^,     ij^  =  Q^^  —  7ct„,     t„  =  ;7riy„  —  xg„, 

und  hieraus  folgen  durch  Differentiation  die  Komponenten   der  Be- 
schleunigung: 

L  =  ^L  —  QVa  +  ^ta  —  QVay 

•*  . 
ia  =  ^Va  —  ^6a  +  ^Va  —  ^^a- 

411)  Eine  aasfühxliche  Analyse  dieser  Untersnchungen  BäÜB  gab  F,  Klein, 
Zeitschr.  Math.  Fhys.  47  (1902),  p.  269. 

412)  Berlin  M^m.  ann^e  1768  (1766),  p.  164.  Die  Eulerschen  Oleichungen 
findet  man  Seite  170;  die  Komponenten  der  Winkelgeschwindigkeit  werden  dabei 
auCfallenderweise  mit  x,  y^  z  bezeichnet.  In  der  Theoria  motus,  §  792,  hat  Euler 
diese  Herleitong  mit  dem  Unterschiede  wiederholt,  dass  er  statt  p^  q^  r  die 
GzÖBsen  oocosa,  o>cos|3,  oicosy  zu  Grunde  legt;  für  o,  a,  /?,  y  erhält  er  natür- 
lich recht  verwickelte  Differentialgleichungen. 

38» 
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Vermöge  dieser  Gleichungen  werden  die  Momente 

quadratische  Formen  der  §^,  ri^,  £^.  Aus  ihnen  gehen  durch  Inte- 
gration über  alle  Punkte  des  Körpers  Momente  hervor,  die  nach  dem 
cFÄlembefiscbLeJi  Prinzip  den  Drehmomenten  der  äusseren  Eoafte  A, 
M;  N  gleich  sind.  Jetzt  nehme  man  an,,  dass  zur  Zeit  t  das  System 
der  if  r]f  ^  mit  den  im  Körper  festen  Hauptaxen  von  0,  also  den 
X,  yj  Zj  zusammen&Ue  und  ersetze  dem  entsprechend  |,  17,  (;  sr,  x,  q\ 
A,  M,  N  durch  x,  y,  z;  p,  q,  r;  X,  Jf,  jY.     Da  nun: 

f(y^  +  z^)dm  ==  Ä,    f(e^  +  x^)dm~B,    f{x^  +  y^)dfn  =  C, 

Jyzdm  =  0,  j  zxdm  =  0,  Jxydm  =  0 

ist,  so  ergeben  sich  für  L,  M,  N  die  "Werte 

Äp  +  (C  —  B)qr,    Bq'\'(A  —  C)rp,  Cr  +  (B  —  C)pq 

und  damit  hat  man  die  Eulerschen  Gleichungen  erhalten. 

Nach  einer  Bemerkung  von  P.  Saint-GuUhem^^^  gelangt  man 
kürzer  zimi  Ziel,  wenn  man  davon  ausgeht,  dass  zwischen  den  Kom- 
ponenten des  Drehimpulses  A,  M,  N  nach  den  im  Baume  festen  Axen 
und  den  Komponenten  L^  =  Apj  M^  «=  Bq^  N^  =  Cr  nach  den  im 
Korper  festen  Hauptaxen  die  Gleichungen  bestehen: 

\  =  Äpa^  +  Bqa^  +  Cra^, 
(4)  M,  =  Äpb,  +  Bqb,  +  Cr6„ 

Nj  =  ApCi  +  Bqc^  +  Crr,. 

Nach  dem  Impulssatze  gelten  nun  die  Gleichungen 

W  dt  —  ^'       dt         ^'     ~dt'—^' 

in  denen  A,  M,  N  die  Komponenten  des  resultierenden  Momentes 
der  äusseren  Kräfte  bezeichnen.  Auf  den  linken  Seiten  möge  man  die 
Werte  der  A^,  M^,  N^  aus  (4)  einsetzen  und  die  Differentiation  aus- 
führen. Jetzt  lasse  man  die  Hauptaxen  mit  den  im  Räume  festen 
Axen  zusammenfallen.     Dann  wird 

ttj  =  1,    a,  =  0,    a,  =  0. 

Femer  ist  nach  den  Formeln  Nr.  28  c,  GL  4)  für  die  Ableitungen  der 

418)  J.  de  math.  (1)  19  (1864),  p.  368;  benutzt  von  Ch,  Sturm,  M^canique, 
8*  ^d.  Pazis  1876,  p.  260.  Vgl.  auch  D.  Chdini,  Bologna  Mem.  10  (1860)  und 
1%.  Gilbert,  Broxelles  Soc.  scientif.  Ann.  2B  (1878),  p.  287. 
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Richtongscosinus  nach  der  Zeit: 

und  es  entsteht  daher  aus  der  ersten  der  Oleichungen  (5)  die  erste 

Enlersche  Gleichnng 

Äp  +  {C—  B)qr  =  L 
u.  s,  w. 

Euler  selbst  scheint  Bedenken  gegen  sein  Verfahren  gehegt  zu 
haben;  denn  er  rechtfertigt  den  Übergang  von  den  im  Räume  festen 
Axen  zu  den  im  Körper  festen  Hauptaxen  mit  den  Worten  differen- 
tiatione  rite  instituta^^).  In  der  Tat  könnte  man  dagegen  einwerfen^ 
dass  bei  der  Identifizierung  von  1;,  rj,  ^  mit  x^  y,  e  die  Geschwindig- 
keiten g,  ijf  5  nicht  in  die  Geschwindigkeiten  i,  y,  k  übergehen,  die 
ja  gleich  Null  sind.  EulerQ  Verfahren,  auf  beliebige  im  Räume  beweg- 
liche Axen  angewandt,  würde  in  der  Tat  zu  falschen  Ergebnissen  führen, 
YgL  Abschnitt  5  dieser  Nummer.  Dass  Euler  trotzdem  zu  richtigen 
Gleichungen  gelangt  ist,  beruht  auf  dem  Umstände,  dass  bei  den  im 
Körper  festen  Axen  nicht  nur  die  ^,  x,  q  in  p,  q,  r  übergehen,  son- 
dern auch  die  i,  x,  q  in  i>,  q^  ^;  die  Gleichungen  ie=p,  x  ==  g, 
p  SS  f  besagen  nämlich,  dass  zur  Zeit  t  der  Herpolhodiekegel  den  Pol- 
hodiekegel  und  gleichzeitig  die  Herpolhodiekurve  die  Polhodiekurve 
berührt. 

Bald  darauf  hat  Euler  einen  zweiten  einwandfreien  Beweis  ge- 
liefert*^'*). Mittels  des  d'Alembertschen  Prinzips  stellt  er  nämlich  die 
Differentialgleichungen  auf,  denen  die  drei  Eulerschen  Winkel  ^,  ^,  q> 
genügen.     Alsdann  setzt  er 

^  sin  ^  sin  9?  -f-  #  cos  <jp  =  l?, 
(6)  j  ^  sin  'O'  cos  (p  —  0*  sin  9?  =  g, 

^  cos  d"  -^  g)  =  ^} 

und  zeigt  durch  eine  umständliche  Rechnung,  dass  jene  drei  Differential- 
gleichungen für  ^,  ^,  ip  bei  Einführung  der  „Abkürzungen^  p,  g,  r  den 
Eulerschen  Gleichungen  äquivalent  sind;  dass  die  p,  q,  r  die  Kom- 
ponenten der  BrehgeschwindigJceit  to  sind,  wird  erst  nachträglich  heraus- 
gebracht. 

2)  J,  Z.  Lagrange^^^)    bewies   (1788)    in   wenigen   Zeilen,   was 

414)  Theoria  motus,  §  792;  Ausgabe  Yon  J.  JPh,  Wolfers^  p.  429. 

416)  Berlin  Mäm.  axin^e  1760  (1767),  p.  176. 

416)  M^caniqae  analytiqne,  1.  ^d.  Paris  1788,  p.  880;  Ausgabe  von  J.  B^- 
trand  2,  p.  206,  228.  Vgl.  auch  E,  J.  Bouth,  Dynamik  1,  p.  366;  P.  Appell^ 
M^canique  2,  p.  814;  JP.  Klein  und  A,  Sommerfeld,  Theorie  des  Kreisels,  p.  164; 
jL.  BoUzmann^  Prinzipe  2,  p.  60. 
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Etder  mühsam  errechnet  hatte.  Mittels  der  kinematischen  Oleichongen 
(6)  lässt  sich  die  lebendige  Kraft  des  starren  Körpers 

durch  d",  ilf,  q>]  d",  if,  j)  ausdrücken;  es  ist  jedoch  gar  nicht  erforder- 
lich, diese  Funktion  yon  d',  il^,  (p]  ^^  ^,  g>  wirklich  herzustellen.  Der 
Ausdruck  der  virtuellen  Arbeit  sei 

Dann  lautet  die  dritte  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung 

ddT       ^y^rf> 
dt  d^        d  fp 
Es  ist  aber: 

dT  _dT    dr  _^ 

<f        or     Of  ' 

folglich  hat  man 

Cr  +  {B  —  A)pq  =  ^, 

Nun  bedeutet  aber  Stp  eine  elementare  Drehung  um  die  jer-Axe,  mit- 
hin ist 

Durch  zyklische  Yertauschung  der  Buchstaben  ergeben  sich  hieraus  die 
beiden  anderen  Eulerschen  Gleichungen. 

Da  die  Winkel  ^,  ^,  9  in  den  Eulerschen  Gleichungen  nur  in- 
sofern vorkommen ,  als  sie  implizite  in  L,  M,  N  enthalten  sind,  so 
wird  man  wünschen,  dass  bei  der  Herleitung  dieser  Gleichungen  jene 
Winkel  ebenfalls  nicht  auftreten.  Um  dieses  zu  erreichen,  liegt  es  nahe: 

(7)  pdt  =  dly     qdt  =  diij     rdt  =  dv 

zu  setzen  und  die  Lagrangesche  Methode  auf  die  Koordinaten  k,  yijV 
anzuwenden.  Man  erkennt  jedoch  sofort,  dass  dieses  Verfahren  zu  der 
falschen  Gleichung  Cr  =  N  führen  würde.  Der  Grund  hierfür  liegt 
darin,  dass  dA,  d^,  8v  keine  exakten  DifiPerentiale  von  Funktionen 
der  Veränderlichen  ^,  ^,  q>  sind,  und  dass  daher  im  besonderen  die 
Gleichungen 

d8X  =  6dky    ddfi  =  ddfi,     ddv  =  5dv, 

die  bei  der  Herleitung  jenes  Verfahrens  vorausgesetzt  werden,  nicht 
erfüllt  sind.  In  einem  der  nachgelassenen  Fragmente,  die  der  zweiten 
Auflage  der  Mecanique  analytique  beigefügt  sind,  hat  Loffrange  an- 
gedeutet,  wie   man  trotzdem  mittels  der  sogenannten  Transüivitäb^ 
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gleichungm 

8dX  —  dök  =  diidv  —  dvSii, 

ddfi  —  d8[i  =  dvdX  —  dXäv, 

Sdv  —  ddv  =  dXd^  —  dfiöX 

zum  Ziele  kommen  kann^^*^.  In  engem  Zusammenhange  mit  diesem 
Ansätze  von  Lagrange  stehen  Untersuchungen,  die  neuerdings  P.  Appdl 
über  die  Herleitung  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung  bei 
ganz  allgemeinen  Annahmen  über  die  vorkommenden  Variationen  an- 
gestellt hat  und  die  ihn  zu  dem  Begriffe  der  Besddeunigungsenergie 
gefuhrt  haben;  P.  Appell  hat  auch  im  besonderen  gezeigt,  wie  man 
auf  diesem  Wege  zu  den  Eulerschen  Gleichungen  gelangt*^®), 

3)  8.  D.  Poisson*^^)  hat  1811  einen  elementaren  Beweis  für  die 
Eulerschen  Gleichungen  gegeben,  bei  dem  die  Winkel  -Ö-,  ^,  (p  nicht 
auftreten. 

Die  Komponenten  der  Geschwindigkeit  des  Punktes  P^  (x^,  y„,  z^ 
nach  den  im  Körper  festen  Azen  der  x,  y,  z  sind: 

(8)  ^a^Q^a  —  rVay    v„  =  rx„—pz„,    w^a  =  Py«  -  2^«, 

folglich  sind  die  Komponenten  nach  den  im  Raum  festen  Axen  der 
iy  Vy  t' 

(9)  ^„  =  b^{qz^  —  ry„)  +  6,(ra;„  —psia)  +  ^iPVa  —  Q^a)y 
U«  =  c^iqe^  —  ry„)  +  (^{rx^  —  pz„)  +  c^{py^  —  qx„). 

Durch  Differentiation  findet  man  hieraus  die  Werte  der  Beschleuni- 

••  •• 

gungen  |^,  'ij  ,  g„;  dabei  sind  die  x  ,  y^,  z^  als  konstant  anzusehen. 
Werden  die  so  gewonnenen  Werte  von  g^,  ^^,  5«   i^   <üö  Ausdrücke 

für  die  Komponenten  der  Beschleunigung  von  P^  nach  den  Axen  der 
Xy  y,  z  eingesetzt  und  für  die  Ableitungen  der  Richtungscosinus  die 
Gleichungen  Nr.  28  c  (4): 

(10)  dl  =  o^r  —  ajg,     •  • .,     \  =  c^q  —  c^p 

benutzt,  so  werden  diese  Komponenten  der  Beschleunigung  beziehungs- 

417)  Mäcaniqae  analjtique,  Ausgabe  von  J.  Bertrand  2,  p.  200,  875;  vgl., 
auch  G.  Kirchhoff,  Mechanik,  6.  Vorl.,  %  2;  K.  Heun,  Arch.  Math.  Phys.  (8)  2 
(1902),  p.  298,  Nr.  17,  von  dem  der  Ausdruck  TransiUvitätsgleichungen  herrührt, 
und  G,  HwomH,  Zeitschr.  Math.  Phjs.  60  (1904),  p.  1. 

418)  M^canique  2,  p.  874 — 380;  vgl.  auch  Anmerkung  451. 

419)  M^canique,  1«  ^.  2,  p.  186,  Paris  1811. 
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weise  gleich: 

^a^  —  ^aP+  (ff^a  —  Pya)P  +   («^a  "  ^^a)^; 

und  man  braucht  jetzt  nur  das  d'Alembertsche  Prinzip  auf  die  Dreh- 
momente nach  den  im  Körper  festen  Axen  anzuwenden,  um  sofort 
die  Eulerschen  Gleichungen  zu  erhalten. 

Nach  einer  Bemerkung  von  T.  Lem-Civita^^)  lassen  sich  die 
Rechnungen  erheblich  abkürzen^  wenn  man  yon  den  Impulsgleichungen 
(5)  ausgeht  und  bei  der  Differentiation  nach  t  die  Gleichungen  (10) 
benutzt.  Ebenso  wie  bei  der  Umgestaltung  des  ersten  ^uZarschen 
Beweises  durch  P.  Saint- Guilhem  erkennt  man  auch  hier^  daß  die 
Betrax^htungen  umständlich  ausfallen,  wenn  man  von  der  DrOiaxe 
ausgeht,  sich  dagegen  erheblich  vereinfachen,  sobald  der  Begriff  des 
Impulses  zu  Grunde  gelegt  wird. 

4)  L,  Poinsot  (1834)  hat  einen  ganz  anderen  W^  eingeschlagen 
und  durch  die  Einführung  fiktiver  Zentrifugalkräfte  ein  anschauliches 
Verständnis  der  Eulerschen  Gleichungen  zu  vermitteln  gesucht^"). 
Der  Gedanke,  der  ihn  leitete,  lässt  sich  am  einfachsten  darl^en,  wenn 
man  sich  der  vektoriellen  Schreibweise  bedient*").  Wenn  der  Vektor 
des  Drehimpulses  mit  den  Komponenten  Äp,  JBq,  Cr  durch  2),  der 
Vektor  des  Momentes  der  äusseren  Kräfte  mit  SR  bezeichnet  wird, 
so  lassen  sich  die  drei  Eulerschen  Gleichungen  in  die  eine  Vektor- 
gleichung zusammenfassen: 

(11)  ^  =  [2).»]  +  ajt. 

Das  Vektorprodukt  aus  *S)  imd  der  instantanen  Winkelgeschwindig- 
keit m,  das  auf  der  rechten  Seite  steht,  lässt  sich  deuten,  indem  man 
sich  denkt,  dass  die  instantane  Drehaxe  im  Körper  fest  sei  und  dieser 
um  sie  mit  der  konstanten  Winkelgeschwindigkeit  lu  rotiere.  An 
jedem  Massenpunkte  P^  des  starren  Körpers  wird  dann  eine  Zentri- 
fugalkraft angreifen,  und  alle  diese  Zentriftigalkräfte  haben  hinsicht- 
lich des  festen  Punktes  0  ein  resultierendes  Moment,  dessen  Vektor 
genau  gleich  [S  •  Xd]  ist.  Da  jedoch  bei  der  wirklichen  Bewegung  des 
starren  Körpers  die  instantane  Drehaxe  ihre  Lage  im  Körper  bestandig 

420)  Meccanica,  p.  S88. 

421)  J.  de  math.  (1)  16  (1861),  p.  44. 

422)  Vgl.  P.  G.  Tait,  Edinburgh  Royal  Soc.  Trang.  26  (1869);  p.  279; 
F.  Klein  und  A.  Sommerfeld,  Theorie  des  Kreisels,  p.  142;  F.  Jung,  Arch.  Malh. 
Phys.  (3)  6  (1908),  p.  206. 


80«  Der  einzelne  staire  Körper:  Die  Enlerschen  Gleichungen.  587 

ändert^  so  hat  Painsot  für  diese  Zentrifagalkräftie  den  Namen  fikUve 
Zentrifugalkräfte  vorgeschlagen. 

Dass  Poinsot  seine  Interpretation  als  eine  Art  von  Axiom  hin- 
gestellt hat,  anf  Grund  dessen  man  umgekehrt  die  Euierschen  Glei- 
chungen ableiten  könne,  ist  mit  Recht  beanstandet  worden^^^). 

6)  P,  Saint' Ghiühem  hat  inj  demselben  Bande  des  Liouvilleschen 
Journals  vom  Jahre  1851,  das  den  Wiederabdruck  von  Poinsois  Theorie 
nouTelle  de  la  rotation  des  corps  von  dem  Jahre  1834  enthält,  eine 
Deutung  der  Enlerschen  Gleichungen  gegeben,  die  im  Gegensatze  zu 
Poinsots  kinetischer  Interpretation  durch  fiktive  Zentrifugalkräfte  als 
eine  kinemaUsche  Interpretation  durch  relative  Bewegungen  bezeichnet 
werden  könnte^^).  Den  Impulssatz  für  die  Momente  spricht  Saint- 
Guühem  in  der  Form  aus,  dass  der  Vektor  des  Momentes  der  äusseren 
Kräfte  gleich  der  vektorieU  aufgefassten  absoluten  Geschwindigkeit 
ist,  die  dem  Endpunkte  des  Vektors  des  Impulsmomentes  zukommt, 
wenn  er  von  dem  festen  Punkte  aus  abgetragen  wird.  Diese  ab- 
solute Geschwindigkeit  aber  zerlegt  er  in  zwei  Komponenten;  die 
erste  ist  die  vektorieU  aufgefasste  absolute  Geschwindigkeit  des 
Punktes  des  starren  Körpers,  der  mit  dem  Endpunkte  des  Impuls- 
vektors zusammenfällt,  die  zweite  die  vektorieU  aufgefasste  relative 
Geschwindigkeit  des  Endpunktes  gegen  den  starren  Körper.  Zerlegt 
man   diese   beiden  Komponenten  nach    den   im  Körper  festen  Axen 

de,   «,,,.,   so   fnd.i  »»   d.«,  Wi*.^..».,  ^.  ^,  ^ 

und  N^q — M^r^  L^r  —  Njp,  M^p  —  L^q  und  hat  daher  genau  wie 
in  Nr.  29a,  Gl.  6  die  Gleichungen: 


(12) 


dt 


die  bei  der  Annahme,  dass  die  rc,  y,  a  Hauptazen  sind,  in  die  Enlerschen 
Gleichungen  übergehen.  Daneben  legt  Saint^Gruilhem  freilich  grossen 
Wert  darauf,  zu  zeigen,  dass  jene  beiden  Komponenten  auch  den  von 
Painsot  gefundenen  kinetischen  Sinn  haben.  Erst  in  einer  zweiten 
Abhandlung,  die  er,  „um  einige  Dunkelheiten  aufzuklären'',  im  Jahre 


423)  Für  die  Kritik  der  PaineoiBchen  Ableitung  vgl.  J.  Bertrcmd^  Nouy.  ann. 
(1)  16  (1866),  p.  187;  Ph.  GiJbeH,  Brozelles  Soc.  scientif.  Ann.  2B  (1878),  p.  287; 
F.  Klein  nnd  A,  Sommerfeld,  Theorie  des  Kreisels,  p.  146, 

424)  Theorie  nouTelle,  Paris  1884  «  J.  de  math.  (1)  16  (1861),  p.  347. 
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1854  folgen  lieäs^^),  spricht  er  es  ausdrücklich  aus,  dass  jene  kinetUdim 
Betrachtungen  für  die  Ableitung  der  EtUerBchen  Gleichungen  ni4JU  in 
Betracht  kommen,  dass  vielmehr  diese  Gleichungen  lediglich  die 
kinematische  Tatsache  ausdrücken,  dass  die  vektorieU  avfgefassie  abso- 
lute Geschivindigkeit  des  Endpunktes  des  Imptdsvektars  die  geomekiscke 
Stimme  der  relativen  Geschwithdigkeit  und  der  FortßUirungS'G^sdtwifh 
digkeit  in  besfug  auf  den  starren  Körper  ist 

Saint' CruHhems  Herleitung,  die  an  Einfachheit  und  Durchsichtig- 
keit wohl  das  Höchste  leistet,  wurde  sofort  von  Ch,  Ddaunay  in 
den  Trait^  de  mecanique,  Paris  1856  aufgenommen,  jedoch  ohne 
Nennung  des  Nameus.  Sie  findet  sich  ebenso  in  dem  Lehrbuch  der 
Mechanik  von  Ch.  Despeyrous^  Paris  1886  (2,  p.  228)***),  und  auch 
P.  Appell  hat  sie  bereits  in  der  ersten  Auflage  seiner  Mecanique  2, 
Paris  1896,  p.  192  benutzt. 

Zu  derselben  Herleituug  der  £u2erschen  Gleichungen  ist  im 
Jahre  1856  H.  B,  Ray  ward  gelangt  ^'^),  und  J,  Clerk  MaxweU  hat 
bald  darauf  nachdrücklich  auf  ihre  Wichtigkeit  hingewiesen^;  auch 
E.  J,  Routh  hat  in  seiner  Dynamik  (1860)  auf  Hayward  Bezug  ge- 
nommen ^'^.  Aus  diesen  englischen  Quellen  hat  dann  F,  Klein  die 
kinematische  Herleitung  der  J^ti^erschen  Gleichungen  kennen  gelernt^ 
während  ihm  die  Abhandlungen  Saint-Guilhe^ns  und  die  anschliessende 
französische  Literatur  entgangen  waren. 

Ein  grosser  Vorzug  der  Herleitung  von  Saint-Cruilliem  besteht  auch 
darin,  dass  sie  sich  sofort  auf  den  Fall  ganz  beliebiger  Axen  übertragen 
lässt.  Hat  man  nämlich  irgend  ein  Koordinatensystem  der  x*,  y*,  si^, 
das  weder  im  Räume  noch  im  starren  Körper  fest  ist,  so  braucht  man 
nur  die  Geschwindigkeit  des  Endpunktes  des  Impulsvektors  als  die 
geometrische   Summe   der    relativen   Geschwindigkeit   und   der   Fort- 


425)  J.  de  math.  (1)  19  (1854),  p.  S46;  vgl.  auch  Toulouse  Mdm.  (4)  5  (1S65), 
p.  338  »  Nouv.  ann.  (1)  15  (1856),  p.  63 ;  siebe  auch  die  Zitate  von  Ph.  Gilbert, 
BruxelloB  Soc.  scientif.  Ann.  2  B  (1878),  p.  266. 

426)  Vgl.  auch  die  Abhandlung  von  Ch,  Despeyrous,  Toulouse  Fac.  Mem. 
(8)  3  (1881),  p.  145. 

427)  Cambridge  Phil.  Soc.  Trans.  10^  (1858),  p.  1;  die  Abhandlung  ist 
datiert  vom  19.  Februar  1856. 

428)  Edinburgh  Royal  Soc.  Trans.  21«  (1857)  =»  Scientif.  Papers,  Cambridge 
1890,  1,  p.  248. 

429)  Dynamik  2,  p.  4;  vgl.  auch  G.  SchoiUtn,  Nieuw  Archief  (2)  5  (1901), 
p.  86;  C.  Barm,  Science  (2)  13  (1901),  p.  914;  A.  G.  GreenhiU,  Science  (2)  14 
(1901),  p.  973. 

430)  F,  Klein  un^  A.  Sommerfeld,  Theorie  des  Kreisels,  Heft  1,  Leipzig  1897, 
p.  113,  142. 
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f&hrangsgeschwindigkeit  des  Koordinatensystems  der  x^,  y*,  z^  dar- 
zustellen, um  die  zugehörigen  Differentialgleichungen  für  die  Kom- 
ponenten p*,  g*,  r*  der  Drehgeschwindigkeit  to  zu  erhalten**^).  Zu 
diesen  Gleichungen  kommen  dann  selbstverständlich  noch  die  kine- 
matischen Gleichungen,  die  angeben ,  wie  die  p*,  g*,  r*  von  den  drei 
L^ekoordinaten  des  Körpers  und  deren  Ableitungen  nach  der  Zeit 
abhängen.  Solche  im  Raum  und  im  Körper  bewegliche  Koordinaten- 
axen  hat  man  im  besonderen  bei  dem  Studium  der  Präzessions-  und 
Nntationserscheinungen  und  auch  bei  dem  Rollen  von  schweren 
Umdrehungskörpem  auf  einer  Ebene  angewandt;  vergl.  Nr.  35  und  38 
dieses  Artikels. 

31.  Beibung.  Gebundene  Bewegungen;  niohtholonome  Be- 
dingungen. 

Von  den  gebundenen  Bewegungen  eines  starren  Körpers  hat  vor 
allem  die  Kreiselung  um  einen  festen  Punkt  wegen  der  Schönheit  des 
analytischen  Ansatzes  und  der  Wichtigkeit  für  praktische  Anwen- 
dungen Interesse  erregt.  Daneben  hat  man  aber  auch  andere  ge- 
bundene Bewegungen  der  mannigfaltigsten  Art  betrachtet.  Während 
die  elementaren  Bewegungen  eines  starren  Körpers  in  erschöpfender 
Weise  untersucht  worden  sind,  soweit  dafür  die  linearen  Glieder  mass- 
gebend sind  (vgl.  Nr.  28  dieses  Artikels),  steht  eine  systematische  Be- 
handlung der  endlichen  Bewegungen  allerdings  noch  aus;  schon  eine 
geordnete  Zusammenstellung  der  sehr  zerstreuten  Literatur  würde  hier 
eine  verdienstliche  Arbeit  sein.  Das  gilt  sogar  für  die  einfachste  An- 
nahme über  den  Zwang,  die  man  nax^h  der  Annahme  eines  im  Körper 
festen  Punktes  machen  kann,  dass  nämlich  der  starre  Körper  K  eine 
Kontakt-  oder  Berührungsbewegung  ausführt,  das  heisst,  dass  er  bei  seiner 
Bewegung  beständig  mit  einem  zweiten  starren  Körper,  der  ruht  oder 
sich  in  bekannter  Weise  bewegt,  der  Unterlage  K*,  in  Berührung 
bleibt*'*).     Eine  solche   Berührung  kann   in   Punkten,    Kurven    und 


481)  Vgl.  etwa  G.  M,  Slesser,  Quart.  J.  of  math.  4  (1861),  p.  65;  H.  Eesal, 
Paris  C.  R.  78  (1871),  p.  1160;  74  (1872),  p.  10;  Trait^  de  mecanique  gänörale  1, 
Paris  1878,  p.  247;  E.  J.  Bouih,  Dynamik  1,  p.  224;  2,  p.  1;  P.  Appell,  Meca- 
nique 2,  p.  162,  248,  Roolements,  p.  12;  A.  G.  Wehster,  Dynamics,  p.  260,  299. 

482)  Das  grosse  Lehrbuch  von  G.  Koenigs,  Le9on8  de  cinämatique,  Paris 
1897  und  auch  der  Artikel  IV  8  {A.  Schoenflies  und  3f.  Grübler)  bringen  nur  sehr 
wenig  über  die  Berührungsbewegungen.  Dass  diesen  auch  fOr  die  Geometrie 
selbst  erbebliche  Bedeutung  zukommt^  zeigen  die  Ausfuhrungen  von  G.  Darboux 
über  das  Rollen  von  krummen  Flächen,  Le9ons  sur  la  th^orie  des  surfaces  4, 
Paris  1896,  livre  YIII,  chap.  6  und  7;  vgl.  auch  E.  BeUrami,  Giom.  di  mat.  11 
(1878),  p.  98  s=  Opere  matematiche  2,  p.  410. 
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Fläcbeustücken  stattfinden;  auch  können  mehrere,  ja  unendlich  viele 
dieser  Möglichkeiten  gleichzeitig  oder  nach  einander  eintreten. 

Im  Folgenden  werde  der  Einfachheit  wegen  vorausgesetet^  dass  die 
Berührung  nur  in  einem  einzigen  Punkte  P  stattfindet  und  die  Ober- 
flächen der  beiden  Körper  in  P  eine  gemeinsame  Tangentialebene  E 
besitzen;  ein  Teil  der  dabei  gewonnenen  Sätze  lässt  sich  auf  die  ver- 
wickeiteren  Fälle  übertragen. 

Die  relative  Geschwindigkeit  der  Punkte  von  K  gegen  K*  erhält 
man  folgendermassen.  Der  Körper  K  besitzt  relativ  zu  K*  1)  eine 
Translationsgeschwiniigkeit  vt,  die  Oleiigesdiwindigkeit,  die  gleich  der 
relativen  Geschwindigkeit  von  P  ist;  der  Geschwindigkeitsvektor  Dr 
liegt  in  der  gemeinsamen  Tangentialebene  E]  2)  eine  instantane 
Drehung  tt)  mit  der  WirJcdgeschmndigkeit  od  um  eine  durch  P  gehende 
Äxe,  die  man  in  eine  Komponente  XOe  nach  der  Ebene  E  und  eine 
Komponente  tt)j^  senkrecht  dazu  zerlegt;  diese  heisst  die  Bohrgesci^icith 
digJceit,  jene  die  EoUgeschwindigheit  von  K,  Je  nachdem  nur  eine  der 
Geschwindigkeiten  Vt,  tOs,  tojv^  von  NuU  verschieden  ist,  wird  die 
Bewegung  ein  reines  Gleiten  (glissement),  reines  BoilUn  (roulement), 
reines  Bohren  (pivotement)  genannt;  in  manchen  Fällen  aber  wird 
unter  Rollbewegung  auch  eine  solche  Bewegung  verstanden,  bei  der 
kein  Gleiten  stattfindet**^). 

Die  d'Alembertsche  Reaktion  9}  steht  in  P  auf  E  senkrecht. 
Ausserdem  muss  sie  den  Körper  K  an  die  Unterlage  K*  andrücken. 
Wenn  das  nicht  der  Fall  ist,  hört  der  Körper  auf,  die  Unterlage  zu 
berühren  und  setzt  seine  Bewegung  zunächst  so  fort,  als  ob  die 
Unterlage  nicht  vorhanden  wäre;  es  gelten  dann  ähnliche  Betrach- 
tungen, wie  sie  bei  der  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  auf  einer 
krummen  Fläche,  Nr.  15,  p.  503  dieses  Artikels,  angestellt  worden 
sind.  Diese  Bemerkung  ist  besonders  dann  von  Wichtigkeit,  wenn 
man  analytisch  gegebene  Bedingungen  mechanisch  zu  realisieren  ver- 
sucht, vgl.  Nr  36  b  6)  dieses  Artikels. 

31a.  Beibung.  Um  den  Verlauf  der  gebundenen  Bewegung  eines 
starren  Körpers  zu  ermittehi,  genügt  es  im  Allgemeinen  nicht,  allein 
die  d'Alembertschen  Reaktionen  zu  berücksichtigen,  vielmehr  ist  die 
Reibung  zwischen  dem  bewegten  Körpen  und  den  Körpern,  mit 
denen  er  in  Berührung  steht,  von  Bedeutung,  ja  eine  Durchführung 
der  Rechnungen  ohne  Berücksichtigung  der  Reibung  vermag  fast 
überall  nicht  einmal  eine  erste  Annäherung  an  den  wirklichen 
Hergang  zu  geben.     So  kommt  es,   dass  man  schon  früh  gerade  bei 

488)  Vgl.  etwa  die  Darstelliing  bei  P.  ÄppeU,  Mäcanique  1,  p.  68. 
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den  Problemen  des  Gleitens,  Rollens ,  Bohrens  der  d'Alembertschen 
Beaktionskraft  91,  die  in  P  auf  E  senkrecht  steht,  Beibungskräfte 
hinzugefügt  hat.  Man  pflegt  diese  Beibungsknlfte  auf  Grund  der  so« 
genannten  Coulombschen  Gesetze  anzusetzen  (vgl.  Nr.  6  dieses  Ar- 
tikels). Jedoch  ist  nicht  zu  vergessen,  dass  nuui  in  der  Praxis  zur 
Verringerung  der  Reibung  meistens  Schmiermittel  anwendet;  für  die 
wesentlichen  Änderungen^  die  alsdann  eintreten,  vgl.  IV 10  {K,  Heun). 

Über  die  gleitende  Beibung  im  Sinne  der  sogenannten  Coulomb- 
schen Gesetze  ist  bereits  in  Nr.  6  dieses  Artikels  berichtet  worden. 
Je  nachdem  die  Gleitgeschwindigkeit  Vt  gleich  Null  oder  von  Null 
yerschieden  ist,  unterscheidet  man  staMsche  und  kinetische  Reibung. 
Die  kinetische  gleitende  Reibung  F  ist  eine  Einzelkraft,  die  in  E 
liegt  und  in  P  angreift;  sie  ist  dem  Vektor  t)j  entgegengerichtet.  Ihre 
Intensität  jP  wird  als  proportional  der  Intensität  i2  der  Reaktion  91 
ADgenommen,  sie  ist  also  gleich  /*«ü;  die  Eonstante  f  heisst  der 
Reibungskoeffizient. 

Dem  RoUen  widersetzt  sich  die  rottende  Reibung,  ein  Eräftepaar, 
dessen  Aze  in  E  liegt  und  die  Richtung  der  Eomponente  XOe  hat^^). 
Die  Grösse  des  Momentes  dieses  Paares  wird  im  Coulombschen  Sinne 
ebenfalls  proportional  B  angesetzt,  aber  mit  einem  erheblich  kleineren 
Proportionalitatsfaktor;  falls  gleichzeitig  gleitende  und  rollende  Reibung 
auftreten,  pflegt  man  daher  die  rollende  Reibung  zu  yemachlässigen. 
Wenn  es  darauf  ankommt,  die  Reibungswiderstände  zu  vermindern, 
z.  B.  bei  der  Bewegung  von  Axen  in  Lagern,  sucht  man,  wegen 
der  E^einheit  der  rollenden  Reibimg,  die  gleitende  Bewegung  in  eine 
rollende  zu  verwandeln  (Eugellager). 

Endlich  stellt  sich  dem  Bohren  die  bohrende  Beibung  entgegen; 
sie  ist  im  Coulombschen  Sinne  ein  E^räftepaar,  dessen  Aze  in  den 
Vektor  der  Drehgeschwindigkeit  to^  fällt  und  dessen  Intensität  wieder 
proportional  B  sein  soU**^). 

Scheinbar  geringfügige  Nebenumstände  ^  etwa  kleine  Unregel- 
mässigkeiten in  der  Oberfläche  der  Unterlage,  können  jedoch  die 
Reibungserscheinungen  stark  beeinflussen;  hierher  gehört  z.  B.  das 
sogenannte  Einumrzeln  eines  Spielkreisels*'*).  Über  die  Eritik,  die 
neuerdings  P.  Painleve  nach  mathematischer  wie  nach  physikalischer 


484)  G.  W.  Leibniz,  Berlin  Miscellanea  1  (1710),  p.  816;  vgl.  E.  Gerland, 
Leibnizens  nachgelassene  Schriften  physikalischen,  mechanischen  nnd  technischen 
Inhalts,  Leipzig  1906,  p.  115. 

485)  Über  die  bohrende  Reibung  giebt  es  eine  Monographie  von  H,  L^ute, 
Th^se,  Paris  1876;  Tgl.  auch  L,  Lecomu,  Paris,  C.  R.  138  (1904),  p.  554. 

486)  Siehe  etwa  F.  Klein  und  A,  Sommerfeld,  Theorie  des  Kreisels,  p.  620. 
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Richtung   an   der   sogenannten   Conlombschen   Theorie   der   Beibimg 
geübt  hat,  vgl.  Nr.  6  und  38  dieses  Artikels. 

Bei  der  Untersuchung  der  gebundenen  Bewegung  mit  Reibung 
hat  man  zu  beachten,  dass  die  Reibungswiderstande  immer  nur  hem- 
mend wirken  imd  die  Geschwindigkeit  der  Bewegung,  der  sie  sich  ent- 
gegenstellen, höchstens  yernichten,  aber  niemals  umkehren  können^^. 
Es  kann  daher  zum  Beispiel  sehr  wohl  eintreten,  dass  eine  Be- 
rührungsbewegung, bei  der  Anfangs  Gleifen  stattfand,  sich  in  eine 
rollend-bohrende  Bewegung  verwandelt  und  umgekehrt  (vgl.  Nr.  38 
dieses  Artikels).  Wenn  jedoch  der  Reibungskoeffizient  f  sehr  gross 
ist,  wird  unter  normalen  Umstanden  kein  Gleiten  eintreten  können; 
von  hier  aus  ist  es  zu  verstehen,  dass  man  sagt,  f&r  unendlich 
grosses  f  trete  immer  eine  rollend-bohrende  Bewegung  ein.  Die  Unter- 
lage heisst  alsdann  volücommen  rauh,  während  sie  in  dem  idealen  Fall^ 
dass  /*<=0  ist,  voUkonimm  glatt  genannt  wird^^).  Zu  beachten  ist 
jedoch,  dass  die  Begriffe  glatt  und  rauh  nur  relative  Bedeutung  haben; 
eine  Unterlage  K*  kann  also  etwa  in  bezug  auf  einen  gewissen 
Körper  K^  als  vollkommen  rauh,  aber  in  bezug  auf  einen  gewissen 
Körper  K^  als  vollkommen  glatt  angesehen  werden. 

31b.  Aufistellnng  der  Differentialgleiohnngen  der  Bewegmifi^ 
für  einen  starren  Körper  auf  einer  Unterlage.  Der  EinfEu^hheit 
halber  werde  angenommen,  dass  die  Unterlage  im  Räume  fest  sei.  Der 
Anfangspimkt  der  im  Räume  festen  Koordinaten  g,  17,  g  sei  irgend  ein 
Punkt  Slj  der  Anfangspunkt  der  im  Körper  K  festen  Koordinaten 
sein  Schwerpunkt  S.  Zwischen  den  beiden  Arten  von  Koordinaten 
bestehen  dann  die  Gleichungen: 

Wenn   also   die  Koordinaten  des  gemeinsamen  Punktes  P  durch  den 
Index  1  ausgezeichnet  werden,  hat  man  die  Relationen: 


"^ 


487)  Diese  Bemerkung  gilt  indessen  nur  für  Unterlagen,  die  fest  sind  oder 
sich  nach  einem  gegebenen  Gesetze  bewegen.  Ganz  anders  verhält  es  sich, 
wenn  Körper  und  Unterlage  zusammen  ein  zweigliedriges  System  bilden;  denn 
in  diesem  Falle  kann  gerade  durch  die  Reibung  Energie  von  einem  der  beiden 
Körper  auf  den  anderen  übertragen  werden  und  die  Beibung  icirkt  jetzt  he- 
wegungsfördemd  (Reibungskoppelung);  vgl.  IV  10  {K.  Heun). 

488)  Für  die  Reibung  überhaupt  vgl.  noch  die  Darstellungen  bei  F.  EJdn 
und  A,  Sommerfeld,  Theorie  des  Kreisels,  Kapitel  Vü  und  P.  Appell,  M^caniqne 
1,  p.  287  und  2,  p.  105. 
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(1)  6i  =  lo  +  «1^1  +  ^Vi  +  «3^1, 

(2)  ^1  =  %  +  h^i  +  hVi  +  h^i, 

(3)  Si  =  So  +  Ci^i  +  ^yi  +  ^8^1- 

Die  Oberfläche  der  Unterlage  habe  die  Gleichnng  <{>($,  i;,  {;)  =  0, 
die  Oberfläche  des  Körpers  dagegen  werde  durch  die  Gleichnng 
F{Xj  y,  jßf)  =  0  dargestellt.     Mithin  ist: 

(4)  ^(li,i?i,Si)  =  0, 

(5)  i^(^i,yi,^i)  =  o. 

Die  Normale  91  der  Unterlage  im  Punkte  P  habe  die  Richtungs- 
kosinus «1  ßy  y\  diese  sind  als  bekannte  Funktionen  der  Koordinaten 
iij'^ijii  anzusehen.  Hieraus  ergeben  sich  die  Bichtungscosinus  von  31 
nach  den  Axen  der  x^y^z  vermöge  der  Gleichungen: 

co8(5R,a:)  =  aa^  -j-  ßh^  +  y^y 
cos  (31, y)  =  aa^  -f-  ßh^  +  yc^^ 
cos  {%e)  =  «03  +  ß\  +  yc„ 

und  diese  Richtungscosinus  müssen  wegen  der  Berührung  der  beiden 
Oberflächen  in  P  mit  den  Richtungscosinus  der  Normale  von  £  in  P 
übereinstimmen.     Man  hat  daher  die  beiden  Gleichungen: 

(6,  7)     cos(SR,a.):co8(gi,y):co8(5R,.)  =  gf)^ :  Q^ :  (|^^ , 

wo  der  Index  1  besagt,  dass  in  die  partiellen  Ableitungen  von  F{Xj  y,  e) 
für  x,y,a  die  Koordinaten  x^,yi,z^  von  P  einzusetzen  sind. 

Die  so  entwickelten  sieben  Gleichungen  sollen  als  die  geometrischen 
Gleichungen  des  Problems  bezeichnet  werden.  In  ihnen  kommen  ausser 
den  Lagekoordinaten:  |q,  rj^,  t^]  d'y  ^,  q)  des  starren  Körpers  K  die 
unbekannten  Koordinaten  x^yy^y  e^;  5i,  i^i,  5i  des  Berührungspunktes  P 
vor.  Werden  diese  sechs  Koordinaten  eliminiert,  so  ergiebt  sich  eine 
Bedingungsgleichung  zwischen  den  Lagekoordinaten  von  Ky  und  man 
hat  es  daher  mit  einem  System  von  fünf  Graden  der  Freiheit  zu  tun. 

Zu  den  sieben  geometrischen  Gleichungen  treten  zimächst  die 
drei  kinematischen  Gleichungen  (Nr.  28  c,  Gl.  5): 

(8)  p  =  '^  sin  %'  cos  q>  -^  b  cos  qp, 

(9)  tf  =  ^  8111  ^  cos  (f  —  -^  sin  9, 

(10)  r  =  ij;  cos  -ö-  +  9?, 

denen  man  jetzt  die  Jcinetischen  Gleichungen  hinzuzufügen  hat.  Das 
sind  aber  dieselben  Gleichungen,  wie  bei  einem  freien  starren  Körper, 
vorausgesetzt,  dass  zu  den  äusseren  Ej-äften  noch  die  d'Jdembertsche 
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Reaktion  91  im  Punkte  P  hinzagenommem  wird;  suBBerdoB  md  da 
auBseren  Eüräften  die  ßeibungswidenüinde  hinzmcareelinen.  Die  Raik- 
üon  91  liegt  in  der  Normale  91;  damit  die  Körper  K  und  K^  vik- 
rend  des  Zeitelementes  dt  in  Ber&hnmg  bleiben,  mnss  die  Reaktioc 
das  Bestreben  haben,  den  Körper  an  die  Unteriage  ansodrocken. 

Auf  diese  Art  ergeben  sich  f&r  die  Bewegong  des  SchwetpoiiktM 
S  des  Körpers  K  die  Gleichungen: 

(11)  f«§  =  =  +  Ä«, 

(12)  «^  =  H  +  B/I, 

(13)  m'J^^=Z  +  Äy: 

hierin  bedeutet  R  die  Intensiüt  der  Reaktion  91-  Ferner  gdtea 
fär  die  relatire  Bewegung  des  Körpers  K  um  seinen  Sehwerponkt 
die  ficferschen  Gleichungen: 

(14)  ^^^  +  (i;— CV  =L  +Ä(rjCos(9l,y)  — ^oos«,j  ^ 

(15)  5^+ (C  — ^;rji  =  lf+B(xiCOs(9l,r)  — £iOos{9l,x)), 

(16)  C~^  +  {A—  B)pq=  X  +  R(y,cos{9l,x  —  X,  cos^Sty  l 

Auf  diese  Art  hat  man  ebeusoTiele  Gleichungen  gefunden,  als  die 
Anzahl  der  ünbekannt'en  beträgt^. 

In  manchen  Fallen  ist  es  Torteilhafl;  statt  der  Eulerochen  Gla- 
cbungen  die  Differentialgleichungen  für  die  Komponenten  der  instan- 
tanen  Drehungsgeschwindigkeit  to  nach  Axen  zu  nehmen ,  die  gegen 
den  Körper  K  beweglich  sind;  die  kinematischen  Gleichungen  ei^ 
leiden  dann  auch  entsprechende  Änderungen^'.  Diese  Methode  wird 
in  Nr.  38  dieses  Artikels  an  dem  Beispiel  des  rollenden  Reifens  er- 
läutert werden. 

Wenn  der  Körper  JC  in  P  eine  Spitze  hat,  die  bestandig  mit  der 


439)  S.  D.  Poiitwn,  Mecaniqne,  1.  4d.,  2,  p.  178,  Puib  1811.    Die  Eeibmig 
hier  nicht  berücksicbtigt;  dma  hat  PoiBson  ent  geUiaa  Bali  de  Fenune, 

6  (1825),  p.  165  und  in  der  nreitien  Auflage  der  IftoLniqne,  Paria  Ic^SS,  2,  p  229. 

Vgl  auch  A.  Cowmot,  J.  f.  Math.  5  (1830),  p.  ISS,  223:  8  (1832\  p.  1,  sowie  die 

Darstelhmgen  bei  F.  Mituling,  Mechuiik,  p.  325;  A.  Amihor,  DisL  Leipzig  1S69 

und  C.  Seuwiann,  Leipzig  Ber.  1888,  p.  22. 

440;  Bewegliche  Axen  finden  sich  schon  bei  G.  M.  SZnver,  Qoazl  J.  of  math. 

4  (1861),  p.  65:    vgl  auch  E.  J.  Rouih,  Dynamik  2,  Eap.  5,  sowie  P.  4nM0, 

BoalemsBti,  Paris  1899. 
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Unterlage  in  Berührung  ist,  wie  das  bei  dem  in  Nr.  37  behandelten 
Spielkreisel  der  Fall  ist,  so  sind  die  Koordinaten  x^y  y^  e^  als  kon- 
stant anzusehen.  Die  Gleichungen  (5),  (6,  7)  kommen  alsdann  in 
WegEall,  während  sonst  alles  beim  Alten  bleibt. 

81  c.  Niohtholonome  Bedingungen.  Bei  der  Bewegung  eines  starren 
Körpers  auf  einer  Unterlage  kann  man  von  vornherein  die  Bedingung 
stellen,  dass  kein  Gleiten  stattfinden  soll,  dass  also  der  Körper,  im 
weiteren  Sinne  des  Wortes,  auf  einer  vollkommen  rauhen  ünterli^e 
roUt.  Damit  die  Geschwindigkeit  des  Berührungspunktes  P  ver- 
schwindet, müssen  die  beiden  Gleichungen  bestehen: 

d|o  +  ^i^öti  +  y^da^  +  z^da^  =  0, 


(17) 


Hierin  sind  dai,---,d\  lineare  Differentialformen  von  d^,  dt,  dtp. 
Wenn  man  also  %^,  tj^,  d;  t,  9>  ^Ib  die  fflnf  unabMngigen  Lagekoordi- 
naten des  rollenden  starren  Körpers  ansieht,  so  wird  seine  Beweglich- 
keit im  Infinitesimalen  beschiänkt  durch  zwei  Bedingungsgleichungen 
der  Form 

Fl  =  d|o  +  e^d»  +  "Vidt  +  <l>id9  =  0, 

F,  =  drio  +  e^d»  +  VjdV  +  '^tdtp  =  0, 


(18) 


in  denen  ©i,  •  •  •,  <t>2  Funktionen  von  lo?  %?  ^)  t)  V  smSi.  Dass  trotzdem 
die  Bollbewegung  fünf  Grade  der  Freiheit  hat,  erklärt  sich  dadurch, 
dass  die  Differentialformen  F^  und  F^  nicht  integrabel  sind  und  auch 
nicht  durch  Verbindung  mit  einander  eine,  integrable  Form  ergeben, 
dass  also  aus  ihnen  keine  etidliche  Gleichung  zwischen  den  fünf  Lage- 
koordinaten  hergeleitet  werden  kann.  Im  Sinne  von  Ä  Hertz  hat 
man  es  daher  beim  Rollen  eines  starren  Körpers  mit  nichtholonomen 
Bedingungen  zu  tun**^),  und  es  gelten  auch  hier  die  Betrachtungen, 
die  in  Nr.  16  dieses  Artikels  für  nichtholonome  Punktbewegungen 
angestellt  worden  sind. 

Wenn  zwischen  den  Lagekoordinaten  endliche  Gleichungen  be- 
stehen, pflegt  man,  um  die  Reaktionen  zu  eliminieren,  die  Anzahl  der 
Koordinaten  auf  das  Minimum  zu  reduzieren,  und  erhält  zur  Bestim- 
mung der  Bewegung  nach  der  in  Nr.  7  dieses  Artikels  auseinander- 
gesetzten Methode  die  betreffenden  Lagrangeschen  Differentialgleich- 
ungen. Eine  solche  Reduktion  ist  im  Falle  der  Rollbewegungen  nicht 
möglich.    Die  Mittel  zur  Überwindung  der  hierin  liegenden  Schwierig- 

441)  Mechanik,  Leipzig  1894,  p.  91,  96;  Hertz  ist  gerade  durch  die  Be- 
trachtung von  Bollbewegnngen  auf  die  Unterscheidung  holonomer  und  nicht- 
holonomer  Systeme  gef&hrt  worden. 

Zncjklop.  d.  math.  Wif tensch.    IV  1,  i.  S9 
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keit  lagen  jedoch  schon  seit  1788  bereit,  da  das  Verfahren  der  EuUr- 
Lagrangeschen  Multiplikatoren  auch  bei  nichiholonomen  Bedingnnga- 
gleichungen  zum  Ziele  führt^*).  Werden  nämlich  die  f&nf  Lagekoordi- 
naten der  Kürze  wegen  durch  q^,  q^y  •  •  *,  q^  bezeichnet^  so  hat  man 
nur  mit  ihnen  die  Ausdrücke  der  lebendigen  Kraft  T  und  der  yir- 
tuellen  Arbeit  dW  zxx  bilden.     Es  sei  also 

X 

und  die  Bedingungsgleichungen  mögen  lauten 

Alsdann  ei^eben  sich  die  LagrangeBchen  Differentialgleichungen 

^1^)  lll£-|f,-=««  +  ^^«  +  '*^'     (x  =  l,2,...,5), 

in  denen  X  und  fi  Multiplikatoren  bedeuten.  Zu  diesen  fünf  Glei- 
chungen treten  noch  die  beiden  Gleichungen 

(20)  -5'A9.  =  0,    ^5^  =  0, 

SO  dass  man  sieben  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  sieben  unbe- 
kannten q^, '  •  •,  q^]  X,  (i  hat***). 

Anstatt  diesen  von  Lagrange  gebahnten  Weg  einzuschlagen,  haben 
einige  Autoren  irrtümlicher  Weise  die  Gleichungen  (20)  benutzt,  um 
aus  dem  Ausdrucke  der  lebendigen  Kraft  T  zwei  der  Geschwindigkeits- 
komponenten, etwa  q^  und  g^,  zu  eliminieren  und  aus  dem  umgestalteten 
Ausdruck  der  lebendigen  Kraft;  T*  die  zugehörigen  Z/i^raii^^schen 
Differentialgleichungen  abzuleiten;  dabei  wirkte  der  verführende  Um- 


442)  In  der  M^canique  analytiqne,  Paris  1788,  p.  46  s==  OenTres  11,  p.  78 
B&gtJ.  L.  Lagrange  sogar:  „en  g^n^ral  nous  repr^enterons  par  dL*=^0,  (i3f  »0, 
.  .  .  les  ^quations  de  condition  entre  ces  differentieUes,  Boit  qne  ces  äquations 
soient  elles-m^mes  des  diff^rences  ezactes  ou  non,  ponryn  qne  les  diffeientielles 
n'y  soient  qne  Unfaires''.  An  anderen  Stellen  freilich,  z.  B.  M^caniqne,  p.  S27 
«=  Oeuvres  11,  p.  836,  drückt  er  sich  so  aus,  als  ob  man  aUe  Bedingnngsgleich- 
nngen  durch  Einfuhrung  geeigneter  Koordinaten  beseitigen  könne.  VgL  auch 
C.  Neumann,  Leipzig  Ber.  1888,  p.  22. 

443)  Vgl.  IV  1,  Nr.  88  {A.Voss);  von  der  Litteratur  sei  hier  noch  genannt: 
£,  J.  Bouth,  Dynamik  2,  Kap.  6;  Ä.  Vierkandt,  Monatshefte  f.  Math.  3  (1892), 
p.  31,  97;  /.  Hadamard,  Paris  C.  R.  118  (1894),  p.  397;  Bordeaux  Soc.  de 
scienc.  (4)  5  (1896)^  p.  397;  P.  Appell,  Boulements,  Paris  1899,  chap.  4  and 
M^canique  2,  chap.  24;  P.  Worontz,  Moskau  Math.  Sammlung  22  (1901),  p.  659 
(russisch).  Die  Gleichungen  der  Bewegung  eines  starren  Körpers,  der  ohne 
Gleitung  auf  einer  unbeweglichen  Fläche  rollt,  Kijew  1903  (russisch);  E,  Carcaüo, 
J.  de  r^c.  polyt.  (2)  6  (1900),  p.  119;  6  (1901),  p.  1;  G.  Morera,  Torino  Atti  38 
(1903),  p.  57. 
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stand  mit^  dass  bei  den  betreffenden  Spezialfällen  zufällig  die  Koordi- 
naten ^4  und  q^  in  diesen  Zo^an^eschen  Gleichungen  fehlten^. 
Man  überzeugt  sich  leicht^  dass  die  so  erhaltenen  Gleichungen  im 
allgemeinen  mit  den  legitimen  Gleichungen  nicht  vertraglich  sind^^); 
ausnahmsweise  kann  es  sich  allerdings  ereignen^  dass  eine  von  ihnen 
richtig  ist^^.  P.  Appell  hat  diesen  Fehler  in  den  später  ausg^ebe- 
nen  Exemplaren  der  ersten  Auflage  seiner  M^canique  (1896)  ver- 
bessert und  bald  darauf  in  einer  eigenen  Abhandlung  auf  ihn  hin- 
gewiesen**^. Unabhängig  von  ihm  haben  ihrerseits  5.  Tschaplyffin^ 
und  D.  J,  Kartetceg*^^)  dieselbe  Bemerkung  gemacht. 

Es  giebt  einen  Fall,  in  dem  der  umgestaltete  Ausdruck  T*  der 
lebendigen  Erafk  immer  zu  richtigen  Ergebnissen  führt.  Wenn  mau 
nämlich  die  kleinen  Schwingungen  eines  rollenden  starren  Körpers  um 
eine  Gleichgewichtslage  untersucht  und  dabei  die  Yemachlässigungen 
vominmit,  die  in  der  Theorie  der  kleinen  Schwingungen  üblich  sind 
(vgl.  Nr.  9  dieses  Artikels),  so  fallen  gerade  die  Glieder  fort,  in  denen 
sich  die  illegitimen  Gleichungen  von  den  legitimen  unterscheiden*^^). 

Durch  Elimination  von  X  und  /t  erhält  man  aus  den  Gleichungen 
(19)  und  (20)  fünf  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung,  in  denen 
nur  die  Koordinaten  9i,  *  -  -,  ^5  nebst  ihren  ersten  und  zweiten  Ablei- 
tungen vorkommen.  Wie  P.  Appell  gezeigt  hat,  ergeben  sich  diese 
Gleichungen  unmittelbar,  wenn  man  statt  der  lebendigen  Kraft  T  die 
Beschleunigungsenergie  S  zu  Grunde  legt,  die  als  das  Integral  der  mit 
dem  Massenelement  multiplizierten  halben  Beschleunigungsquadrate 
aller  Punkte  des  Systems  definiert  wird^^^).    Im  vorliegenden  Fall  wird 


444)  Vgl.  z.  B.  G.  Schauten,  Amsterdam  Versl.  en  Meded.  (3)  5  (1888),  p.  292; 
P.  Molenbroek,  Nieuw  Archief  17  (1890),  p.  180;  E.  Lindelöf,  Acta  Soc.  Fenn. 
21  (1894),  Ni.  10.  Ein  einfaches  Beispiel  für  den  Fehlschluss  giebt  E.  J.  Routh, 
Dynamik  1,  p.  864;  vgl.  anch  Nr.  80  2),  p.  684  dieses  Artikels. 

446)  i^.  M.  Ferrers,  Quart.  J.  12  (1872),  p.  1;  vgl.  auch  die  Ausführungen 
in  Nr.  80  2)  dieses  Artikels  über  die  Transitivitätsgleichungen,  sowie  P.  ÄppeU, 
Roulements,  p.  43. 

446)  Vgl.  etwa  P.  Appell,  M^canique  2,  p.  878. 

447)  Bull.  soc.  math.  de  France  26  (1898),  p.  266;  vgl.  auch  Palermo  Girc. 
mat.  Bend.  14  (1900),  p.  1. 

448)  Moskau,  Arbeiten  der  physikalischen  Sektion  der  Kaiserlichen  Gesell- 
schaft der  Freunde  der  Naturkunde  9^  (1897),  p.  10  (russisch). 

449)  Nieuw  Archief  (2)  4  (1899),  p.  130;  Palermo  Oirc.  mat.  Rend.  14 
(1900),  p.  7. 

460)  J.  D.  Korteweg,  Nieuw  Archief  (2)  4  (1899),  p.  180.  Dass  bei  den 
kleinen  Schwingungen  in  allen  FgiUen  der  Unterschied  zwischen  holonom  und 
nichtholonom  fortfilllt,  hat  F.  Klein  bemerkt,  ZeiUchr.  Math.  Phys.  47  (1902),  p.  260. 

451)  P.  Appell,  Paris  C.  R.  129  (1899),  p.  317,  428,  469;    J.  f.  Math.  121 

89* 
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S  eine  Funktion  der  Koordinaten  9i;*-',95  nebst  ihren  ersten  und 
zweiten  Ableitungen.  Die  gesuchten  Differentialgleichungen  lauten 
alsdann: 

(21)  M--Q'    (x='l,2,...,5). 


n 


X 


Die  Berechnung  von  8  wird  erleichtert  durch  einen  Satz  von  P.  Ap- 
pell, der  das  genaue  Analogen  des  Satzes  von  Samud  König^*)  ist.  Hier- 
nach ist  die  Beschleunigungsenergie  eines  Systems  gleich  der  Summe  der 
Beschleunigungsenei^e,  die  der  im  Schwerpunkt  vereinigten  Gresami- 
masse  m  zukommt ,  und  der  Beschleunigungsenergie  f&r  die  relatiTe 
Bewegung  des  Systems  um  den  Schwerpunkt^^^).  Alle  diese  Fragen 
können  jedoch  erst  in  den  Artikeln  über  analytische  Mechanik  lY  11 
bis  13  (P.  Stäckd)  ausführlicher  besprochen  werden. 

B.  Der  einzelne  starre  Körper:  Spezielle  Ausfolirnngen« 

32.  Drehung  tun  eine  feste  Axe.  1)  Ein  starrer  Körper,  der 
gezwungen  'ist,  sich  um  eine  im  Räume  feste  Axe  zu  drehen,  bildet 
ein  System  mit  einem  (}rade  der  Freiheit;  denn  seine  Lage  ist  voll* 
standig  bestimmt  durch  die  Angabe  des  Winkels  tp,  um  den  er  sich 
▼on  der  Anfangslage  aus  um  die  Axe  gedreht  hat.  Wenn  man  von 
der  Reibung  absieht,  also  das  Lager,  in  dem  die  Axe  liegt,  als  yoU- 
kommen  glatt  annimmt,  so  liefert  sowohl  der  Satz  von  der  leben- 
digen Kraft  als  auch  der  Flächensatz,  angewandt  auf  die  Drehaxe, 
jeder  für  sich  für  die  Bewegung  des  Körpers  dieselbe  Gleichung: 

(1)  »»c"S=N; 

hierin  bezeichnet  m  die  Gesamtmasse  des  Körpers,  c  ist  der  Gyra- 
tionsradius,  N  das  Moment  der  wirkenden  Kräfte  in  bezug  auf  die 
Drehaxe. 

Zur  Berechnung  der  Reaktion  der  Axe  pflegt  man  in  der  theo- 
retischen Mechanik  anzunehmen,  dass  diese   in  zwei  Punkten   0'  und 


(1900),  p.  810;  122  (1901),  p.  205;  J.  de  math.  (6)  7  (1900),  p.  6;  Annuaire  des 
math.,  Paris  1902,  p.  407;  M^canique  2,  p.  874;  Tgl.  auch  G.  A.  Mtiggi,  Rom 
Acc.  Line.  Rend.  (5)  10"  (1901),  p,  287;  JET.  Foincar^,  Paria  C.  R.  182  (1901), 
p.  869;  G,  Hamel,  Zeitechr.  Math.  Phys.  60  (1004),  p.  1;  Th.  E.  B,  Jourdain, 
Quart.  J.  of  math.  36  (1904),  p.  61.  Den  Namen  Beschleunigungsenergie  h*t 
A.  de  Saint-Germain  vorgeschlagen,  Paris  C.  R.  130  (1900),  p.  1174;  er  findet 
sich  jedoch  schon  bei  /.  König,  Math.  Ann.  31  (1888),  p.  1. 

452)  Acta  emd.  Lips.  1761;  vgl.  auch  Nr.  10,  p.  488  diese  Artikek. 

463)  P.  Appeü,  M^canique,  2,  p.  881. 
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O'  festgehalten  wird.  Es  möge  ein  im  Räume  festes  Koordinaten- 
system der  \y  if^y  \  eingeführt  werden,  dessen  Anfangspunkt  der 
Punkt  Qf  ist,  und  dessen  ^-Axe  mit  der  festen  Axe  zusammenfällt. 
Die  S*  Koordinate  von  O'  sei  hy  die  Koordinaten  des  Schwerpunktes 
seien  \^y  ri^y  t^y  die  Komponenten  der  Resultante  S  der  wirkenden 
Kräfte  nach  den  Koordinatenaxen  H,  H,  Z,  die  Komponenten  des  resul- 
tierenden Momentes  SR  nach  diesen  Axen  A,  M,  N.  Alsdann  ergeben 
sich  für  die  Komponenten  der  Reaktionen  in  0'  und  0":  £',  H',  2! 
und  £",  H",  Z'  die  fiinf  Gleichungen: 

E'  +  E"    +H  =  — 9*lo  — 9^0^ 
H'  +  H"    +H  =  -<p*%  +  9'go, 

r  +  Z"    +Z  =  0; 

—  ÄH"  +  A  =  +  j>'fritdm  —  g>ßidmy 
+  A="  +  M  =  -  <p^e|dn  —  ipßtdm. 

Um  die  Integrale   Cvit^dm  und  j\^dm   zu  berechnen,   die  über 

alle  Massenelemente  dm  des  starren  Körpers  zu  erstrecken  sind,  hat  man 
ein  im  Körper  festes  Koordinatensystem  der  x,  y,  z  einznfüliren,  bei  dem 
die  j9-Axe  mit  der  {;-Axe  zusammenfalle,  während  der  Winkel  zwischen 
der  X-  und  der  S-Axe  gleich  fp  sein  möge.  Werden  die  Jionstcmien 
Deviationsmomente  in  bezug  auf  den  Punkt  0'  mit  2),  -B,  F  bezeich- 
net (vgl.  Nr.  28  b  dieses  Artikels),  so  ist 


(2) 


(3) 


(fi^dm  =  E  sinq)  -{-  D  cos  qp, 
Ctidm  =  JE  cos  9  —  D  sin  9. 


Aus  den  Gleichungen  (2)  in  Verbindung  mit  (3)  lassen  sich 
E',  H',  E!\  H''  ermitteln,  sobald  9  als  Fimktion  der  Zeit  bekannt 
ist;  dagegen  erhält  man  aus  ihnen  nur  die  Summe  der  Komponenten 
Z'  und  Z",  so  dass  die  Reaktionen  in  0'  und  0"  nach  der  Richtung 
der  festen  Axe  einzeln  genommen  unbestimmt  bleiben.  Man  hat 
also  hier  einen  Fall  hinetostatischer  Unbestimmtheit*^  vgl.  Nr.  29c  und 
42  dieses  Artikels.  Um  die  Unbestimmtheit  zu  heben,  kann  man, 
wie  bei  der  statischen  Unbestimmtheit,  die  elastischen  Deformationen 
heranziehen;   vgl.  Nr.  27  dieses  Artikels. 

Für  die  praktischen  Anwendungen,  mit  denen  man  es  in  der 
physikalischen  und  technischen  Mechanik  zu  tun  hat,  ist  freilich  die 
angegebene  Berechnung  der  Reaktionen  nicht  ausreichend;   denn  die 


600  IV  6.   P.  Stäckel    Elementare  Djnamik. 

Drehung  um  die  feste  Axe  wird  hier  meistens  durch  Lager  von  end- 
licher Ausdehnung  realisiert***). 

2)  In  der  Maschinentechnik  verwendet  man  oft  feste  Körper  von 
betnLchtlicher  Masse,  die  sich  mit  grosser  Winkelgeschwindigkeit  um 
feste  Axen  drehen  (Mühlsteine,  Schwungräder,  Lanfivder  von  Tur- 
binen usw.).  Um  die  Beanspruchung  der  Axe  tunlichst  zu  yermeiden, 
hat  man  nach  den  Gleichungen  (2)  die  Massen  so  anzuordnen,  dass 
die  Axe  möglichst  genau  mit  einer  durch  den  Schwerpunkt  gehenden 
Hauptaxe  übereinstimmt.  Es  sind  daher  vielfach  Verfahren  aus- 
gebildet worden,  um  eine  Ausbalanzierung  der  Massen  in  dem  ge- 
nannten Sinn  zu  erzielen*^)  und  die  Genauigkeit  der  Einstellung 
einer  Drehaxe  im  gegebenen  Falle  zu  prüfen***). 

Schtüungräder  im  engeren  Sinne  des  Wortes  dienen  dazu,  den 
Gang  dauernd  rotierender  Maschinenteile  gegenüber  den  periodisch 
auftretenden  Schwankungen  des  Kraftfeldes  und  der  Massenkonfigu- 
ratiou  der  Getriebeteile  möglichst  gleichförmig  zu  erhalten;  vgl.  IV  10 
(K,  Heun).  Man  erhält  einen  ungefähren  Einblick  in  die  mechanischen 
Verenge,  die  sich  hierbei  abspielen,  wenn  man  sich  vorstellt,  dass 
das  gesamte,  aus  den  treibenden  Kräften  und  den  Widerstandskräften 
resultierende  Moment  N  um  die  Drehaxe  unmittelbar  auf  das  Schwung- 
rad, beschleunigend  oder  verzögernd,  einwirkt.  Bezeichnet  man  das 
Trägheitsmoment  des  Schwungrades  in  bezug  auf  die  Drehaxe  mit  C 
und  mit  L  die  Arbeit  von  N  in  dem  Teile  einer  Periode,  in  dem 
die  Winkelgeschwindigkeit  co  der  Drehung  von  ihrem  grössten  Werte 
Omax  auf  ihren  kleinsten  Wert  comin  sinkt,  so  ist: 

In  dem  Verhältnis  von  ©iax  —  ©^  zu  dem  mittleren  Werte  o*  de« 
Quadrates  der  Winkelgeschwindigkeit  hat  man  ein  M(iS8  für  die  Un- 
gleichfärmigJceit  des  Ganges  der  Masdiine.  Wenn  es  sich  darum  handelt, 
die  Gh*öBe  von  C  und  damit  die  Dimensionen  des  Schwungrades  für 
eine  auszuführende  Anlage  zu  bestimmen,  hat  man  das  Mass  der  Un- 
gleichförmigkeit  als  gegeben  anzusehen;  über  die  Schwierigkeiten,  die 
die  Bestimmung  von  L  und  die  genaue  Definition  des  Ungleich- 
fÖrmigkeitsgrades  mit  sich  bringt,  wird  in  IV  10  (K.  Heun)  berichtet 
werden. 


464)  Vgl.  auch  Nr.  42  dieses  Artikels,  sowie  lY  10  {K,  Heun), 

466)  Vgl.  z.  B.  Ä.  Ymn  Villarceau,  J.  de  math.  (2)  6  (1870),   p.  816   und 

A.  Stodola,  Die  Dampfturbinen,  3.  Aufl.,  Berlin  1905,  p.  181. 

466)  Beschreibung  eines  solchen  Apparates  von  Haffner  bei  P.  Appell,  J. 

de  Täc.  polyt.  (8)  9  (1904),  p.  161. 
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3)  Wenn  das  Drehmoment  N  der  wirkenden  Kräfte  in  bezug  auf 
die  feste  Axe  yerschwindet,  so  ist  «S^  <=  0,  mithin  o  konstant.  Ver- 
schwinden auch  noch  die  Momente  A  und  M^  so  dass  die  wirkenden 
Sjrafbe  einer  im  Punkte  0  angreifenden  Einzelkraft  äquivalent  sind;  so 
werden  die  Gleichungen  (2),  sobald  die  feste  Axe  eine  zu  0'  gehö- 
rende Hauptaxe  ist^  durch 

E"  =  0,     H"  =  0,     Z"  =  0 

befriedigt.  Es  gilt  also  der  Satz:  Wenn  auf  einen  starren  Körper,  der 
sich  um  einen  festen  Punkt  0'  dreht,  Kräfte  wirken,  die  einer  durch 
(/  gehenden  Einzelkraft  äquivalent  sind,  so  wird  der  Körper,  wenn 
er  sich  anfänglich  mit  einer  gegebenen  Winkelgeschwindigkeit  um 
eine  der  zu  0'  gehörenden  Hauptaxen  drehte,  diese  Bewegung  be- 
ständig fortsetzen.  Man  nennt  aus  diesem  Grunde  die  Hauptaxen 
auch  permanente  Drehaxen^^"^.  Sollen  auch  noch  die  Komponenten 
E;  H',  Z'  verschwinden,  so  muß 

8^.  Hieraus  folgt  im  besonderen  der  Satz:  Wenn  ein  starrer  Körper, 
auf  den  keine  Kräfte  wirken,  sich  anfänglich  um  eine  zum  Schwer- 
punkt gehörige  Hauptaxe  dreht,  so  setzt  er  diese  Bewegung  mit 
konstanter  Winkelgeschwindigkeit  fort.  Aus  diesem  Grunde  heissen 
die  zu  dem  Schwerpunkt  gehörigen  Hauptaxen  auch  spontane  Dreh- 
Äten*^®).  Für  die  Frage  der  Stabilität  der  permanenten  und  spon- 
tanen Drehaxen  vgL  Nr.  34  a  dieses  Artikels. 

4)  Ist  die  auf  den  starren  Körper  wirkende  Ejraft  die  Schwere  und 
liegt  die  feste  Axe  horizontal,  so  hat  man  es  mit  dem  sogenannten 
jsusammengesetaten  oder  physikalischen  Pendel  zu  tun;  für  die  Geschichte 
dieses  Problems  vgl.  Nr.  35  a  dieses  Artikels.  Einen  eingehenden 
Bericht  über  die  praktische  Verwendung  des  Pendels  findet  man  in 
IV  7  (PA.  Furtwängler),  Dort  ist  auch  die  Lehre  von  der  Wage  dar- 
gestellt, die  man  in  erster  Annäherung  als  ein  Pendel  ansehen  kann; 
in  zweiter  Annäherung  ist  sie  eine  dreigliedrige  ebene  Körperkette, 
VgL  Nr.  41c  dieses  Artikels. 

Befindet  sich  der  Schwerpunkt  S  des  Pendels  in  der  Entfernung 
l    von    der    Drehaxe,     so    ist    U  =^  mglsin  (py    und    man    hat    die 

457)  Diesen  Namen  scheint  Ä.  M.  Amphre^  Paris  Mäm.  5,  annäe  1881/82 
(1826),  p.  76  eingeführt  zu  haben.  Der  Sache  nach  finden  sich  die  permanenten 
Axen  schon  bei  L.  Euler,  Theoria  motus,  Ghreifswald  1766,  p.  224;  Etiler  sagt 
dafSr  freie  Axe  (axis  liber). 

458)  Vgl.  Nr.  25,  p.  546  dieses  Artikels.  /.  L.  Lagrange  versteht  in  der 
M^canique  analjtiqne  unter  spontanen  Axen  das,  was  man  jetzt  permanente 
Axen  nennt,  und  bezeichnet  die  jetzigen  spontanen  Axen  als  natürliche  Axen, 
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OleichuDg: 

(1 )  -j^ ^  8"!  v; 

die  Bewegnng  ist  also  isochron  mit  der  eines  maÜiematiBchen  Pmdels 
der  Länge  V  =  c^/l.  Im  Falle  unendlich  kleiner  Schwingungen  ist  die 
Schwingnngsdauer 

(4)  2«|/f*. 

Um  diese  zu  bereclmen,  mQsste  man  c  und  l  kennen.  In  der 
Praxis  bestimmt  man  umgekehrt  c  und  l  durch  die  Beobachtung 
Yon  Schwingungszeiten;  auf  das  grosse  Gebiet  der  experimentellen 
Bestimmung  von  Trägheitsmomenten  in  Physik  und  Technik  kann 
jedoch  hier  nicht  eingegangen  werden  ^^•). 

Man  lege  nunmehr  durch  S  und  die  feste  Axe  die  Halbebene  und 
ziehe  in  ihr  die  Parallele  zur  Axe  im  Abstände  l\  Dann  schwingen  die 
in  den  Punkten  dieser  Geraden  enthaltenen  Massenteilchen  des  Pendels 
80;  als  ob  sie  vom  starren  ^Körper  losgelöst  und  jeder  für  sich  mit 
der  Axe  fest  yerbunden  seien;  wie  man  V  hierdurch  experimentell 
bestimmen  kann^  hat  J.  Clerk  MaxweU  gezeigt^.  Chr.  Huygens 
nannte  jene  Parallele  Schtoingungsdxe  und  bewies,  daB  umgekehrt,  wemi 
die  Schwmgungsaxe  festgehalten  wird,  die  ursprüngliche  Drehaxe  die 
zugehörige  Schwingungsaxe  wird**^).  Bezeichnet  man  noch  den  Gyra- 
tionsradius,  den  man  für  die  Parallele  zu  der  festen  Axe  durch  den 
Schwerpunkt  erhält,  mit  A*,  so  ist  ebenfalls  nach  Chr.  Huygens: 

(5)  r-^i  +  ^l, 

imd  es  gilt  daher  der  Satz:  Wenn  in  einer  Ebene  durch  den  Schwer- 
punkt zwei  von  ihm  nicht  gleichweit  entfernte  parallele  Axen  als  feste 
horizontale  Drehaxen  genommen  dieselbe  Länge  des  isochronen  Pen- 
dels ergeben,  so  ist  diese  Länge  gleich  dem  Abstände  der  beiden 
Parallelen.  Auf  diesem  Satze  beruht  das  in  der  Geodäsie  viel  be- 
nutzte Reversiompendd^^^). 

459)  Vgl.  etwa  Fr.  KoMrausdi^  Lehrbuch  der  praktischen  Physik,  9.  Aufl. 
Leipzig  1901.  Eine  monographische  Darstellung  dieser  Untersuchungen  wftre 
sehr  erwünscht;  einiges  Material  dazu  findet  man  bei  /.  van  Bün,  Diss. 
Utrecht  1890. 

460)  Matter  and  motion,  London  1876  =  Snbstanz  imd  Bewegnng,  Braun- 
schweig  1881,  p.  116;    Tgl.  auch  L.  BoUzmann^  Prinzipe  1,  p.  201. 

461)  Horologium  oscillatorium,  Paris  1673. 

462)  J.  O.  F.  Bohnenberger,  Astronomie,  Tübingen  1811,  p.  447;  H.  Kakr, 
Phil.  Trans.  1818;  vgl.  auch  F.  Kraft,  Aufgaben  2,  p.  303,  J.A.  Grunert^  Arch. 
Math.  Phys.  47  (1867),  p.  119. 
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Die  Formel  (5)  zeigt,  wie  sich  V  ändert,  wenn  man  die  Dreh- 
B  parallel  im  Körper  verschiebt.  Für  beliebige  Verschiebungen 
t  die  Formel: 


V=.l  \  ««'  +  P5'  +  yc'. 


^rin  bedeuten  Oy  ß,  y  die  Richtnngscosinus  der  Drehaxe  gegen  die 
cen  der  i,  ij,  g  und  a,  bj  c  sind  die  Gyrationshalbmesser,  die  zum 
hwerpunkte  gehören***).  Den  Komplex  der  Drehaxen  im  Körper, 
r  die  V  eine  gegebene  Länge  hat,  haben  J,  B.  Biot*^)  und  0.  BöJden^ 
tersucht. 

Zum  Schluss  sei  noch  auf  die  Aufgaben  hingewiesen,  die  sich 
i  der  Lehre  von  der  Regulierung  und  Kompensation  des  ührpendels 
{eben***);  femer  möge  auch  der  Metronom  yon  J,  H.  Mälzd^'')  er- 
Ihnt  werden. 

5)  Im  Vorhergehenden  ist  yon  der  Beihung  abgesehen  worden, 
ese  hängt  wesentlich  davon  ab,  wie  die  Fordenmg  der  festen  Drehaxe 
ilisiert  wird,  und  das  ist  auf  sehr  verschiedene  Arten  möglich**^, 
enn  es  auch  in  der  Praxis  gelingt,  dmtjh  geeignete  Schmiermittel, 
igeUager  u.  s.  w.  die  Grösse  der  Reibungswiderstände  sehr  herunter- 
drücken, 60  darf  man  diese  doch  in  vielen  Fällen  nicht  vemach- 
isigen.  Von  derselben  Grössenordnung  ist  dann  aber  auch  der  Ein- 
ss,  den  andere  störende  Umstände  haben,  z.  B.  die  Elastizität  des 
äterials,  und  man  wird  so  zu  Problemen  geführt,  die  durchaus 
r  physikalischen  oder  der  technischen  Mechanik  angehören***). 

Zum  Schluss  möge  noch  für  diese  ganze  Nummer  auf  die  aus- 
brliche  Behandlung  der  Drehung  eines  starren  Körpers  um  eine 
ite  Axe  bei  E,  J,  Boiith^  Dynamik  1,  Kap.  III,  hingewiesen  werden. 

33.  Ebene  Bewegungen.  Die  Bewegung  eines  starren  Körpers 
ißt  eine  ebene  Bewegung ,   wenn  die  Geschwindigkeitsvektoren  aUer 


468)  8,  D.  Poisson,  M^canique,  1.  ^d.  2,  p.  119,  Paris  (1811). 
464)  J.  ^.  polyt.  cahier  18  (1806),  p.  242. 

466)  J.  f.  Math.  98  (1882),  p.  177;  Zeitschr.  Math.  Fhys.  28  (1883),  p.  804; 
L  auch  H.  Buass,  Math.  Nat.  Verein  in  Württemberg  Mitteil.  5  (1892),  p.  58. 

466)  Vgl.  VI «,  4,  Nr.  2,  8  (C.  Ed.  Caspary). 

467)  Zeitschr.   for   österreichische  Gymnasien  6  (1865),   p.  861;   vgl.  auch 
.  Jüllten,  Probl^mes,  2.  ^d.  2,  p.  184—147  und  A.  Hirn,  Paris  C.  B.  106  (1887),  p.  40. 

468)  Siehe  schon  X.  Euler,  Acta  Petrop.  pro  ann.  1782,  P.  11  (1786),  p.  164 
Theoria  motns,  2.  Anfl.  Greifswald  1790,  Supplementum,  cap.  7;  vgl.  femer 
Joukowskij,  Moskau  Arbeiten   der  phys.  Sektion  der  Kais.  Ges.  d.  Freunde 

r  Naturkunde  7  (1896),  Hefb.  2,  p.  28  (russisch). 

469)  Vgl.  IV  7  {Th,  Furtwängler), 
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seiner  Punkte  stets  einer  festen  Ebene  parallel  bleiben  ^^);  das  findet 
zum  Beispiel  statt,  wenn  ein  Körper  mit  einer  ebenen  Grundfläche 
auf  einer  festen  Ebene  gleitet.  Da  sich  jeder  Punkt  des  Körpers  in 
einer  Ebene  bewegt,  die  jener  festen  Ebene  parallel  ist^  so  genügt  es, 
die  Bewegung  in  einer  der  Parallelebenen  zu  kennen;  man  sagt  daher 
auch,  daß  die  ebene  Bewegung  der  Bewegung  eines  starren  Oebildes 
in  zwei  Dimensionen  äquivalent  ist.  Betrachtet  man  im  besonderen 
die  durch  den  Schwerpunkt  S  gehende  Parallelebene,  so  ist  die  Lage 
des  Körpers  yoUständig  bestimmt,  wenn  man  kennt  1):  die  Koordi- 
naten des  Schwerpunktes  Iq?  %  ^^  bezug  auf  ein  in  der  Ebene  festes 
System  der  |,  17;  2)  den  Winkel  9),  den  eine  im  Körper  feste,  von 
S  ausgehende  und  in  der  ^i^-Ebene  liegende  Grerade  mit  der  |-Axe 
bildet.  Mithin  hat  die  ebene  Bewegung  drei  Grade  der  Freiheit, 
eben  so  viele,  wie  die  Drehung  eines  starren  Körpers  um  einen  festen 
Punkt,  aus  der  sie  in  der  Tat  als  Grenzfall  henrorgeht,  wenn  man 
den  festen  Punkt  ins  Unendliche  rücken  lasst. 

Bewegungen  dieser  Art  hat  schon  Johann  BernouUi  untersudit 
(1742),  der  zeigte,  dass  die  zugehörigen  Elementarbew^rungen,  all- 
gemein gesprochen,  in  der  Verbindung  einer  Schiebung  (Translation) 
parallel  der  festen  Ebene  und  einer  Drehung  um  eine  darauf  senk- 
rechte Axe  bestehen,  deren  Durchstosspunkt  mit  der  Ebene  variiert ^'^). 
Man  kann  aber  die  Schiebung  durch  Wahl  einer  besonderen  Axe, 
der  Momenta^iaxe,  zu  Null  machen  und  der  Bewegungsvorgang  lasst 
sich  daher,  wie  wohl  zuerst  JHf.  Chades  (1829)  erkannt  hat*^*),  kine- 
matisch als  das  Abrollen  einer  im  starren  System  festen  Kurve  auf 
einer  in  der  Ebene  festen  Kurve  beschreiben.  Diese  Kurven  werden 
als  Polhahnen  oder  auch  als  Zentroden  (Körperzentrode  und  Raum- 
zentrode) bezeichnet*'*). 

Im  19.  Jahrhundert  sind  die  ebenen  Bewegungen  Gegenstand 
zahlreicher  Untersuchungen  geworden,  teils  weil  sie  einfache  Beispiele 
für  -die  Dynamik  des  starreu  Körpers  geben,  teils  wegen  der  tech- 
nischen Anwendungen.     Bei  den  Maschinen   ist  nämlich   ein  grosser 


470)  Wie  G.  Darboux,  Paris  C.  B.  98  (1881),  p.  118  erkannt  hat,  genOgt  ei 
nicht,  zu  verlangen,  dass  der  Geschwindigkeitsvektor  eines  jeden  Punktes  in 
einer  Ebene  bleibt;  vgl.  IV  3,  Nr.  21  (Ä.  Sehoenflies  nnd  M.  Grübler). 

471)  Opera  oninia  4,  Lausanne  1742,  p.  265. 

472)  Vgl.  Bull.  SOG.  math.  de  France  6  (1878),  p.  208.  Geometrisch  ist  <1m 
Abrollen  zweier  Kurven  schon  1638  von  R.  Descartes  betrachtet  worden, 
Oeuvres  7,  p.  88. 

473)  Vgl.  IV  8,  Nr.  8  (Ä,  Schoenßiea  und  M.  Grubler)  sowie  für  den  Aus- 
druck Zentrode  etwa  A.  Gray,  Physik  1,  p.  92. 
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Teil  der  Organe  so  gefesselt,  dass  sie  ebene  Bewegangen  ausführen; 
man  denke  etwa  an  das  Kurbelgetriebe  bei  einer  Dampfmaschine. 
Freilich  ist  man  hier  vielfach  bei  der  kinematischen  Behandlung 
stehen  geblieben,  die  dafür  bis  ins  Einzelnste  durchgeführt  worden  ist; 
vgl.  IV  3,  Nr.  8 — 18  (Ä.  Schoenflies  und  M,  Grubler)  sowie  die  Dar- 
stellung bei  Q.  Koenigs,  Le^ons  de  cinematique,  Paris  1897,  p.  137. 

Die  Schwerpunktssätze  liefern  die  beiden  Gleichungen 

<1)  -?iV  =  H,      m^;j-=H, 

und  dazu  kommt  vermöge  des  Satzes  von  der  lebendigen  Kraft  bei 
der  relativen  Bewegung  (vgl.  Nr.  10  dieses  Artikels)  als  dritte  Gleichung: 

<2)  »»c«S^  =  N; 

hierin  bedeutet  c  den  Gyrationsradius  und  N  das  Drehmoment  der  wir- 
kenden Kräfte  für  das  Lot,  das  in  S  auf  der  festen  Ebene  errichtet  wird. 
Derselbe  Ansatz  ^sst  sich  benutzen,  wenn  weitere  Bedingungen  hinzu- 
treten; man  hat  dann  nur  den  wirkenden  Kräften  die  aus  den  Ver- 
bindungen entspringenden  Reaktionen  hinzuzufügen.  Ausführliche 
Angaben  über  die  Aufstellung  und  Integration  der  Differential- 
gleichungen (1)  und  (2)  findet  man  in  den  Werken  von  P.  AjypeU^'^^), 
E.  Budde^'^^)  und  J,  E.  Routh^'^^),  in  denen  auch  zahlreiche  Beispiele 
behandelt  werden.  Für  weitere  Beispiele  sei  auf  31.  JuUien^'^'^)  und 
A.E.U.Love^'^^)  verwiesen.  Es  möge  genügen,  hier  als  hübsches  Beispiel 
den  bergan  laufenden  Doppelkegel*'^)  zu  nennen,  der  sich  vielfach 
in  den  älteren  physikalischen  Kabinetten  findet. 

Für  die  Besonderheiten  bei  den  Bewegungen  mit  Reibung  sei 
auf  Nr.  31  dieses  Artikels  sowie  IV  10  (K.  Heun)  verwiesen. 

34.  Xräftefreier  EreiseL  Ein  Kreisel,  d.  h.  ein  starrer  Körper, 
der  gezwungen  ist,  sich  um  einen  festen  Punkt  0  zu  drehen,  heisst 
kräftefrei,  wenn  äussere  Kräfte  auf  seine  Bewegung  keinen  Einfluss 
haben.  Da  die  Zwangsbedingung  verhindert,  dass  die  Resultante  ${ 
der  etwa  vorhandenen  äusseren  Kräfte,  in  0  angreifend,  dem  Körper 
eine    Translation    erteilt,     so    genügt    es,     dass     ihr    resultierendes 


474)  M^caniqne  2,  p.  91—105. 
476)  Mechanik  2,  p.  676—778. 

476)  Dynamik  1,  Kap.  4. 

477)  ProblömeB  2,  6d.  2,  p.  147—170. 

478)  MechanicB,  chap.  8. 

479)  Vgl.  dazu  auch  H.  BescU,  Paria  C.  R.  111  a»*^)»  P-  547. 
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Moment  9R  in  bezug  auf  0  yerschwindet;  das  ereignet  sich  zum 
Beispiel,  wenn  sich  ein  schwerer  Korper  um  seinen  Schwerpunkt 
drehi 

34  a.     Synthetisohe    Untersuchung    des    Bewegungsverlanfes. 

1)  Bei  dem  Kreisel  reduziert  sieh  die  Impulsschraube  auf  einen 
Drehstoss  ^,  der  in  der  bekannten  Art  durch  einen  Vektor  OJ^  den 
Impulsvektor,  dargestellt  wird;  seine  Komponenten  nach  drei  auf  ein- 
ander senkrechten  Hauptaxen  för  den  festen  Punkt  O  sind  Ap,  Bq,  Cr. 
Wahrend  der  kräftefreien  Bewegung  bleibt  der  Vektor  OJ  der  Grösse 
und  Richtung  nach  unyerandert,  ist  also  im  Räume  fest.  Damit  erscheint 
die  Trägheitsbewegung  des  starren  Körpers  als  ein  genaues  Analogen 
zu  der  Tragheitsbewegung  des  materiellen  Punktes.  Wie  dort  folgt 
auch  hier  aus  der  Erhaltung  des  Impulsvektors  die  Erhaltung  der 
lebendigen  Kraft,  die  den  konstanten  Betrag  ^A  haben  moge^.  Diese 
ist  aber  nach  Nr.  28  d  3)  gleich  dem  halben  skalaren  Produkt  des  Im- 
pulsvektors  OJ  und  des  Vektors  der  instantanen  Drehung  to  i»  OT^ 
also  gleich  dem  halben  Produkte  der  Länge  k  des  Impulsvektors  und 
der  Projektion  OQ  des  Drehvektors  auf  diesen.  Mithin  hat  die  Pro- 
jektion OQ  die  konstante  Länge  h/k,^^)  und  der  Drehpd  P  befindet 
sich  stets  auf  einer  im  Räume  festen  Ebene  77,  die  in  Q  auf  dem 
Impulsvektor  senkrecht  steht.  Da  aber  die  lebendige  Kraft  eines 
Kreisels  stets  gleich  i{Äp^  -j-  Bq^  -j-  Cr*)  ist,  so  befindet  sich  der 
Drehpol  auch  auf  dem  mit  dem  kräftefreien  Kreisel  festverbundenen 
Poinsoischen  EUipsoide: 

Äx'  +  By^  +  Cz'  =  A, 

das  mit  dem  Cauchyschen  TrägheitseUipsoide^^)  des  festen  Punktes  0: 

Ax"  +  By^  +Cz^^\ 

ähnlich  und  ähnlich  liegend  ist.  Endlich  folgt  aus  der  Beziehung 
zwischen  der  lebendigen  Kraft  und  dem  Impuls,  dass  das  Ellipsoid 
die  feste  Ebene  beständig  berührt.  Die  Trägheitsbewegung  eines 
starren  Körpers  läset  sich  demnach  so  beschreiben,  dass  das  im  Körper 
feste  Poinsotsche  Ellipsoid  bei  festgehaltenem  Mittelpunkte  auf  einer 
im   Räume  festen  Ebene  ohne  zu   gleiten  abrollt;   der  Kreisel  dreht 

480)  Die  Eonatanie  der  lebendigen  Kraft  wird  im  allgemeinen  mit  h  be- 
zeichnet (vgl.  p.  465  dieses  Artikels);  es  ist  jedoch  in  dem  Torliegenden  ftSL 
üblich,  dafür  \h  zu  nehmen,  wodurch  sich  in  der  Tat  die  Formeln  vereinfiicheiL 

481)  Dieser  Satz  findet  sich  schon,  wenn  auch  in  anderer  Ausdracksweise, 
bei  /.  L.  Lagrange,  Berlin  Nonv.  M^m.  ann^e  1773  =»  Oeuvres  3,  p.  679. 

482)  A.  L.  Cauchy,  Exercices,  1827  =  Oeuvres  (2)  7,  Paris  1889,  p.  124, 
Tgl.  IV  4,  Nr.  21  (G.  Jung). 
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sicli  in  jedem  Augenblicke  um  den  Durchmesser  des  EUipsoids,  der 
durch  den  Berührungspunkt  geht,  und  die  instantane  Winkelgeschwin- 
digkeit dieser  Drehung  ist  gleich  dem  betreffenden  Halbmesser^. 
Was  endlich  die  Lage  des  Impulsvektors  betrifft,  so  bleibt  dieser  im 
Räume  fest,  im  Korper  aber  steht  er  immer  senkrecht  auf  der  Ebene, 
die  zu  der  instantanen  Drehaxe  in  Bezug  auf  das  Poinsotsche  Ellipsoid 
konjugiert  ist. 

Diese  anschauliche  Darstellung  des  Bewegungs  verlauf  es  htdL.Poinsot 
(1834)  gegeben*^).     Ihm  zu  Ehren   nennt  man  die  kräftefreie  Be- 
wegung  eines    starren  Körpers  häufig  kurz   eine  Poinsot- Bewegung. 
Freilich  trägt  Poinsota  Darstellung  zunächst   nur  einen  kinematischen 
CJharakter*^*).     Sie  ist  von  J.  Sylvester  (1866)   nach  der  kinetischen 
Seite  hin  er^uizt  worden.  Das  Trägheitsellipsoid  roUe  auf  einer  horizon- 
talen Ebene  77  unterhalb  des  festen  Punktes  0.   Man  entferne  die  Hälfte 
des  EUipsoides,  die  die  Ebene  nicht  berührt,  und  ersetze  sie  durch  die 
Hälfte  eines  kleineren  EUipsoides,  das  dem  ersten  konfokal  ist.  Das  zweite 
Ellipsoid  soll  beständig  eine  zu  77  parallele  Ebene  berühren,  die  voll- 
kommen rauh  ist  (siehe  Nr.  31  dieses  Artikels)  und  sich  nur  um  eine 
yertikale,  durch  den  festen  Punkt  0  gehende  Axe  reibungslos  drehen 
kann.    Lässt  man  jetzt  das  Doppelellipsoid  mit  dem  unteren  Teil  seiner 
Oberfläche  auf  der  festen  unteren  Ebene  rollen  (wobei  als  äussere  Kraft 
nur  die  Reibung  ins  Spiel  kommen  soll),   so  veranlasst  die  Reibung 
zwischen  dem  oberen  Teil  der  Oberfläche  und  der  oberen  Ebene,  dass 
diese  Ebene  sich  um  die  vertikale  Axe   dreht,   und   die  verflossene 
Zeit  steht  in  konstantem  Verhältnis  zu  der  Drehung,    die  man  von 
einem  im  Räume  festliegenden  Zifferblatte  unmittelbar  ablesen  kann^*). 

483)  Modelle  for  diese  Bewegung  konstruierten  JS,  Mach,  Ä.v.  Obermayer  nsw. ; 
▼gL  darüber  etwa  i.  Boltzmann^  Prinzipe  2,  p.  74. 

484)  Theorie  nouvelle  de  la  rotation  des  corps,  Paris  1884,  in  ansfähr- 
lieberer  Darstellnng  wieder  abgedruckt  J.  de  math.  (1)  16  (1861),  p.  9,  289; 
dentsche  Bearbeitung  von  K.  H.  Schellbach,  Berlin  1861.  In  die  Lehrbücher 
war  PoinsotB  Darstellung  schon  durch  J.  M,  0.  Duhamel,  M^anique,  Paris 
1845—46  eingeführt  worden.  Poinsot  selbst  benutzt,  nur  ein  Ellipsoid  für 
alle  h,  aber  die  Sätze  werden  einfacher  und  die  Formeln  durchsichtiger, 
wenn  man  die  Schar  der  Ellipsoide  bei  veränderlichem  h  nimmt.  Einige  Sätze 
P&insois  beziehen  sich  auch  auf  den  Zusammenhang  seines  EUipsoides  mit  einer 
Bewegung  des  Kreisels  unter  dem  Einflüsse  beliebiger  Kräfte ;  sie  besagen  jedoch 
nur  die  Tatsache,  dass  man  eine  jede  Bewegung  im  Unendlichkleinen  durch  eine 
Trägheitsbewegung  approximieren  kann. 

485)  Für  die  Weiterbildung  der  Poinsotsch&n  Darstellung  nach  der  geo- 
metrisch-kinematischen Seite  vgl.  W.  Schell^  Bewegung,  2.  Aufl.  2,  Teil  4,  Kap.  3, 
sowie  IV  3  {Ä,  Schoenflies  und  M.  Grübler). 

486)  London  Math.  Soc.  Proc.  18G6  Nr.  6,  p.  3;- vgl.  E.  Radau,  Ann.  6c. 
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An  SteUe  der  P&insoisehen  Ellipsoide  bat  J,  Mac  CmBagh  dtt 
reziproke  Ellipsoid 

A^  B  ^  C~  H 

betrachtet^  das  mit  dem  Kreisel  fest  Terbanden  sein  möge.  Das  Mae 
CuBagksche  Ellipsoid  geht  bei  seiner  Bewegung  stets  dorch  einen 
festen  Punkt,  der  auf  der  Impnlsaxe  OJ  in  der  Entfernung  it:  YHk 
liegt;  das  Lot  Ton  0  auf  die  Tangentialebene  in  dem  festen  Punkte 
ist  die  instantane  Drehaxe  OPy  und  die  instantane  Drehgesdiwind^- 
keit  ist  seiner  Lange  umgekehrt  proportional^';. 

2)  Poinsot  hatte  die  Darstellung  der  Bew^ung  mittds  des  rollenden 
EUipsoides  ersonnen,  wefl  das  AbroUen  der  beiden  AjDtmkegd  auf  ein- 
ander beim  kräftefireien  Kreisel  im  Allgemeinen  sn  keiner  dtmtmimtn 
Anschauung  xon  dem  Verlaufe  der  Bewegung  TerhüfL  Die  PMoiie 
ist  allerdings  rerhaltnismässig  ein&ch,  sie  ist  nämlich  ein  sphiriaeher 
Kegelschnitt,  aber  die  Gestalt  der  Hfrpdkodk  ist  Terwickdter,  und 
ihre  Darstellung  durch  kartesische  Koordinaten  oder  PcdarkooTdiDatn 
erfordert  elliptische  Funktionen. 

Li  einigen  besonderen  Fallen  lasst  sich  fireilich  die  Untasnclrang 
der  Polhodie  und  Herpolhodie  sehr  einfiieh  durchführen. 

hX  A  =  B=^C^  so  ist  das  Pcinsoi^he  Ellipsoid  eine  KngeL  die  - 
die  feste  Ebene  11  in  Q  berührt^  und  die  Bewegung  des  f  Mpefibeueir 
kann  daher  nur  in  einer  permanenten  Drehung  um  die  im  Räume  und 
im  Korper  feste  Axe  OJ  bestehen:   Polhodie  und  Herpolhodie  arten 
in  Punkte  aus*^'. 

Ist  A  gleich  B^  aber  rerschieden  Ton  C.  so  wird  die  Polhodie  ein 
Kreis  und  der  Polhodiekegel  ein  KreiskegeL  Dasselbe  gilt  aber  andi 
Ton  der  Herpolhodie  und  dem  Herpolhodiekegel:  denn  das  Poinsotsche 
Ellipsoid  ist  ein  Rotationsellipsoid,  also  der  Ort  seiner  Berührungs- 
punkte mit  der  festen  Ebene^  die  Herpolhodie.  ein  Kreis.  Mithin 
besteht  die  allgemeinste  Bewegung   eines  kräftefireien   srnunetrischen 


noxm.  ri>  «  iS«»  ,  p.  235 :  l  7  1»T0  .  p.  SI :  X  Jf.  Fernrs^  Phü.  Tzauw  160  ;l8T0v 
p.  1;  G.  Dorboiäx^  Note  XTU  zu  der  Mecaniqoe  toh  Ck.  Ikspefromt  1.  p.  603; 
£.  J.  E&iäth^  Dynamik  2.  p.  140:  dbri^exL»  katse  such  ichon  i^tiifo^  selbcl  eiaa 
Tersach  gemache,  dit  rerB^yssene  Zeit  ge^imetriäch  danuccelleii«  oline  dafi  er 
jedoch  in  einer  darch&chcig«!!  EoxLitruktioii  gvLuigt  wäre. 

«r  Dabiin  Irish  Proc.  2  i:?40 — 41  ,  p.  o20;  3  ^1845—47.  p.  370;  Irmas.  «, 
Put  I  (lSoö\  p.  136  »  Collecced  works«  Xhiblia  I8S0.  p.  235:  TgL  aach  A  CMfcft, 
J.  £  Äth.  57  (18«0 ,  p.  73^  iowie  IT  4,  Xr.  14,  äl  i.G.  Jmmf, 

•4^  L.  EnlcT,  Theoria  motu,  E^.  II:  £.  i^xn^oC,  Theorie  nonrdk» 
l'kDS  1934  =^  J.  d«  math.  ;!;>  16   .1^1 ,  p^  12. 
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Kreisels  in  einer  regiUären  Pragession'^y,  vgl.  Nr.  38c,  p.  566  dieses 
Artikels. 

3)  Polhodie.  Jetzt  m^n  A,  B,  C  nDgleich  sein,  und  zwar 
A^  S^  C.  Betrachtet  maa  die  Famüie  der  Beteegungen,  bei  denen 
die  lebendige  Eraft  denselben  Wert  \h  bat,  wahrend  der  Impolsvektor 
nach  Grösse  und  Richtung  variiert,  so  erscheinen  die  Folhodien  als 
die  Schnittkurren  des  einen  Poinsotschen  EllipBoides 

(1)  ^a^  +  By*  +  Ce*  =  Ä 
mit  dem  Eegelbüschel 

(2)  h(Ä'x'  4-  S'y'  +  C*z')  —  k{Äx'  +  B.V*  +  Ce^  =  0. 

Yon  den  beiden  Ovalen,  ans  denen  diese  Schnittknrven  bestehen,  kommt 
fOr  eine  Bewegung  des  Kreisels  immer 
nur  dasjenige  in  Betracht,  auf  dem  der 
Drehpol  jP  liegt;  für  die  Bedeutong  des 
anderen  konjuffierlen  Ovals  vgl.  !Nr.35a4). 
Man  markiere  auf  dem  EUipsoide  die  End- 
punkte der  Hauptaxen;  sie  mdgen  die 
San^^toie  A*,  B*,  O*  heissen.  Dann  legt 
sich,  wie  die  nebenstehende  Figur  zeigt, 
om  die  Hauptpole  A*  und  C*  je  eine  Schar 
einander  amschliessender  Polhodien.  Die 
hierdorch  charakterisierten  beiden  Scharen 
von  Polhodien  werden  durch  eine  Grems- 
poOtodie  von  einander  getreimt.  Diese  ent- 
spricht dem  Werte  A:*  =  Bh,  ffir  den  der 
Eegel  (2)  in  zwei  Ebenen  zerfällt,  näm- 
lich die  Ebenen: 


Fiff.  9- 


VÄ{Ä- 


-  B)x  ±  yC{B  —  C)e  =  0. 

Diese  schneiden  aus  dem  Ellipsoid  zwei  Ellipsen  aus,  die  sich  in  den 
Hauptpolen  B*  treffen,  und  die  Ellipsen  teilen  die  Oberfiäche  des 
EUipsoides  in  vier  Felder,  die  je  eine  Scbar  von  Ovalen  enthalten. 
Die  erste  Scbar  der  Polhodien  geh&rt  zu  Werten  von  i*  zwischen 
Ah  und  Bh,  die  zweite  zu  Werten  zwischen  Ch  und  Bh^  zwischen 
diesen  Grenzen  liegt  k*,  weil  die  feste  Ebene  das  Ellipsoid  berflhrt. 
Fflr  k*  =^  Ah  reduziert  sich  die  Polbodie  auf  einen  Punkt  A*,  und 
für  k*  =  Ch  auf  einen  Punkt  C*.  In  diesen  Orenzfällen  schrumpft 
aach    die    Herpolhodie    auf    einen    Punkt    zusammen,    und    die    Be- 

489)  L.  Etäer,  Tbeoria  motns,  Kap.  18. 
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wegang  besteht  in  einer  permanenten  Drehung  um  die  im  Baume 
feste  Hauptaxe  grossten  oder  kleinsten  TriLgheitsmoments.  Diese 
Drehungen  sind  stabü,  d.  h.  eine  kleine  Abänderung  der  Anfangs- 
bedingungen bewirkt  eine  Bewegung  des  Kreisels,  bei  der  der  Dreh- 
pol immer  in  der  Nähe  von  Ä*  oder  C*  bleibt.  Permanente  Drehung 
um  die  Axe  mittleren  Hauptträgheitsmomentes  ist  zwar  auch  möglich, 
allein  sie  ist  instabüy  d.  h.  bei  einer  kleinen  Andenmg  der  Anfangs- 
bedingungen vollführt  der  Kreisel  Bewegungen,  die  den  Drehpol  lang- 
sam, aber  beständig  Ton  S^  wegfähren,  so  dass  er  schliesslich  bis  in 
die  Nähe  des  Gegenpunktes  von  B*  kommt.  Im  allgemeinen  wird  also 
der  Drehpol  periodisch  zwischen  B*  und  dem  Gegenpunkte  Ton  B* 
hin  und  her  gehen;  diese  Periode  kann  jedoch  auch  unendlich  groß 
werden,  wenn  sich  nämlich  der  Pol  auf  der  Grenzpolhodie  befindet 

Mit  der  Frage  der  Stabilität  der  permanenten  Drehungen  um 
eine  Hauptaxe  hatte  sich  L,  Euler  schon  1739  in  seiner  Scientia 
nayalis  beschäftigt,  die  freilich  erst  1749  gedruckt  worden  ist.  Dass 
die  Axen  extremen  Momentes  stabil  sind,  hat  er  in  seiner  1760  yer- 
fassten,  aber  erst  1765  gedruckten  Theoria  motus  bewiesen  und  zwar, 
indem  er  durch  Rechnung  ermittelte,  was  für  Kurven  der  im  Abstände 
Eins  Ton  0  befindliche  Punkt  des  Drehvektors  oder,  in  modemer 
Bezeichnimg,  die  Kreiselspitze  beschreibt.  Die  hier  mitgeteilte  an- 
schauliche Form  des  Beweises  verdankt  man  L.  Povisot 

4)  Herpolhodie.  Schwieriger  ist  die  Untersuchung  der  Herpclhodie. 
Da  sie  der  geometrische  Ort  der  Drehpole  P  in  der  Ebene  77  ist,  die 

in  ^  auf  dem  Impulsvektor  OJ  senkrecht 
. ' ''  steht,   so  ergiebt  sich   fttr  den   Fahrstrahl 

QP  die  Qleichung: 


CP* 


«^  - 1:. 


-\ 


und  da  die  Länge  von  OPy  also  die  in- 
stantane  Winkelgeschwindigkeit  o,  wie  die 
Gestalt  der  Polhodie  zeigt,  zwischen  zwei 
extremen  Werten  hin-  und  hergeht,  so  gilt 
Fig.  10.  dasselbe  für   den  Fahrstrahl   QP,     Mithin 

liegt  die  Herpolhodie  zwischen  zwei  um  Q 
beschriebenen  Kreisen,  die  sie  abwechselnd  berührt.  In  dem  Fall  der 
Grenzpolhodie  zieht  sich  der  eine  dieser  Kreise  auf  den  Punkt  Q  zu- 
sammen, dem  sich  die  Herpolhodie  in  spiraligen  Windungen  asympto- 
tisch nähert  (Poinsotsche  Spircde)]  ihre  Länge  ist  jedoch  endlich,  näm- 
lich gleich  der  Länge   der  Polhodie — Ellipse.     Im  Allgemeinen  wird 
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durch   die  Herpolhodie   der  genannte  Ereisring   Qberalldicht   erfQUt; 
dieee  kann  sich  aber  auch  in  besonderen  Fallen  schliessen. 

Die  genauere  Diskussion  der  Herpolbodie  muss  auf  analytischem 
Wege  Toi^enommen  werden.  Dazu  hatte  schon  L.  Poinsot  einen  An- 
fang gemacht**^.  Einfacher  ist  das  Verfahren  von  G.  Darboux^^^ 
der  in  der  Ebene  11  der  Herpolhodie  Polarkoordinaten  r,  %  ^^^  <^^™ 
Anfangspunkte  Q  einführt.     Setzt  man  zur  Abkürzung 

BCk^  "*"' 

CÄk*  ^  ^ ' 

(JÄ-.*«)(BÄ-ifc«) 


ABk^ 


=  Y 


so  genügt  nach  Darhoux  die  Herpolhodie   der  Differentialgleichung: 

IV\  z±  = ^  -         . 

^  ^  ^«       r)/-  (t*  -  a)(t» -  /3)(t« -  fj 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  unter  anderem,  dass,  im  Gegensatz  zu 
Painsots  Zeichnung,  die  Krümmung  wegen  der  Ungleichheitsbeziehungen 
zwischen  den  Haupttragheitsmomenten  A,  B,  C  immer  dasselbe  Vor- 
zeichen behalt,  dass  also  die  Herpolhodie  keine  Wendeptmkte  besitat^^^. 
Ist  umgekehrt  eine  Differentialgleichung  der  Form  (3)  gegeben,  in  der 
die  Eonstanten  h/k,  a,  ß,  y  irgend  welche  Werte  haben,  doch  so,  dass 
das  Produkt  aßy  negativ  ausfällt,  so  lässt  sich  die  dadurch  definierte 
Kurve  stets  als  Herpolhodie  einer  Poinsotbewegung  auffittsen;  hier- 
von wird  bei  der  Untersuchung  des  schweren  symmetrischen  Kreisels 
(Nr.  36  a  4)  dieses  Artikels)  Gebrauch  gemacht  werden. 

Die  Differentialgleichung  (3)  ist  ziemlich  verwickelt.  Dagegen 
gelangt  man  bei  der  Untersuchung  mittels  elliptischer  Funktionen, 
über  die  in  IV  13  (P.  Stäckd)  berichtet  werden  wird,  zu  einer  viel 
einfacheren  charakteristischen  Eigenschaft  der  Poinsotschen  Herpol- 
hodieen;  es  wird  nämlich  nach  F.  Klein  und  A.  Sommerfeld  ^  wenn 
in    der  Ebene  77   kartesische  Koordinaten   {,  ^-  eingeführt   werden, 

490)  L.  Poinsot,  Theorie  nonvelle,  Paris  1834  —  J.  de  math.  (1)  16  (1861). 
p.  102. 

491)  Note  XYU  za  der  Rf^caniqne  von  Ch.  Despeyrow  8,  p.  488,  vgl.  auch 
H.  Padd,  Konv.  ann.  (4)  8  (1908),  p.  289. 

492)  W.  Hess,  Dise.  München  1880;  Math.  Ann.  27  (1886),  p.  466,  668; 
ir.  de  Spane,  Paris  C.  B.  99  (1884),  p.  906;  A.  Petrus,  Dias.  Halle  1902;  vgl. 
auch  IV  8,  Kr.  16  {A.  Schoen/Ues  und  M.  Grübler). 

Knejklop.  d.  insth.  WisMiueh.    IV  1,  z.  40 


612 


IV  «.    P.  SUtdtel.    ElementBra  Dyiumik. 


nfx  ^  {  -f-  i^  ein  Tbetaquotifliit  enten  GradeB,  bei  dem  die  beiden  Theta- 
fonktionen  zum  Argument;  eine  lineare  Funktion  dur  Zeit  haben. 

J.  Clerk  JtfaaweQ***)  hat  Tersucht,  die  Lage  der  icstantanen 
DrehAxe  dem  Auge  sichtbar  zu  machen,  indem  er  an  dem  KreiMl 
eine  Pappscheibe  befestigt«,  die  in  vier  Terachieden  gefärbte  Sek- 
toren geteilt  war.  Bei  der  Bewegung  sieht  man  die  Farbe  nur  in 
der  Nähe  der  instantanen  Drehaxe,  in  einiger  Gntfemung  Ton  ihr 
aber  erscheint  ein  un- 
bestimmtes Qrau.  Die 
Bewegung  des  fiu-bigen 
Flecks  im  Baume  giebt 
dem  Beobachter  einen 
Anhalt  fOi  die  Gestalt 
des  Herpolhodiek^^els, 
während  ihm  gleichzeitig 
der  Wechsel  der  Farben 
einen  Anhalt  dafür  bietet, 
wie  sich  die  instantane 
Drehaxe  im  Körper  be- 
wegt*»^ Das  MaiweU- 
sche  Modell  ist  mit  neim 
regulierenden  Schrauben- 
massen  versehen,  die  es 
gestatten,  innerhalb  ge- 
wisser Grenzen  die  Grösse 
der  Hauptträgheitsmo- 
mente  des  Körpers  fSr 
den  festen  Punkt,  die 
Lage  der  betreffenden  drei 
Hauptaxen  und  die  Rich- 
tung der  Schwerpunkts- 
axe  OS  abzuändern;  hierdorch  lässt  es  sich  erreichen,  daß  man  an 
dem  Modell  die  Bewegungen  allgemeinerer  Kreisel  studieren  kann. 
Der  Apparat,  den  die  Figur  1 1  zeigt,  befindet  sich  in  dem  Physikalischen 
Institut  der  Clark  University  zu  Worcester  (Mass.);  siehe  A.  G. 
Webster,  Dynamics,  p.  368. 

Apparate,    bei    denen    sich    die   Herpolhodiehurre    bei    der   Be- 
wegung    automatisch     auf    der     festen    Ebene    aufzeichnet,     haben 


498)  Edinburgh  Eoj»l  Soc-  Tran«.  21,  Part  IV  (1867)  =  Scientific  pap*n, 
1,  p.  !18. 
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O,  F.  C.  Searle  und  A.  Q.  Webster  konstruiert***).  Von  sonstigen 
Modellen  sei  der  Herpolbodograpli  von  Q.  Darbaux  und  G.  Koenigs 
genannt*^);  zu  dem  in  neuester  Zeit  die  Apparate  von  H.  Qrass- 
mann  d.  J.**^  und  Ä.  G.  GrreenhiU^^'^  gekommen  sind. 

Bei  der  Anstellung  Ton  Versuchen  mit  einem  kräftefreien  Kreisel 
bestellt  insofern  eine  grosse  Schwierigkeit,  als  man  den  Einfluss  der 
Schwere  nur  dadurch  beseitigen  kann^  dass  man  den  festen  Punkt  0 
mit  dem  Schwerpunkt  S  zusammenfallen  lasst,  was  bloss  angenähert 
yerwirklicht  werden  kann;  ygl.  hierüber  auch  Nr.  43  d  dieses  Ar- 
tikels. Damit  man  also  Bewegungen  erhält,  die  eine  angenäherte 
Vorstellung  von  den  Bewegungen  eines  kräftefreien  Kreisels  geben, 
wird  man  sich  auf  kleine  Beobachtungszeiten  beschränken  müssen. 
Mit  diesem  Umstände  hängt  es  wohl  zusammen,  dass,  im  Gegensatz 
zu  dem  schweren  Kreisel,  siehe  Nr.  86  b  5)  dieses  Artikels,  bei  dem 
kräftefreien  S[reisel  der  Einfluss  der  Reibung  und  anderer  störender 
Kräfte  nicht  in  Betracht  gezogen  zu  werden  pflegt. 

34  b.    Analytische  Untersuohang  des  Bewegungsverlaofes.     So 

wichtig,  ja  notwendig  es  ist,  sich  eine  anschauliche  Vorstellung 
von  dem  Verlaufe  der  Bewegung  im  Räume  und  in  der  Zeit  zu 
machen,  so  „liefert  doch  die  Formel  schliesslich  die  einfachste  und  präg- 
nanteste Beschreibung  des  Bewegungs Vorganges;  ausserdem  ist  sie  als 
Grundlage  der  wirklichen  numerischen  Ausrechnung  unentbehrlich*'****). 
Freilich  lässt  sich  die  Integration  der  Differentialgleichungen  der  Be- 
wegung für  den  kräftefreien  S[reisel  nur  in  wenigen  besonderen  Fällen 
durch  elementare  Hilfsmittel  erledigen,  nämlich  bei  beliebigen  Anfangs- 
bedingungen  nur  fQr  den  Kugelkreisel  und  den  symmetrischen  Ereiself 
für  den  unsymmetrischen  Kreisel  aber,  abgesehen  Ton  den  perma- 
nenten Drehungen  um  die  Hauptaxen,  nur,  wenn  der  Fall  der  Grenz- 
pofhodie  Torliegt.  Sonst  muss  die  Theorie  der  elliptischen  Funktionen 
herangezogen  werden,  und  es  wird  daher  die  Untersuchung  des  kräfte- 
freien unsymmetrischen  Kreisels  erst  in  IV  13  (P.  StäckeC)  zum  Ab- 


494)  A.  G.  Webster,  Dynamics,  p.  269. 

495)  Dm  Modell  von  G.  Darbaux  und  G.  Koenigs  war  auf  der  Weltaus- 
stellnng  zn  Paris  1889  ausgOBtellt;  es  befindet  sich  jetzt  in  dem  Conservatoire 
des  arts  et  mutiere.    Vgl.  auch  P.  ÄppeU,  M^caniqne  2,  p.  183. 

496)  Zeitschr.  Math.  Phys.  48  (1903),  p.  829;  die  drei  Modelle  veranschau- 
lichen je  einen  Fall,  wo  k*  zwischen  Ah  und  Bh,  Bh  und  Ch  liegt  und  gleich 
Bh  ist. 

497)  Veihandl.  m.  internat.  msith«  Kongress  Heidelberg  1904,  Leipzig 
1906,  p.  100. 

498)  F.  Klein  und  A.  Sommerfeld,  Theorie  des  Kreisels,  p.  6. 
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BchluBS  gebracht  werden  können.  Immerhin .  ist  es  mSgUeh^  auch  fUr 
den  unsymmetrischen  S[reisel  auf  elementarem  Wege  gewisse  Perio- 
dimtätseigensdiaften  der  Bewegung  herzuleiten,  die  eine  wertroUe  Yer- 
ToUstandigong  der  auf  synthetischem  Wege  gewonnenen  Ergebnisse 
büden*»«). 

1)  Bei  dem  kraftefreien  Kreisel  feiern  die  EulersAaii  CHekimmgen 
ihren  Triumph.     Sie  lauten  in  diesem  Falle: 


(1) 


A^  +  {C-B)qr^O, 
C%  +  iB-Ä)pq^O, 


und  da  in  ihnen  allein  die  Komponenten  p,  q,  r  der  instantanen  Dreh- 
geschwindigkeit to  vorkommen,  lässt  sich  aus  ihnen  allein  bereits  der 
Geschwindigkeiisatistand  des  Sjreisels  als  Funktion  der  Zeit  berechnen. 
Nachdem  man  die  p,  g,  r  auf  diese  Art  gefunden  hat,  liefern  hinter- 
her die  kinematischen  Gleichungen 


(2) 


-^  sm  -ö"  sm  9  -f~  j7  C08  9>  ="  Pi 

diff    .    ^  d»   . 

-^  sm  ^  cosy  —  ^^  sm  (p  =  q 


die  Euiersehen  Winkel  als  Funktionen  der  Zeit. 

Aus  den  Gleichungen  (1)  folgen  sofort  die  ersten  Integrale: 

(3)  Äp'  +  Bq*  +  Cr«  =  A, 

(4)  A*p*  +  B'q*  -I-  Cr»  —  ft«, 

deren  Bedeutung  aus  Nr.  34  a  dieses  Artikels  bekannt  ist.     Nimmt 
man  zu  ihnen  die  Gleichung  hinzu 


a>' 


(5)  p'  +  q^  +  fS._ 

SO  lassen  sich  p,  q,  r  durch  o  allein  ausdrücken,  und  für  o  ergiebt 
sich  aus  den  JSuI^rschen  Gleichungen  die  DifPerentialgleichung: 

(6)  1^  =  VW  -  »*)(«',*  -  »*)(«>.*  -  a»*); 

hierin  werden  die  positiv  zu  wählenden  Konstanten  (D|,  m^,  o,  durch 


499)  Die  im  Folgenden  angegebenen  Sfttze  rühren  im  Wesentlichen  iftai- 
lioh  von  L.  Euler  her;  siebe  besonders  Theoria  motns,  Kap.  18.  Für  die  ans- 
Ijtische  Herleitong  der  PotiMotochen  Daratellnng  vgl.  Ch.  BruA^  J.  de  mafth.  (1) 
7  (1842),  p.  70. 
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die  Qleieliimgen 


(7) 


«»1 BC 

^   „_.___ 

^»   ""  AB 


definiert 

2)  Da  nach  (6)  die  Zeit  ein  elliptisches  Integral  erster  Gattung  mit 
der  Yariabeln  o^  ist,  wird  man  Tor  allem  fragen,  wann  sich  die  Inte- 
gration durch  elementare  Funktionen  ausfahren  lasst  Bekanntlich  ist 
dazu  notwendig  und  hinreichend,  dass  zwei  der  Eonstanten  a»^,  m^y  m^ 
einander  gleich  werden,  und  das  tritt  nur  ein,  wenn  entweder  zwei  der 
Haupttragheitsmomente  einander  gleich  sind,  oder  wenn  V  einen  der 
ausgezeichneten  Werte  Ähy  Bhy  Ch  annimmt 

Ist  in  dem  ersten  Fall  A^^^B^^Cy  so  liegt  der  vollständig  er- 
ledigte Fall  des  Kugdhreisds  Tor.  Ist  ferner  etwa  A  gleich  jß,  aber 
rerschieden  von  C,  wobei  A  grösser  oder  kleiner  als  C  sein  kann, 
so  hat  man  es  mit  einem  symmetrischen  Kreisd  zu  tun.  Macht  man 
4ie  Axe  des  Impulsvektors  zur  ^-Axe,  so  werden  die  JSMerschen 
Gleichungen  (1)  in  allgemeinster  Weise  erf&Ut  durch: 

r  »=  V  cos  ^0  4~  f*; 
und  aus  den  kinematischen  Gleichungen  (2)  folgt  alsdann: 

(9)  ^  — ^o>    *  =  ^o  +  v^     9  — 9a  +  f**5 

hierin  bedeuten  die  Grossen  mit  dem  Index  Null  Anfangswerte  f&r 
^  SB  0.  Die  Bewegung  des  Kreisels  ist  also,  wie  schon  die  synthe- 
tische Untersuchung  ergeben  hatte,  eine  regtdäre  Präzession,  Die 
Konstante  v  bedeutet  die  Winkelgeschwindigkeit,  mit  der  sich  dabei 
die  Figurenaze  um  die  Axe  des  Impulsvektors  dreht,  oder  die  Ptär 
MessionsgeschmndigJceU]  die  Konstante  fi  aber  ist  die  Drehgeschwindig^ 
keit,  mit  der  sich  der  Kreisel  um  seine  Figurenaxe  dreht,  seine 
Eigendrehung.  Zwischen  den  Konstanten  ^q,  y^j  v  liefert  jetzt  die 
uialytische  Behandlung  die  Relation: 

(10)  [CyL  +  (C  —  A)v  cos  ^^  v sin -^o  =  0; 

durch  diese  Gleichung  wird  aus  der  Gesamtheit  der  kinematisch  mög- 
lichen oo'  Prazessionsbewegnngen  eine  Klasse  yon  (X)'  Bewegungen 
ausgeschieden,  die  man  als  hräfUfreie  PräMessionen  bezeichnen  könnte. 


616  IV  6.   P.  8UUM.    Elementare  Dynamik. 

Ist  der  Neigungswinkel  der  Figorenaxe  ^^  spitz,  was  man  unbeschadet 
der  Allgemeinheit  annehmen  darf,  so  hat  man  progressive  oder  retro- 
grade Prazession,  je  nachdem  C  kleiner  oder  grosser  als  A  ausfalli 
Endlich  sind  bei  gegebenen  d^  die  Konstanten  k  nnd  h  ans  den 
Gleichungen 

(11)  k  =  Äv],    A  — ^(^coB»do  +  (7sin»do)i^ 

zu  entnehmen;  diese  ergeben  sich,  wenn  man  in  den  Gleichungen  (4) 
und  (3)  f^  p,  q,  r  dieJWerte  aus  (8)|  einsetzt,  aber  bei  r  für  fi  die 
Relation  (10)  benutzt 

Von  besonderer  Wichtigkeit  sind  die  PrazessionsbewegungeUi  bei 
denen  die  Öffnung  des  Prazessionsk^^ls  sehr  klein  und  die  Lange 
des  Impulsyektors  sehr  groß  ist.  Bei  den  Verhältnissen,  die  in  der 
Praxis  vorli^en,  wird  nämlich  der  Impuls  vektor  durch  die  äußeren 
Störungen  relatiy  wenig  g^ndert,  und  infolgedessen  behalt  der  Prä- 
Zessionskegel  und  der  Ton  der  Figurenaxe  bei  der  abgeänderten  Be- 
wegung beschriebene  Kegel  auch  nach  der  Störung  eine  sehr  kleine 
Öffiiung;  der  kr&fte&eie  symmetrische  Kreisel  mit  sbirker  Eigimdrehnng 
besitzt  also  eine  Art  von  StabäiUU  der  Bewegung.  Eine  Anwendung 
im  Großen  findet  diese  Stabilität  bei  den  modernen  Infanterie-  und 
Artillerie  Waffen,  bei  denen  man  durch  den  DraU  der  Laufe  den  G^ 
schössen  eine  starke  Drehung  um  die  Figurenaxe  beibringt;  ygLIY  18, 
Nr.  3  g  (C  Cranz).  Auch  bei  dem  Berichte  über  die  Versuche,  die 
X.  Foucault  zum  Nachweise  der  Drehung  der  Erde  angestellt  hat, 
siehe  Nr.  43  d  dieses  Artikels,  werden  wir  auf  diese  Erscheinung 
zurückkommen. 

In  dem  zweiten  Fall,  wo  k^  einem  der  ausgezeichneten  Werte  Ak, 
Bhy  Ch  gleich  sein  sollte,  braucht  man  über  die  Hauptträgheitsmomente 
keine  Voraussetzungen  zu  machen;  diese  sollen  daher  als  ungleich 
angenommen  werden,  sodass  der  Kreisel  unsymmetrisdi  ist. 

Wegen  der  üngleichheitsbedingungen,  die  zwischen  den  drei  Haupt- 
trägheitsmomenten bestehen,  lassen  sich  bei  den  Annahmen  k^ :»»  Ak 
und  k^  =  Ch  die  Eulerschen  Gleichungen  nur  durch  q^^  r  ^^0  und 
p  es  ^  =  0  erfüllen;  man  hat  also  permanente  Drehungen  um  die  be- 
treffenden Hauptaxen. 

Ist  aber  A*'  =  Bh,  so  genügt  es,  dass  am  Anfange  der  Bewegung: 


(12)  ?•  =  4-  l/f^i^-f^ 

^     '  r,        —  y  Ä(,Ä  —  B) 

i^  und  der  Quotient  f  behalt  alsdann  diesen  Wert  für  aUe  Zeiten. 

Die  Polhodie  liegt  daher  in  der  Ebene  r^x  —  p^s  "»  0;  diese  Chrenih 
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pcihodie  ist  also  eine  Ellipse.  Das  hätte  sich  auch  ans  der  syn- 
thetischen Betrachtang  entnehmen  lassen,  die  analytische  Untersnchung 
liefert  aber  das  nene  Ergebnis,  dass  sich  die  Integration  der  Eulerschen 
Qleichnngen  mittels  hyperbolischer  Funktionen  ausführen  lasst,  und 
zwar  erhalt  man: 


(13) 


^~  B  V  AiA  —  O 
g-±|tghn(^-<o), 

^^~  B  V  C{A-C) 


ohn{t  —  i^)  > 


chn(*  — *^) 
Hierin  bedeutet  n  die  Eonstante 


jy 


(A^B)(B^C) 


AC 


der  Zusammenhang  zwischen  den  Vorzeichen  der  yerschiedenen  Quadrat- 
wurzeln ergiebt  sich  aus  den  Eulerschen  Gleichungen^. 

Lasst  man  in  (13)  die  2ieit  t  wachsen,  so  nahem  sich  p  und  r  der 

Grenze  Null,  dagegen  hat  q  zur  Grenze  iji  ^;    die   instantane   Axe 

nähert  sich  also  im  Körper  mit  der  Zeit  der  Axe  des  mittleren  Haupt- 
tragheitsmomentes.  Da  die  ^-Axe  mit  der  Axe  des  Impulsvektors  zu- 
sammenfallt, ist  femer: 

Äp  =  ftcj  =  Ä  sin  0"  sin  (p, 

(14)  Bq  ==»kc^=^h  sin.  d"  cos  (p, 

Cr  '='kc^'=^k  cos  0", 

woraus  folgt,  dass  die  instantane  Axe  im  Räume  sicn  der  Impulsaxe 
nähert  Setzt  man  die  Integrationskonstante  t^  Ton  yom  herein 
gleich  unendlich,  so  erhält  man  die  permanente  Drehung  um  die 
mittlere  Hauptaxe. 

3)  Damit  sind  die  besonderen  Fälle  erledigt.  Um  •  in  dem  allge- 
meinen Falle  aus  der  Gleichung  (6)  Schlüsse  auf  den  Verlauf  der 
Bewegung  zu  ziehen,  verfuhr  L.  Euler  so,  dass  er  die  Bewegung  eines 
gewöhnlichen  Kreispendds  zu  Hilfe  nahm,  bei  dem  die  Zeit  auch 
durch  ein  elliptisches  Integral  und  zwar  mit  dem  Ausschlagswinkel  des 
Pendels  als  Yariabeln  ausgedrückt  wird.  Der  Punkt  des  Yergleichs- 
pendels  macht  auf  seinem  S[reise  Umläufe  oder  vollfUirt  Schwingungen, 

600)  Für  diesen  singulären  Fall  vgl.  auch  A.  M.  Legendre,  Trait^  des 
Ibnctions  elliptiques  1,  Paris  1S2Ö,  p.  882;  L.  Painsot,  Th^rie  nouvelle,  Parii 
1884  »  J.  de  math.  (1)  16  (1861),  p.  299;  E.  J.  BatUh,  Djnamik  2,  p.  188; 
P.  Appeü,  M^caniqne  2,  p.  168. 
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je  nachdem  Ä(Ä  —  jB)Po*  grosser  oder  kleiner  als  C(B — C)r0*i8t;  im 
Falle  der  Gleichheit  nähert  er  sich  asymptotisch  der  Vertikalen.  Hieraiis 
erschliesst  Euler,  dass  die  instantane  Axe  im  Körper  einen  Kegel  in  pe- 
riodischer Bewegung  dorchlaoft,  der  die  Axe  des  grössten  oder  des 
kleinsten  Trägheitsmomentes  in  sich  schliesst;  im  Falle  der  Gleichheit 
jener  beiden  Ausdrücke  aber  artet  der  Kegel  in  eine  Ebene  aus,  die  die 
mittlere  Axe  enthalt  {Grempclhodie  der  synthetischen  üntersuchang), 
und  es  findet  asymptotische  Annäherung  an  diese  statt.  Wie  man 
durch  elementare  Betrachtungen  aus  der  Gleichung  (6)  herleiten  kann, 
dass  CD  und  damit  auch  p,  q^  r  periodische  Funktionen  der  Zeit  sind, 
hat  F.  Minding  gezeigt  ^^);  Tgl.  auch  Nr.  6,  p.  467  dieses  Artikels. 
Die  Integration  der  kinematischen  Gleichungen  (2)  f&r  den  krifler 
freien  Kreisel  ist  Euler  nicht  gelungen;  sie  ist  erst  von  J.  d'Alembert^ 
und  J,  L.  Lagrange^^)  auf  ziemlich  umständliche  Art  geleistet  worden. 
Einfacher  ist  das  Verfahren,  das  Lagrange  später  in  der  M^canique  analy- 
tique  angewandt  hat^.  Wird  nämlich  die  im  Räume  feste  Impulsaxe  lur 
(-Axe  gemacht,  so  erhält  man  zunächst  für  die  Komponenten  des  Impulses 
nach  den  im  Körper  festen  Axen  die  Ausdrücke  (14)  und  kann  daher  cos^ 
und  tg  (p  durch  PjQ^^r  darstellen,  die  ihrerseits  periodische  Funktionen 
der  Zeit  sind.  Hieraus  folgt,  dass  d  und  fp  sich  nach  Ablauf  einer 
Periode  bis  auf  ein  Vielfaches  yon  360*  bzw.  180^  reproduzieren ■••). 
Femer  aber  ist  nach  den  kinematischen  Gleichungen  (2): 

dt  sin^  ' 

und  diese  Gleichung   geht   mit   Hilfe  von  (3),  (4)  und  (14)  über  in 

die  Gleichung 

,-^x  di>        j   h—Cr* 

Damit   ist  tp   durch   eine  Quadratur    bestimmt      Die    Gleichung  (15) 
zeigt,   dass   sich   die  Länge  der  Knotenlinie  beständig  in  demselben 


&01)  Mechanik,  p.  S17. 

60S)  Oposcnles  math.  4,  Paris  1768,  p.  1;  6,  PariB  1768,  p.  601. 

608)  Berlin  Nouy.  Mäm.  ann^  1788  »  OeuTres  8,  p.  679;  M^caniqne,  Aus- 
gabe von  Bertrand   2,  p.  222,  230. 

604)  Ausgabe  von  Bertrand  2,  p.  229;  vgl.  aach  S.  D.  Poieson,  M^caniqne 
1.  ed.  Paris  1811,  2,  p.  145  und   Cisa  de  Grisy,  Torino  Mem.  24  (1820),  p.  495. 

506)  Der  übliche  Schluss,  nach  dem,  wenn  cos  9  und  tg  qp  periodische  Funk- 
tionen der  Zeit  sind,  auch  9  und  g)  selbst  solche  Funktionen  sein  mflssen  (siehe 
etwa  P.  AppeUy  Mi^canique  2,  p.  161)  ist  falsch;  z.  B.  ist  bei  der  regulftren  Pii- 
kession  tg^c^^igfif  eine  periodische  Funktion  der  Zeit,  aber  fp^^^i  kein^ 
solche  Funktion. 
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Sinne  ändert  und  im  Laufe  einer  Periode  immer  um  denselben  Betrag 
zu-  oder  abnimmt. 

Zum  Scbluss  dieser  Nummer  sei  noch  auf  das  Werk  von  O.  Woro- 
neZy  Geometrische  Untersuchungen  über  den  Eulerschen  Fall  der 
Drehtmg  eines  starren  Körpers  um  einen  festen  Punkte  Kijew  1898 
(russisch)^  hingewiesen,  das  eine  gate  Übersicht  über  die  betreffende 
neuere  Litteratur  giebi 

36.   Schwerer  symmetrisoher  Kreisel. 

Ein  symmetrischer  Kreisel,  d.  h.  ein  starrer  Korper,  der  sich 
um  einen  festen  Punkt  0  dreht,  und  der  kinetische  Symmetrie  für 
die  Axe  besitzt,  die  durch  0  und  den  Schwerpunkt  S  geht,  heisst 
schwer j  wenn  auf  ihn  allein  die  Kraft  der  Schwere  wirkt;  ähnlich 
wie  bei  dem  sogenannten  schweren  Punkt  wird  also  durch  den  Zu- 
satz schtoer  nur  die  Tatsache  bezeichnet,  .dass  als  äussere  Kraft  aUein 
die  Schwere  in  Betracht  gezogen  wird,  während  über  die  Grösse  des 
Gewußtes  des  materiellen  Punktes  oder  des  Körpers  nicht  ausgesagt 
werden  soll. 

36  a.  Allgemeine  Sätze  über  den  Bewegungsverlauf.  1)  Inte- 
gration der  Differentialgleichungen  der  Bewegung  mittels  Quadraturen. 
Die  Schwere  wirke  auf  einen  allgemeinen  Kreisel,  bei  dem  jedoch  der 
Schwerpunkt  £1  nicht  mit  dem  festen  Punkt  0  zusammenfallen  soll. 


JT.-'V 


s 


Fig.  12. 


Kig.  18. 


Die  nach  oben  gerichtete  Vertikale  sei  die  S'Axe,  die  Gerade  O/S  die 
f-Axe;  diese  bracht  keine  Hauptaxe  sfu  sein.  Die  Koordinaten  des 
Schwerpunktes  sind  dann  0, 0,  jSq]  dabei  sei  g^  positiv.  Als  äussere  Kraft 
liefert  die  Schwere  ein  in  der  (j^-Ebene  liegendes  Ej^ftepaar,  dessen 
rektorielles  Moment  J3Dt   in  die  Knotenlinie  fällt,  und  zwar  ist  der 
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Ghrosse  und  dem  Sinne  nach 

(1)  SW  — Psin^, 
wo  zur  Abkürzung 

(2)  +  ^9^0  —  P 

gesetzt  ist;  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem  8  oberhalb 
oder  unterhalb  der  horizontalen  Ebene  durch  0  liegt  Alsdann  gilt 
der  Satz  von  der  lebendigen  Kraft: 

(3)  ^{Äp^-{'Bq^  +  Cr^  —  2Dqr  —  2Erp  —  2Fpq)  —  —  Pcos^+[h, 

m 

Da  die  Yertikalkomponente  N  von  SR  gleich  NuU  isty  behalt  femer  die 
Yertikalkomponente  N^  des  Drehstosses  2)  stets  denselben  Werty  and  man 
hat,  in  der  Bezeichnungsweise  von  C.  O.J.Jacdbi^  die  ^ntegralgleichang^: 

(4)  {A  —  Er-Fq)c^'\'{B—Br  —  Fp)c^'\-{G  —  I)q  —  Ep)e^^H,. 

Als  J.  L.  Lagrange  in  der  ersten  Auflage  seiner  M^canique  ana- 
lytique  diesen  Ansatz  machte,  konnte  er  bei  den  genannten  allgemeinen 
Annahmen  kein  drittes  Integral  finden;  das  gelang  ihm  vielmehr  nur 
in  dem  besonderen  Falle,  dass  die  j0-Axe  Hauptaxe  ist  und  A^B 
wird,  unter  diesen  Voraussetzungen  ist  nämlich,  wie  Lagrange  er- 
kannte, auch  die  Komponente  N^  des  Impulses  nach  der  Figurenaze, 
der  sogenannte  Eigenimpuls  des  Kreisels,  konstant,  abo 

(5)  Cr  =  Nj; 

folglich  hat  die  Komponente  r  der  instantanen  Drehgeschwindigkeit  0 
nach  der  Figurenaxe  einen  konstanten  Wert,  der  mit  r^  bezeichnet 
werde. 

Die  Integrale  (4)  und  (5)  ergeben  sich  für  den  schweren  stfnh 
metrischen  Kreisel  auch  sofort,  wenn  man  als  Axen  der  x,  y,  0  Haupt- 
axen  wählt  und  die  Lagrangeschen  Differentialgleichungen  in  den 
Eulerscbeu  Winkeln  ansetzt.     Dann  wird: 

(6)  T  =  ^A{d^  +  g>»8in>^)  -f  ^C(q>  +  ^cos^)>; 

^  und  9  kommen  in  T  nicbt  vor,  sind  also  sogenannte  cyldische 
Koordinaten *^'').     Ferner  wird  der  Ausdruck  der  elementaren  Arbeit: 

(7)  dW=Psm^.d^, 


bOT)  Der  Name  eyklische  Koordinaten  stammt  Ton  H.  wm  HdmhokM^  Ber. 
Berlin  1884,  p.  159;  J.  f.  Math.  97  (1884),  p.  111.  Jedoch  hatte  schon  Tor  ilim 
W.  ThofMon  die  Wichtigkeit  des  ümstandes  erkannt,  daß  bei  manchen  dynami- 
sehen  Problemen  in  dem  Ausdrucke  der  lebendigen  Kraft  gewisse  Lagekoordi« 
naten  fehlen.    Genaueres  darüber  findet  man  in  dem  Artikel  lY  11  (P.  StdoM). 
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und  die  Gleichungen  för  ^  und  9  lauten  daher: 

dt    d^>  '        dt    dq>         ^• 

Auf  diese  Weise  erhalt  man  die  Gleichungen) 

(4')  (Ä  sin»  ^  +  C cos»  ^)^  +  Ccos  ^  •  9  =  N^, 

(50  C(<p +;co8  ^  .  ^)  —  iV, 

die  den  Gleichungen  (4)  und  (5)  äquivalent  sind'^). 

In  Verbindung  mit  den  kinematischen  Gleichungen  (Nr.  28  c,  GL  (5)) 
f&hren  die  Gleichungen  (3),  (4^,  (ö^)»  die  im  Sinne  C.  G.  J.  Jacöbis 
„Integralgleichungen'^  des  Problems  sind,  zur  Bestimmung  der  Euler- 
flchen  Winkel  mittels  Quadraturen.  Man  setze  nämlich  zur  Abkürzung: 


(8) 


Femer  sei 

(9) 

Dann  gelten  die  Gleichungen: 

<iö)       (57)  =/■(«) = («-««)  (1-"*)  -  (^-ft*-.«)*. 


2P 

T  =  *5 

SÄ -Cr.» 

N,        _ 
A-P- 

COB  9  =■ 

U 

• 

/m  ^  —  tz^ÜA 

^^^^  dt  ~    l  —  u' 


u 


hierin  sind  a,  h  Materialkonstanten  des  Kreisels^  dagegen  a,  ß,  Tq  Inte- 
grationskonstanten ^  zu  denen  bei  Ausführung  der  Quadraturen  noch 
die  Anfangswerte  ^^y  ^0^  Vo  ^^^  Eulerschen  Winkel  zur  Anfangszeit 
i  =  0  hinzutreten*^. 

2)  Periodisfitätseigenschaften  der  Bew^ung,  um  aus  den  Glei- 
chungen (10),  (11),  (12)  die  Eulerschen  Winkel  als  Funktionen  der 
IZeit  darzustellen,  braucht  man  die  Theorie  der  elliptischen  Funktionen, 
und  es  muss  hierf&r  auf  lY  13  (P.  Stäckd)  verwiesen  werden.  Man 
kann  jedoch  aus  jenen  Gleichungen  mit  elementaren  Mitteln  gewisse 


508)  J.  L.  Lagrange  selbst  hat  diese  Gleichnngen  nicht  anfgestellt;  man 
€&det  sie  bei  E,  J.  Bouth^  Dynamik  1,  p.  368  sowie  bei  F,  Klein  und  A.  Sommer- 
fdd^  Theorie  des  Kreisels,  p.  220. 

609)  /.  L.  Lagrangey  M^caniqne  analytique,  2.  Aufl.,  Ausgabe  Ton  Bertrand 
2,  p.  288.  Dieselben  Formeln  gab  bald  darauf  ^S^.  D.  JPoisson,  Jonm.  ^.  poljt., 
cah.  16  (1818),  p.  247;  vgl.  auch  P.  Appell^  M^caniqne  2,  p.  188. 
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Periodizitatseigenschaften  der  Bewegung  erschliessen;  TgL  Nr.  5,  p.  476 
dieses  Artikels. 

Die  Gleichung  (10)  zeigt  nämlich,  dass  u  eine  periodische  Funktion 
der  Zeit  ist,  die  zwischen  zwei  extremen  Werten  hin  und  her  geht^ 
nämlich  den  beiden  kleineren  Wurzeln  e  und  e'  der  Gleichung  f(u)  «»  0, 
welche  immer  zwischen  —  1  und  -f"  ^  liegen.  Wird  also  auf  der 
Figurenaxe  in  dem  Abstände  1  Yon  0  ein  Punkt,  die  Kreiselspitge 
oder  der  Apex,  markiert,  so  ist  seine  Bahn  eine  sphärische  Kurre^ 
die  zwischen  zwei  Parallelkreisen  der  um  0  beschriebenen  Einheits- 
kugel periodisch  hin  und  her  geht  Im  allgemeinen  berührt  die  Bahn 
diese  Grenzkreise.  Wenn  der  Schwerpui|kt  S  oberhalb  des  ftitei^ 
Punktes  0  liegt,  können  sich  Spüjfen  nur  auf  dem  oberen  Eraiae 
finden,    und   zwar  treten   sie  auf,    wenn  ß  —  br^u  für  diesen  Kreis 


Fig.  14. 


Fig.  16. 


Fig.  16. 


Fig.  14  a. 


Fig.  16  j 


Fig.  16a. 


verschwindet;  diese  Form  der  Bahn  bildet  den  Übergang  zwischen 
den  Bahnen  mit  und  ohne  Schleifen,  siehe  die  Figuren  14  bis  16^^ 
Die  darunter  befindlichen  Figuren  14  a  bis  16  a  zeigen  die  orthographi- 
schen Projektionen  dieser  Bahnen  auf  die  Aquatorebene  der  KugeL 
Wenn  jedoch  die  Bahnen  der  Kreiselspitze  zu  beiden  Seiten  des 
Äquators  liegen,   wftrde  die  orthographische  Projektion   ihre  £ig«i- 

610)  A.  G.  Webster,  Dynamics,  p.  SS8;  vgl.  auch  W.  Hess,  Math.  Ann.  19 
(1S81),  p.  ISl;  P,  Appell^  M^canique  8,  p.  190  und  /.  Hadamard,  BnlL  teienc. 
math.  (2)  19  (1896),  p.  8SS. 
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und  r|  besteht   die   Relation: 


(13) 


Cjr,  —  C,r,. 


Fig.  17. 


tOmlichkeiten  Terwischen.  und  es  empfiehlt  sich  dann,  die  stereo- 
graphische  Projektion  auf  die  Aquatorebene  Ton  dem  tiefsten  Punkte 
der  Kugel,  also  dem  Südpole  aus  anzu- 
wenden. Die  Figuren  17  bis  19,  die  als 
Beispiel  f&r  diese  Yer&hren  dienen  mögen, 
sind  der  Theorie  des  Kreisels  von  F.  Klein 
und  Ä.  Sammerfeld  entnommen;  bei  den 
entsprechenden  Bewegungen  liegt  der 
Schwerpunkt  S  unterhalb  des  unter- 
Stützungspunktes  0.  Sehr  viel  vollkom- 
mener sind  die  stereoskopischen  Bilder, 
die  A.  G.  Greenhill  und  J.  Dewar  ver- 
öffentlicht haben^^^). 

Die  Oleichungen  (11)  und  (12)  zeigen, 
dass  lehrend  einer  jeden  Periode  sich  das 
Asimuth  tp  um  denselben  Betrag  ändert, 
während  sich  gleichzeitig  die  Knotenlinie 
um  einen  gewissen  konstanten  Winkel  ge- 
dreht hat. 

3)  Beziehungen  zwischen  den  Be- 
wegungen verschiedener  symmetrischer  Krei- 
sd;  der  Saiz  von  G.Darhoux,  Man  betrachte 
zwei  symmetrische  Kreisel;  die  zugehörigen 
Orössen  sollen  durch  die  Indizes  1  und 
2  unterschieden,  jedoch  wenn  sie  ein- 
ander gleich  sind,  ohne  Index  gelassen 
werden.  Es  sei  A^^^  A^^*  Ay  dagegen 
C^  verschieden  von  (7,;  femer  sei  P^ 
*^  P^  =i  P,  Die  Bewegungen  sollen 
beide  zur  Anfangszeit  ^  »>  0  mit  den- 
selben Werten  ^q,  ^q,  fp^  der  Eulerschen 
Winkel  beginnen,  und  es  soll  auch  der 
Aniangsimpuls  derselbe  tfein.  Mithin  haben 
|)i,  q^  und  p^,  g,  dieselben  Anfangswerte 
p^,  q^,  und   zwischen  den  Konstanten  r^ 


Fig.  18. 


Fig.  19. 


511)  London  Math.  Sog.  Proe.  87  (1896),  p.  687;   Engineering  64  (1897), 
p.  811;  Annale  of  math.  (2)  6  (1904),  p.  1,  67. 
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Unter  diesen  Yoraussetzungen   folgt   aus  den  Gleichungen  (8),  dass: 

«1  —  Oj  =  a,       /Jj  —  /J,  =  /J^ 

ist;  mithin  werden  die  Differentialgleichungen  (lOJ  und  (lO,)  f&r  u^ 
und  U|  identisch,  und  es  werden  daher  ^^  und  ^|  dieselben  Funktionen 
der  Zeit.  Dann  aber  gilt  nach  (11)  dasselbe  f&r  die  Langen  der  Enoten- 
linien  ^^  und  ^^^  und  zwischen  den  Azimuten  besteht  nach  (12)  die 
Beziehung: 

(14)  <JPi  — y»  +  (^i  — ^f)^. 

Demnach  bewegen  sich  die  beiden  Kreisel  so,  dass  die  Lagen  ihrer 
Figurenaxen  und  ihrer  Impulsvektoren  immer  übereinstimmen,  wahrend 
die  Drehungen  um  die  Figurenaxen  sich  nur  um  eine  gleichförmige 
Drehung  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  r^  —  r,  unterscheiden. 

G.  Darboux,  dem  man  diesen  Satz  verdankt,  hat  ihn  benutsEt^  um 
die  Bewegung  eines  schweren  symmetrischen  Kreisels  auf  die  Bewegung 
eines  schweren  Kugelkreisels  zurückzuführen,  bei  dem  der  feste  Punkt 

von    dem   Schwerpunkte   verschieden    ist    (exzentrischer  Kugdkreisd). 

C  r 
Dazu  braucht  man  nur  r^  gleich  --—-*    zu  setzen;    die   Gleichung   (14) 

geht  alsdann  in  die  Oleichung 

(140  Vi  =9t  +  r,~-  t 

über*^*).  Das  ist  eine  wirkliche  Vereinfachung,  da  bei  dem  Kugel- 
kreisel  der  Impuls vektor  Ap,  Äq,  Ar  stets  dieselbe  Richtung  wie 
der  Drehvektor  p,  q,  r  besitzt.  Hieraus  folgt  zum  Beispiel,  dass 
die  Herpolhodie  des  schweren  exBewtrischeii  Kugdkreisels  eine  Acne 
Kurve  ist;  denn  die  Lnpulskurve,  der  sie  ähnlich  ist,  liegt  in  der 
Ebene  ^  »  N^.  Dagegen  ist  die  Herpolhodie  des  allgemeinen  schweren 
symmetrischen  Kreisels  eine  sphärische  Kurve, 

4t)  Konjugierte  Poinsofbewegungen;  der  Säte  von  C.  G.  J.  Jo/cobi. 
Zwischen  den  Bewegungen  des  unsymmetrischen  kraftefreien  Kreisds 
und  des  schweren  symmetrischen  Kreisels  besteht  eine  verborgene 
Beziehung,   die   C.  G.  J,  Jacobi  um   1850  entdeckt  und  ohne  Beweis 

612)  G.  Darboux,  Paris  C.  R.  101  (1886),  p.  11,  116;  J.  de  math.  (4)  1  (1886), 
p.  408;  Note  XIX  zu  der  M^caniqne  von  Ch.  Despeyrous  2,  p.  627;  die  Gleichimg 
(14^)  findet  sich  schon  bei  C.  O,  J.  Jacobij  Werke  2,  p.  496,  der  den  Hilfswinkel  9, 
einfährte,  um  die  Formeln  für  die  Bewegung  eines  schweren  symmetrisohen 
Kreisels  zn  vereinfachen;  die  Deutung  mittels  des  Kugelkreisels  hat  aber  erst 
'  G.  Darboux  gefunden.  Vgl.  im  übrigen  auch  F.  Klein  und  A,  Sommerfeld^  Theorie 
des  Kreisels,  p.  281. 
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bekannt  gegeben  hat^^'),  die  aber  erst  genauer  erforächt  worden  ist^ 
nachdem  E.  LoUner  1882  Jacdbis^^^)  fragmentarische  Aufzeichnungen 
aus  dem  Nachlass  herausgegeben  hatte. 

Da  bei  dem  schweren^  symmetrischen  Kreisel  r  =  Tq  ist,  beschreibt 
der  Endpunkt  des  Drehvektors  )o  im  Körper  eine  ebene  Pdhodie; 
Ton  dieser  Polhodie  des  schweren  symmetrischen  Kreisels  aber  laßt 
sich  zeigen^  daß  sie  eine  HerpoUiodie  bei  einem  gewissen  unsymme^ 
frischen  hräftefreien  Kreisel  oder  kurz  eine  Poinsotsche  Herpöfhodie  ist. 
Werden  nämlich  in  der  rry-Ebene  Polarkoordinaten  r,  %  eingeführt^ 
so  erhalt  man  für  jene  Polhodie  die  Differentialgleichung 

die  genau  die  Form  hat,  welche  für  eine  Poinsotsche  Uerpolhodie 
charakteristisch  ist;  vgl.  Nr.  34a,  Ol.  (3).  Eine  ähnliche  Betrachtung 
seigt,  dass  sich  auch  die  Herpolhodie  des  schweren  exzentrischen  KugeL- 
kreiseis,  von  der  gerade  auf  der  vorhergehender  Seite  die  Rede  war,. 
als  Poinsotsche  Herpolhodie  auffassen  lässt. 

Zwischen  den  beiden  Poinsotschen  Herpolhodieen,  die  beim  Kugel- 
kreisel auftreten,  also  der  zugehörigen  Polhodie  und  Herpolhodie,  be- 
steht nun  ein  Zusammenhang,  der  sich  mittels  des  von  JE,  J.  JRoufh  ein- 
geführten Begriffes  der  konjugierten  Poinsoibewegungen  einfach  be- 
schreiben lässt. 

Bei  der  Bewegung  eines  unsymmetrischen  kräftefreien  Kreiselt» 


618)  Berlin  Monateber.  1860,  p.  77. 

614}  Werke  2,  p.  477, 493;  Beweis  Ton  E,  Lottner,  p.  610.  Weitere  Litteraturr 
JS,  Padova,  Torino  Atti  19  (1884),  p.  1007;  Yenezia  Ist.  Atti  (7)  3  (1892),  p.847, 
G.  JB.  Hdlphen,  Paris  C.  R.  100  (1886),  p.  1066;  Traitä  des  fonctions  elliptiqnes; 
2,  Paris  1888,  chap.  2  und  8;  G.  Darboux,  Paris  C.  B.  101  (1886),  p.  11,  116  r 
J.  de  math.  (4)  1  (1886),  p.  408;  Note  XYIU  und  XIX  zu  der  M^canique  von 
Ch.  Despeyrous  2,  p.  611,  627;  A,  de  Saint-Germain^  R^sum^  de  la  th^rie  du 
moavement  d^nn  corps  solide  antour  d'nn  point  fixe,  Paris  1887;  E.  J.  Bauth^ 
Quart.  J.  of  math.  28  (1888),  p.  84;  Dynamik  2,  p.  126,  160;  W.  Hess,  Zeitschr. 
Math.  Phys.  S3  (1888),  p.  292;  A.  GoUschalck,  Diss.  Münster  1898;  A.  C.  Dixofiy. 
Quart.  J.  of  math.  27  (1896),  p.  862;  R.  Marcolongo,  Ann.  di  mat.  (2)  22  (1896), 
p.  167;  Jomal  de  scienc.  math.  et  astr.  18  (1896),  p.  17;  14  (1900),  p.  169,  Ann. 
d.  mat.  (8)  7  (1902),  p.  99;  A,  G.  GreenhiU,  London  Math.  Soc.  Proc.  26  (1896),. 
p.  216;  27  (1896),  p.  646;  Annnaire  des  math.  Paris  1902,  p.  488;  E,  Jahnke,  Paria 
C.  B.  126  (1898),  p.  1126;  F.  Klein  und  A,  Sommerfeld,  Theorie  des  Kreisels, 
Heft  2  (1898),  p.  486;  F,  KöUer,  Bemerkungen  zn  F.  Eleins  nnd  A.  Sommerfelds 
Bneh  über  die  Theorie  des  Kreisels,  Berlin  1899;  Berlin  Math.  Ges.  Ber.  1  (1902) 
p.  11;   P.  Appell,  Mäcanique  2,  p.  218. 
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wird  nimlich  von  den  beiden  Ovalen^  die  der  Polhodiekq^el  ans  daia 
PoinBoischen  Ellipsoid  aosschneidet^  nur  das  eine  Tom  Drdipol  dnrdi- 
laufen.  Aber  auch  zu  dem  anderen  Oval  gehört  eine  Poinsokbewe- 
gnng;  bei  der  die  Komponenten  des  Drehyektors 

/  =  — jp,  3'«.— g,  /  =  — r 

sind,  und  die  zn  der  ersten  Bewegung  hmjugiert  heisst.  Sie  findet  bei 
einem  konjugierten  kraftefreien  Kreisel  statt,  dessen  Haapttr^[heitB- 
momente  A'^  B",  C  in  bezng  auf  den  festen  Punkt  den  Gleichungen 
genügen: 

(16)  Ä':B':C'  =  A(B+C—Ä)  :  B(C+A—B)  :  0(^+5— C), 

Die  lebendige  Krsft  K  und  der  Impuls  V  werden  bei  dem  konjugierten 
Kreisel  durch  die  Gleichungen  bestimmt: 

'^'^  BC      ~     BÖ     '  CA'      ~      CA      ' 

die  durch  cyklische  Yertauschung  daraus  hervorgehende  dritte  Glei- 
chung ist  eine  Folge  der  beiden  ersten.     Die  Gleichungen  (16)  und 

(17)  bleiben  bestehen,  wenn  man  darin  die  Großen  A',  B\  C,  h\  k' 
mit  den  Größen  A,  B,  C,  h,  k  yertauscht;  hierdurch  wird  das  Bei- 
wort konjugiert  gerechtfertigt. 

Nunmehr  gilt  der  Satz,  dass  bei  geeigneter  Bestimmung  der 
Konstanten  die  Koordinaten  der  zu  den  beiden  konjugierten  Poinsot- 
bewegungen  gehörigen  Herpolhodieen  zu  jeder  Zeit  identisch  sind  mit 
den  durch  —  2  bezw.  -f-  2  dividierten  Koordinaten  der  beiden  Poinsot- 
sehen  Herpolhodieen  des  zugehörigen  schweren  symmetrischen  Kugel- 
kreisels. Definiert  man  als  inverse  Poinsotbewegung  diejenige  Bewe- 
gung, bei  der  man  den  Polhodiekegel  im  Räume  festhalt  und  den  Herpol- 
hodiekegel  auf  ihm  abrollen  lässt,  so  lässt  sich  nunmehr  der  Saig  von 
C.  G.  J.  Jacohi  in  der  vervollständigten  Form  aussprechen:  Die  Bewe- 
gung eines  schweren  exzentrischen  Kugdhreisds  ist  identisch  mit  der  rdati- 
ven  Bewegung  der  zu  zwei  konjugierten  Poinsotbewegungen  gehörigen  tu- 
versen  Bewegungen;  heim  dllgemeinen  schweren  symmetrischen  Kreisd  hat 
man  noch  —  dem  Satze  von  G,  Darhoux  entsprediend  —  eine  gleidif&rmige 
Drehung  um  die  Figurenaxe  hinzuzufügen. 

So  merkwürdig  dieser  Satz  ist,  so  wird  es  doch  kaum  mog^ch 
sein,  sich  von  ihm  aus  etwa  eine  anschauliche  Vorstellung  von  der 
Bahn  der  Kreiselspitze  zu  verschaffen,  und  wenn  Jacdbi  sagt:  JLe 
Probleme  de  Lagrange  est  donc  ramen^  au  probl^me,  qui  d^ormais 
doit  §tre  consid^r^  comme  el^mentaire,  de  la  rotation  d'un  coips 
suspendu  par  un  point  fixe  et  mü  par  le  seul  effet  d'une  impulsion 
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primitiTe^,  so  ist  doch  die  Beziehufig  zwischen  diesen  beiden  Pro- 
blemen keineswegs  elementarer  Art. 

36b.  Besondere  BewegungsfäUe;  reguläre  und  pseudoregulftre 
Pr&session.  1)  Einfache  Bewegungsformen.  Eine  gleichförmige  Drehung 
um  eine  im  Baume  und  im  Körper  feste  Axe  kann  nur  stattfinden, 
wenn  die  Axe  vertikal  gestellt  ist.  Sie  tritt  aber  auch  bei  jeder  ge- 
gebenen Neigung  #o  der  Figurenaxe  ein,  sobald  man  die  Drehgeschwindig- 
keit  CD  aus  der  Gleichung 

(18)  Cö*  =  y^  -^     .- 

^     ^  (C —  Ä)  cos  ^0 

bestimmt;  dabei  muss  jedoch  ein  bestimmtes  der  beiden  Enden  der 
Drehaxe  nach  oben  gerichtet  werden  ^^^).  Für  eine  im  Äquator  ge- 
legene Drehaxe  und  beim  Kugelkreisel  für  jede  Drehaxe  wird  (o  un- 
endlich; permanente  Drehung  ist  dann  physikalisch  unmöglich. 

Eine  besondere  Untersuchung  erfordert  der  Fall  d^Q  ==  0,  der  über- 
haupt eine  gewisse  Ausnahmestellung  einnimmt;  bei  ihm  bleibt  (o 
ganz  willkürlich.  Da  ein  symmetrischer  Ejreisel  von  der  Gestalt  eines 
Umdrehungskörpers,  der  um  die  vertikal  gestellte  Figurenaxe  rotiert, 
äusserlich  von  einem  ruhenden  Kreisel  kaum  zu  unterscheiden  ist, 
wird  er  auch  ein  schlafender  Kreisel  genannt^")  (üeeping  top,  toupie 
dormante\  auch  im  Deutschen  giebt  es  das  Wort  Toppich  für  Kreisel). 

Der  Kreisel  kann  sich  auch  um  eine  im  Räume  und  im  Körper 
feste  Axe  mit  ungleichförmiger  Geschwindigkeit  drehen.  Das  geschieht 
dann  und  nur  dann,  wenn  die  Axe  eine  der  auf  der  Figurenaxe  senk- 
rechten Hauptaxen  ist,  die  man  horizontal  gelegt  hat.  Bei  einer 
solchen  Bewegung  muss  N^  =^  0  sein,  und  die  Neigung  gehorcht  daher 
der  Differentialgleichung 

(äT)'=C«-a«)(l-"»)-^*, 

d.  h.  der  Kreisel  schwingt  wie  ein  physikalisches  Pendel  ^^'^). 

Dass  der  schwere  symmetrische  Kjreisel  reguläre  Präzessionen  ge- 
stattet,  haben   gewiß   schon  J.  d'Alembert  und  L,  Euler  erkannt*^), 

516)  Vgl.  0.  Staude,  J.  f.  Mftth.  118  (1894),  p.  334  sowie  Nr.  86  dieses 
Artikels. 

616)  F.  Klein  und  Ä.  Sotnmerfdd,  Theorie  des  Kreisels,  p.  816  sprechen 
in  diesem  Fall  von  einem  aufrechten  Kreisel. 

617)  YgLB.  K.  Mlodzj^awskijy  Moskau,  Arbeiten  der  phys.  Sektion  der  Kais, 
Boss.  Qea.  der  Freunde  der  Naturkunde  7  (1894),  üeft  1,  p.  64  (russisch),  so- 
wie Nr.  86  dieses  Artikels. 

618)  Beide  haben  nämlich  die  Drehung  der  Erde  um  ihren  Schwerpunkt 
untersucht,  also  eine  Bewegung,  die  bei  der  Annäherung,  mit  der  sie  sich  be- 

Baojklop.  d.  math.  WisMnsob.    rv  1,  i.  41 
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aUein  erst  L.  Poinsot  ist  genauer  auf  diese  Bewegougsform  eingegangen, 
bei  der  das  von  ihm  benutzte  Bild  der  rollenden  Kegel  besonders  ein- 
fach und  anschaulich  ist"»).  Er  beginnt  geradezu  mit  der  Frage, 
wann  bei  einem  symmetrischen  Kreisel  überhaupt  Prazeesion  um 
eine  vertikale  Axe  stattfinden  kann.  Wie  eine  einfache  Überlegung 
lehrt,  liegt  bei  einer  solchen  Bewegung  die  horizontale  Komponente 
des  Impulsyektor  in  einer  Axe,  die  auf  der  Knotenlinie  senkrecht 
steht,  und  hat  in  der  Bezeichnung  Ton  Nr.  28 d  dieses  Artikels  die 
konstante  Grösse 

[CjLi  -{-  (C—Ä)vcoB  ^o]  sin  ^o- 

Da  nun  die  vertikale  Komponente  des  Impulsvektors  die  konstante 

Grösse 

Äv  sin  ^d-Q  -f-  C'  (v  cos  ^Q  +  jLi)  cos  ^^ 

hat  und  die  Knotenlinie  sich  mit  der  Prazessionsgeschwindigkeit  v  um 
die  Vertikale  dreht,  so  erfährt  der  Impulsvektor  2)  im  IZeitelemente  dt 
den  vektoriellen  Zuwachs 

dS)  =  [C(i  +  (C-f-  Ä)  V  cos  #o]  sw^  ^0  •  «'^^• 

Dieser  infinitesimale  Drehstoss  muss  dem  Kreisel  von  aussen  zugef&hrt 
werden,  damit  er  die  reguläre  Prozession  fortsetzt;  der  Vektor  SR  muss 
daher  der  Grösse  nach  den  konstanten  Betrag 

(19)  [Cf*i/  +  {C—  A)v^  cos  ^o]  sin  ^0 

haben  und  der  Richtung  nach  in  die  Knotenlinie  fallen. 

Beim  hräftefreien  Kreisel,  wo  9H  »=  0  ist,  liefert  die  Poinsotsche 
Bedingung  (19)  genau  die  Relation  Nr.  34,  Gl.  (10)  zwischen  den 
Prazessionskonstanten  d^,  ft,  v.  Beim  schweren  symmetrischen  Kreisel 
ist  die  Bedingung  für  die  Richtung  des  Vektors  ^  von  selbst  erf&llt, 
während  man  aus  der  Bedingung  (19)  ffir  seine  Grösse  die  Relation 

(20)  P=Ctiv-{'{C—Ä)v^  cos  ^0 

erhalt;  hierdurch  werden  wiederum  oo*  Prazessionen  aus  den  kine- 
matisch möglichen  oo'  Prozessionen  herausgehoben.  Da  aber  beim 
Kreisel  die  Anfangswerte  von  9  und  ^  willkürlieh  sind,  so  gestattet  der 
schwere  symmetrische  Kreisel  unier  der  Gesamtheit  seiner  00*  Bewegwugen 
00^  reguläre  Präzessionen,  und  ztvar  um  die  Vertikaie.    unter  ihnen 


gnügten,  der  regulären  Pr&zession  eines  schweren  symmetrischen  Kreisels  äqui- 
valent ist;   vgl.  den  folgenden  Abschnitt  2)  dieser  Nummer. 

519)  J.  de  math.  (1)  18  (1853),  p.  41 :  Th^rie  des  cönes  circulaires  ronlaates; 
wieder  abgedruckt  Connaissance  des  temps  1868;  vgl.  auch  die  Abhandlung 
X.  PoinsotB:  Sur  la  pr^cession  des  ^uinoxes,  Connaissance  des  temps  1867. 
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sind  auch  die  permanenten  Drehungen  enthalten;  diese  ergeben  sich 
für  fi  =  0. 

Aus  der  Gleichung  (20)  folgt: 

/oi  X  ^       Cii  ±  T/CV«^r4(^  llC)  P  cos  frp . 

^^  ^  2(^— C7)cosö'o  ' 

entweder  gehören  also   zu  gegebenen  Werten  der  Neigung  und  der 

Drehgeschwindigkeit  um  die  Figurenaxe  zwei  Werte  der  Prazessions- 

geschwindigkeit,  oder  es  giebt  keinen  solchen  Wert.    Die  beiden  Werte 

Ton  V  sind  sicher  reell^  wenn  (i  hinreichend  gross  ist.     Für  grosse 

Werte  von  /n  sind  sie  näherungsweise 

der  Kreisel  gestattet  also  fär  jedes  Ton  90^  yerschiedene  ^^  eine  schn^ 
und  eine  langsame  Präzession.  Die  langsame  Präzession  ist  die  wich- 
tigere,  da  sie  bei  den  tatsächlich  yor  sich  gehenden  Sj'eiselungen 
häufig  beobachtet  wird;  diese  beginnen  allerdings  zunächst  mit  einer 
sogenannten  pseudoregulären  Präzession  (ygl.  den  folgenden  Ab- 
schnitt 3)  dieser  Nummer);  allein  die  zitternden  Schwingungen  dieser 
Bewegung  werden  bald  abgedämpft  (yergl.  Nr.  20  b;  p.  525  dieses 
Artikels) y  und  es  entsteht  so,  wenn  man  yon  der  sogenannten  säku- 
laren Wirkung  der  Reibung  absieht,  eine  reguläre  Präzession. 

Zu  der  regulären  Prozession  gelangt  man  auch  yon  der  Frage 
aus,  wann  sich  die  Differentialgleichung  (10)  mittels  elementarer  Funk- 
tionen integrieren  lässt.  Dazu  ist  notwendig  und  hinreichend,  dass 
die  Gleichung  f(u)  =  0  eine  Doppelwurzel  besitzt,  und  jetzt  tritt  eine 
Scheidung  der  Wertsysteme  a,  r^h,  a,  ß  in  zwei  wesentlich  yerschiedene 
Arten  ein.  Im  Folgenden  wird  angenommen,  dass  P  positiy  sei;  der 
Fally  dass  es  negatiy  ist,  lässt  sich  leicht  auf  den  des  positiyen  P  zu- 
rückführen. Dann  giebt  es  stets  zwei  Präzessionen,  wenn  jV^'  grösser 
als  2ÄP{l-\-e)  ist;  e  bedeutet  wieder  die  kleinste  Wurzel  der 
Gleichung  /*(m) -«  0.  Ist  aber  N^^  kleiner  als  2J[P(l-f-c),  so  giebt 
es  zwei  Präzessionen  oder  keine,  je  nachdem  Nj*  grösser  oder  kleiner 
als  4ÄPe  ist.  Da  der  erste  Fall  bei  starkem  Eigenimpulse  N^^  des 
Kreisels  eintritt,  nennt  jP.  Klein  bei  ihm  den  Kreisel  einen  starken 
Kreisel  und  spricht  in  dem  zweiten  Fall  yon  einem  schwachen  Kreisd; 
die  Eigenschaft,  stark  oder  schwach  zu  sein,  wird  nicht  dem  KreiseL 
sondern  seinem  Bewegungszustande  beigelegt,  es  kann  also  ein  und 
derselbe  Kreisel  je  nach  den  Anfangsbedingungen  der  Bewegung  stark 
oder  schwach  sein**^). 

680)  Theorie  des  Kreisels,  p.  249. 

41» 
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2)  Anwendung  auf  die  angenäherte  Berechnung  der  Drehung  der 
Erde  um  ihren  Schwerpunkt.  Bei  der  Untersuchung  der  Drehung  der 
Erde  um  ihren  Schwerpunkt  hat  man  diese  zunächst  in  starker  Idea- 
lisierung als  einen  starren  Riesenkreisel  aufgefasst^  bei  dem  der  feste 
Punkt  der  Schwerpunkt  und  die  Yerbindungsgerade  des  Nordpoles 
mit  dem  Südpol  die  Figurenaxe  ist.  Alsdann  ist  näherungsweise 
A=^  B,  und  es  verhält  sich  C  z\x  A  ungefähr  wie  305  zu  304. 
Wird  als  Einheit  der  Zeit  der  Tag  genommen^  so  bewegt  sich  die 
Erde  in  regulärer  Präzession  um  die  Normale  zur  Ekliptik,  und  zwar 
ist,  wenn  man  den  Wert  von  %^  nimmt,  der  im  Jahre  1905  galt: 


#0  =  230  28',     ^  =  2ä,     1/  =  — 


2^ 


365  .  26  800 


Werden  diese  Werte  von  ^^  und  /n  in  die  Relation  Nr.  84,  61.  (10) 
zwischen  den  Präzessionskonstanten  des  kräftefreien  symmetrischen 
Kreisels  eingesetzt,  so  ergiebt  sich  f^  die  Präzessionsgeschwindigkeit  v 
der  Wert  —  382. 2 ;i:;  mithin  ist  die  tatsächliche  Präzession  der  Erde 
keine  freie,  sondern  eine  erzwungene  Präzession,  In  der  Tat  wird  sie 
durch  die  anziehenden  Kräfte  hervorgerufen,  die  die  anderen  Wclt- 
körper,  vor  allem  Sonne  und  Mond,  auf  das  Erdellipsoid  ausüben. 
Diese  Anziehungen  liefern  in  erster  Annäherung  ein  konstantes  Dreh- 
moment, dessen  Vektor  30?  in  der  Schnittlinie  der  Ekliptik  mit  dem  Erd- 
äquator, also  in  der  Knotenlinie  liegt;  es  wirkt,  von  der  Seite  aus 
gesehen,  wo  die  Knotenlinie  das  Friihlings-Aquinoktium  trägt,  um  die 
Axe  im  entgegengesetzten  Sinn  des  Uhrzeigers,  also  ebenso,  wie  die 
Schwere  bei  einem  Kreisel,  dessen  Unterstützungspunkt  unterhalb  des 
Schwerpunktes  liegt.  Bezeichnen  ms  die  Masse  der  Sonne,  mi  die 
Masse  des  Mondes,  rs  den  mittleren  Abstand  der  Sonne  von  der  Erde, 
rx  dasselbe  für  den  Mond,  y  die  Neigung  der  Mondbahn  gegen  die 
Ekliptik,  die  im  Mittel  5®  9'  beträgt,  so  ist,  da  die  übrigen  Himmels- 
körper zu  30?  nur  einen  sehr  kleinen  Beitrag  liefern,  näherungs weise: 


9J?=  i  (C  — ^)sin^ocos^o 


m^  m,  / 

-1-    -■  l 


1 


2 


sin*  y 


) 


Wird  dieser  Wert  statt  P  sin  d^^  in  die  Gleichung  (20)  eingesetzt,  so 
findet  man  eine  langsame  Präzession  von  rund  50  Sekunden  im  Jahre, 
von  denen  etwa  16  auf  die  Wirkung  der  Sonne,  34  auf  die  Wirkung 
des  Mondes  kommen,  was  mit  den  Beobachtungen  befriedigend  stimmt. 
Die  Astronomen  sehen  übrigens  in  der  Gleichung  (20): 

P  =  C(iv  +  (C—A)  r«  cos  ^^ 
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niclit  Vy  sondern  — ^ —   als   unbekannte   an,    weil  man  diesen  sonst 

schwer   zugänglichen   Quotienten    hieraus   am   genauesten  bestimmen 

kann  5")- 

Da  die  Mondbahn  gegen  die  Ebene  der  Ekliptik  geneigt  ist  und 

ihre  Knotenlinie  sich  in  rund  18,7  Jahren  einmal  um  die  Normale 
der  Ekliptik  dreht,  so  kommen  zu  der  erzwungenen  regulären  Prä- 
zession  der  Erdaxe  noch  gewisse  erzivungene  Schwingungen  hinzu,  die 
man  als  NutoHonen  bezeichnet;  sie  lassen  sich  so  beschreiben,  dass 
der  Pol  des  Erdäquators  in  rund  18,7  Jahren  relativ  zu  der  Prä- 
zession eine  Ellipse  mit  den  Halbmessern  9,2  und  6,9  Bogensekunden 
durchläuft^"). 

3)  Kleine  Schwingungen  um  einfache  Bewegungsformen,  Wenn  man 
bei  gegebenen  Anfangsbedingungen  die  Lagekoordinaten  ^i^'-y^^ 
eines  Systems  aus  den  Lagrangeschen  Differentialgleichungen  als  Funk- 
tionen der  Zeit  fi{t),  . .  .,  f^(t)  ermittelt  hat,  wird  man  nach  den  be- 
nachbarten Bewegungen  fragen,  d.  h.  nach  den  Bewegungen,  bei  denen 

ist,  wo  die  £j, .  .  .,  £^  kleine  Grössen  bedeuten  sollen;  nach  E.  J,  Bouih 
nennt  man  diese  Bewegungen  auch  Meine  Schwingungen  um  jene  Be- 
wegung. Die  Methode  zu  der  Bestimmung  der  kleinen  Schwingungen 
um  eine  Bewegung  ist  der  Methode  zur  Bestimmung  der  kleinen  Schwin- 
gungen um  eine  Gleichgewichtslage  ganz  analog;  vgl.  Nr.  9,  p.  484 
dieses  Artikels.  Im  allgemeinen  ergeben  sich  bei  den  üblichen  Ver- 
nachlässigungen für  die  fj, .  . .,  £^  wieder  lineare  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung,  bei  denen  jedoch  jetzt  die  Koeffizienten  von  der  Zeit 


521)  Vgl.  VI  1  3 ,  Nr.  58  d  (P.  FizeeUi), 

622)  Bei  der  Darstellnng  im  Texte  handelt  es  sich,  wie  schon  hervor- 
gehoben wurde,  nur  am  eine  erste  Näherung.  Die  Astronomen  haben,  um  die 
Bewegung  der  Erde  um  ihren  Schwerpunkt  befriedigend  zu  beschreiben^  Formeln 
mit  sehr  vielen  Gliedern  aufstellen  müssen.  In  diesen  Formeln  wird  auch  die 
sehr  kleine  freie  Präzession  der  Erde  berücksichtigt,  die  schon  L.  Euler  ver- 
mutet hatte,  die  aber  erst  am  Ende  des  10.  Jahrhunderts  mit  Sicherheit  durch 
astronomische  Beobachtungen  festgestellt  worden  ist.  Genaueres  über  alle  dieue 
Fragen,  bei  denen  auch  die  Elastizität  des  Erdkörpers  und  die  auf  seiner  Ober- 
fläche stattfindenden  meteorologischen  Vorgänge  berücksichtigt  werden  müssen, 
findet  man  in  dem  Artikel  VI  2  22  {K.  Scktoareschild);  im  übrigen  vergleiche  man 
etwa  P.  S.  Laplace,  Trait^  de  m^canique  eheste  5,  Paris  1825,  p.  278;  F.  Tisserand, 
Trait^  de  m^canique  Celeste  2,  Paris  1890,  p.  442;  F.  Klein  und  A.  Sommerfeld^ 
Theorie  des  Kreisels,  Kap.  Vlli.  —  Von  Interesse  sind  auch  die  Modelle  für  Prä- 
zessiondfewegungen,  vgl.  etwa  K.  Haas.  Progr.  d.  Staats-Real-  und  Obergymnasiums 
Wien  VI,  1894. 
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abhängen  und  in  denen  noch  sogenannte  gyroskopiache  Terme  auf- 
treten; vgl.  Nr.  20;  p.  516  dieses  Artikels.  Nach  E,  X  Boufh  heisst  die 
Bewegung  {^(O' •••;/r(0}  statimär,  wenn  es  sich  ereignet,  dass  die 
Koeffizienten  der  linearen  Differentialgleichungen  bei  geeigneter  Wahl 
der  Lagekoordinaten  Ton  der  Zeit  unabhängig  sind;  aus  diesen  Glei- 
chungen erhält  man  dann  immer  dieselben  Schwingungen,  zu  welcher 
Zeit  auch  die  Bewegung  gestört  wird. 

Die  Frage  nach  den  sUUionären  Bewegungen  des  schweren  sym- 
metrischen Kreisels  führt  wiederum  zu  den  regulären  Präeessumen; 
denn  die  Koordinaten  ^  und  fp  sind  zyklisch^^*),  die  Neigung  d 
aber  ist  bei  der  regulären  Präzession  konstant^**).  Die  Bewegungen, 
die  einer  regulären  Prozession  benachbart  sind,  heissen  pseudoreguläre 
Prä0essianen^^),  weil  sie  meistens  f&r  das  unbewaffiiete  Auge  von 
der  regulären  Präzession  gar  nicht  zu  unterscheiden  sind. 

Zu  einem  häufig  Torkommenden,  besonderen  Fall  der  pseudo- 
regulären  Präzession  gelangt  man  folgendermassen.  Man  versetze  einen 
Kreisel  bei  festgehaltener  Figurenaxe  durch  Abziehen  einer  umge- 
wickelten Schnur  in  starke  Drehung  um  die  Figurenaxe,  stelle  diese  Axe 
schief  und  überlasse  jetzt  den  Kreisel  allein  der  Wirkung  der  Schwere. 
AladanTi  scheint  die  Figurenaxe  um  die  Vertikale  einen  Kreiskegel  mit 
gleichförmiger  Geschwindigkeit  zu  beschreiben.  Eine  solche  langsame 
Präzession  widerspricht  jedoch  der  Anfangsbedingung,  dass  ifQ  =  0 
sein  soll,  denn  bei  ihr  ist  ^  gleich  der  von  Null  verschiedenen,  kon- 
stanten Präzessionsgeschwindigkeit  v.  Sie  widerspricht  auch  dem 
Gesetz  von  der  Erhaltung  der  Energie;  denn  wie  soll  die  Schwere 
eine  Bewegung  hervorrufen,  bei  der  sich  die  Punkte  der  Figurenaxe  in 
horizontalen  Kreisen  senkrecht  zur  Richtung  der  Schwere  bewegen, 
so  dass  die  Schwere  gar  keine  Arbeit  leisten  kann? 

Bereits  1813  hat  S.  D,  Poisson  die  Lösung  dieses  Rätsels  ge- 
geben^^*).  Er  fragte  nämlich,  ob  der  schwere  symmetrische  Kreisd 
Bewegungen  ausführen  könne,  bei  denen  die  Neigung  d"  nahtBU  den 
konstanten  Wert  %^  behält,  und  gelangte  unter  der  Voraussetzung, 
dass  %^  von  Null  verschieden  und  die  Drehgeschwindigkeit  des  Kreisels 
um  seine  Figurenaxe  sehr  gross  sei,  zu  der  folgenden  angenäherten 
Darstellung  einer  solchen  Bewegung.  Da  der  Eigenimpuls  N^  =»  Cr^ 
sehr   gross   ist,   sollen   nur  Glieder  bis  zu   der  Ordnung   von   1/-^!* 


623)  E.  J.  Baulh,  Dynamik  2,  p.  161. 

624)  J^.  Klein  und  A.  Sommerfeld,  Theorie  des  Kreisels,  Kap.  V. 

626)  Jonm.  ic,  polyt.,  cah.  16  (1818),  p.  247;  M^canique,  2.  ^d,  Paris  1S88, 
2,  p.  177. 
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beibehalten  werden.     Wird  noch  zur  Abkürzung 

AT 


(23) 

gesetzt,  so  ist: 


ijr.- 


=  a» 


(24) 


9  =  ^,  -^  ^*  sin  #0  —  **  sin  ö'j  cob  ^  t, 

*  =  *o  +  ^^-**«mä^> 
9  =  9o  +  ^0^  +  ^s  ^0  •  *• 


Mithin  geht  die  Neigung  der  Figurenaxe  periodisch  zwischen  den 
Werten  ^^  und  ^^'\'2S^  sin  ^q  hin  und  her,  die  einander  sehr  nahe 
li^en.     Dabei    dreht    sich    die   Axe   im   Mittel   mit   der  langsamen 

Piuzessionsgeschwindigkeit  ^  =  ät  ^un  die  Vertikale,  und  zwar  pro- 
gressiv oder  retrograd,  je  nachdem  der  Schwerpunkt  oberhalb  oder 
unterhalb  der  horizontalen  Ebene  durch  den  festen  Punkt  liegt. 

Um  die  Bewegung  deutlicher  zu  veranschaulichen,  fQhre  man 
nach  F.  Putseuo;^^)  eine  Hilfsaxe  ein,  deren  Stellung  durch  die  Glei- 
chungen 

^  =  ^0  +  «*  sin  ^„      ^  _  V'o  +  3^  ^ 

definiert  ist^  Dann  vollführt  die  EUlfsaxe  eine  reguläre  Prazession, 
und  der  Hilfsapex,  der  auf  ihr  im  Abstände  Eins  von  0  liegt,  beschreibt 
auf  der  Einheitskugel  um  0  einen  Parallelkreis;  der  wahre  Apex  aber 
durchlauft  relativ  zu  dem  Hilfsapex  einen  kleinen  Kreis 
vom  Halbmesser  d',  seine  Bahn  auf  der  Kugel  ist  also 
eine  sphärische  Zykloide,  deren  Spitzen  auf  dem  Parallel- 
kreise #0  aufsitzen;  siehe  die  Figur  20,  bei  der  die 
kleinen  Wellen  der  Zykloide  stark  vergrössert  sind. 
Die  Geschwindigkeit  des  wahren  Apex  auf  der  Kugel- 
fläche ist^der  Größe  nach 

P         N 
sin  ^0  2^  sin  ^  t, 

der  Richtung  nach  aber  wird  sie  durch  den  Winkel  %  init  dem  Meridian 
bestimmt,  der  aus  der  Gleichung 


tgz 


zu  entnehmen  ist.     Folglich  ist  die  Geschwindigkeit  des  Apex  für 


686)  Nach  JPh,  (Gilbert,  M^caniqae,  p.  818,  hat  F.  Pmsmx  dieie  Dantellang 
in  Yorlesongen  Paris  1866  gegeben. 
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t  =  0  und  weiterhin  nach  Ablauf  jeder  Periode  -^^—  gleich  NuU]  zu 

diesen  Zeiten  bewegt  sich  der  Apex  immer  senkredit  zum  Parallel- 
kreise d"  =  d^Q,  wobei  also  die  Schwere  zu  unmittelbarer  Wirkung 
kommt. 

Wenn  beim  Anfange  der  Bewegung  ein  kleiner  seitlicher  Anstoss 
zugelassen  wird,  so  ist  die  Bahn  des  Apex  scheinbar  wieder  ein 
Parallelkreis,  in  Wahrheit  aber  bewegt  sich  dieser  relativ  zu  einer 
regulären  Präzessionsbewegung  so,  dass  seine  Bahn  von  einem  Punkte 
in  der  Nähe  jenes  auf  dem  Parallelkreise  rollenden  Kreises  erzeugt 
wird;  je  nachdem  der  Punkt  innerhalb  oder  ausserhalb  des  Kreises 
liegt,  erhalt  man  eine  verhürzte  oder  verlängerte  spluirische  Zykloide 
(Trochoide)**^.   A,  G.  Wd>ster  hat  die  Bahnen  sichtbar  gemacht,  indem 


Fig.  21a  Fig.  21b. 

er  an  der  Ejreiselspitze  eine  winzig  kleine  elektrische  Lampe  anbrachte. 

Die  Figuren  21a,  b,  c  sind  einige  von  ihm  aufgenommene  Photogra- 
phien^^); sie  lassen  den  Einfluss 
von  Zufälligkeiten  bei  der  Reibung 

deutlich  erkennen 

« 

Aus  dem  Vorstehenden  erhellt, 
pi^  21c.  ^^^  ^^^  pseudoreguläre  PriLzession 

eine  ziemlich  verwickelte  Art  der 
Bewegung  ist,  und  so  kommt  es,  dass  die  zahlreichen  Versuche,  sie 
und  eine  Reihe  ähnlicher  Erscheinungen  (vgl.  Nr.  43  dieses  Artikels) 
dem  anschaulichen  Verständnisse  näher  zu  bringen,  teils  ganz  ver- 
fehlt, teils  mit  mehr  oder  weniger  erheblichen  Mängeln  behaftet  sind. 
Ganz  verfehlt  ist  es,  wenn  man  die  pseudoreguläre  Prazession 
als  reguläre  Präzession  auffasst  und  als  solche  erklären  will.  Wenn 
nämlich  auch  die  Punkte  der  Bahnkurve  des  Apex  mit  sehr  grosser 
Annäherung  in  einem  Parallelkreise  liegen,  so  sind  doch  ihre  Tan- 
genten wesentlich  von  den  Tangenten  dieses  Kreises  verschieden,  mit 
denen  sie  Winkel  bis  zu  einem  Rechten  bilden;  man  hat  hier  ein 
schönes  Beispiel  für  den  Übergang  von  einer  Kurve  zu  einer  benach- 
barten Kurve,  den  man  in  der  Variationsrechnung  als  starke  Variation 
bezeichnet;  vgl.  11 A  8,  Nr.  19  {A.  Kneser)  und  II  A8a,  Nr.  2  {E.  Zer- 
mdo  und  H.  Hahn). 


627)  F.  Kl^n  und  A.  SommerfM,  Theorie  des  Kreisels,  Kap.  V,  §  2. 
528)  Dynamics,  p.  288;  vergl.  anch  E.  Merrü,  Am.  PhyB.  Review  1897. 
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Ein  Teil  der  Autoren  begnügt  sicli  damit,  die  betreffenden  Phä- 
nomene, wie  sie  dem  unbewaffoeten  Auge  erscheinen,  möglichst  ein- 
fach zu  beschreiben.  Als  sehr  nützlich  bewährt  sich  hierbei  die  von 
L.  Foucault  angegebene  Regel,  dass  ein  in  rascher  Drehung  befindlicher 
Körper,  dem  von  aussen  .ein  Drehmoment  um  eine  Axe  zugeführt  wird, 
sich  so  bewegt,  als  ob  die  Axe  der  Drehung  und  die  Axe  des  Momentes 
das  Bestreben  hätten,  sich  in  gleichsinnigen  FaraUdismtLS  zu  stellen  ^*^). 
Diese  Begd  führt  allerdings  bei  vielen  Erscheinungen  zu  einer  rich- 
tigen qualitativen  Darstellung  der  Vorgänge;  es  wäre  jedoch  verkehrt, 
wenn  man  ihr  den  Rang  eines  mechanischen  Axioms  erteilen  wollte. 

Endlich  beruhen  bei  anderen  Autoren  die  angeblichen  Erklärungen 
auf  Verwechslungen  zwischen  Figurenaxe,  Drehaxe  und  Impulsaxe; 
diese  liegen  zwar  bei  den  betrachteten  Bewegijngen  im  Räume  nahe 
zusammen,  sind  aber  doch  begrifflich  zu  trennen;  sogar  bei  H.v.Hdm- 
Jwltz  findet  sich  diese  Verwechslung^^). 

Für  alle  diese  populären  Erklärungen  möge  noch  auf  den  Bericht 
verwiesen  werden,  den  F.  Klein  und  A.  Sommerfeld  in  ihrer  Theorie 
des  Kreisels,  Kap.  V,  §  3  gegeben  haben;  dort  stehen  auch  zahlreiche 
Litteraturangaben. 

4)  Der  im  Vorhergehenden  ausdrücklich  ausgeschlossene  Fall,  dass 
0*0  ==  0  ist,  dass  man  es  also  mit  einem  schlafenden  Kreisel  zu  .tun 
hat,  bedarf  einer  besonderen  Untersuchung.  Projiziert  man  die  Kreisel- 
spitze auf  die  Aquatorebene  und  lässt  nur  solche  Störungen  zu,  bei 
denen  die  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Figurenaxe  erhalten  bleibt, 
so  ei^eben  sich  bei  den  Vernachlässigungen,  die  in  der  Methode  der 
kleinen  Schwingungen  üblich  sind,  für  die  Koordinaten  ;,  Q  die  linearen 
Differentialgleichungen : 

(25)  A'i-N,i)  =  Pi,     Ai9  +  N,t  =  Pr). 

Die  Glieder  —  N^i),  +  ^i t  si^^  ^i®^  ^^^  sogenannten  gyroskopisdien 
Terme  (vergl.  Nr.  20  b,  p.  526  dieses  Artikels);  sie  fallen  weg,  wenn 
ro  =  0  ist,  und  entsprechen  daher  in  der  Tat  dem  Einfluss,  den  die 
Gyration  des  Kreisels  auf  die  kleinen  Schwingungen  ausübt. 


629)  L,  Foucault,  Sur  la  tendance  des  rotations  au  parall^lisme,  Paris 
C.  E.  36  (1862),  p.  784;  vgl.  jedoch  schon  J.  G.  Fr.  Bohnenberger,  Ann.  Phys.  60 
(1817),  p.  60.  Siehe  femer  G.  Sire,  Paris  C.  R.  88  (1879),  p.  23;  Ä.  Livy,  Rev. 
d'astron.  6  (1886),  p.  445,  E.  Guyou,  Paris  C.  R.  106  (1888),  p.  1148,  Ä.  M.  Wor- 
ihington,  Dynamics  of  rotation,  1.  ed.  London  1891,  6.  ed.  1906,  sowie  den  unter- 
haltenden Vortrag  von  /.  Perry,  Spinning  tops,  London  1890,  deutsch  von  Ä,  Walzet: 
Drehkreisel,  Leipzig  1904. 

680)  H.  V.  Helmholte,  Dynamik,  p.  327;  vgl.  auch  H,  Grassmawn,  Zeitschr. 
Math.  Phys.  48  (1908),  p.  373. 
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Bei   der   Integtation   der   Gleichungen  (25)   sind    drei   £%lle  zu 
nnterscheiden : 

1)  N*  >  4^P, 
E-Aco8^rsmLL^;^f ^     9 ^'""O*-«"'^ *' 

2)  iVi»<4^P, 


3)    iV,»=.4^P, 

j  =  A^  coB  g-^  ^,  ^  =  —  X^  sin  ^ 


-^1  ^  H 1  /  <»;«,  ^  ^^ 


Dabei  bedeutet  X  einen  willkürlichen  Proportionalitatsfaktor. 

Man  hat  aus  diesen  Gleichungen  vielfach  geschlossen,  dass  nur  in 
dem  Falle  1)  die  Ereiselspitze  in  der  Nähe  des  Nord-  oder  Südpols  bleibt, 
dagegen  in  den  Fällen  2)  und  3)  sich  im  Laufe  der  Zeit  immer  mehr 
davon  entfernt;  in  Wahrheit  aber  liegt  hier  ein  lehrreiches  Beispiel  dafftr 
vor^  wie  gefahrlich  es  ist,  Vernachlässigungen  vorzunehmen,  wenn  man 
nicht  angeben  kann,  in  welchen  Grenzen  die  dadurch  entstehenden 
Fehler  liegen.  Die  Formeln  ergeben  allerdings  in  dem  Falle  1)  ein 
angenähert  richtiges  Bild  der  Bahn  m  bdiebiger  Zeit,  in  den  Fällen 
2)  und  3)  aber  tun  sie  das  nur,  so  lange  t  Mein  bleibt,  und  die  Be- 
wegung setzt  sich  später,  nach  den  Sätzen  des  ersten  Abschnittes,  als 
periodisches  Pendeln  zwischen  zwei  Parallelkreisen  fort,  genau  ebenso 

wie  im  Falle  l);  bei  allen  diesen  Bewegun- 
gen ist  der  obere  Parallelkreis  in  einen 
Punkt,  den  Nordpol,  ausgeartet  (Fig.  22).  Die 
genauere  Untersuchung  zeigt  jedoch  folgen- 
den Umstand.  Während  beim  starken  S[rei8el 
der  untere  Parallelkreis,  wenn  man  die 
Störung  verkleinert,  dem  Pole  unbeschränkt 
näher  kommt,  findet  beim  schtoachen  Krei- 
sel eine  unstetige  Änderung  in  der  Lage 
Fig.  22.  dieses  Kreises  statt;  der  untere  Parallelkreis 

springt  bei  der  geringsten  Störung  sogleich 
vom  Pol,  auf  den  er  sich  ursprünglich  reduzierte,  in  einen  Kreis  von 
endlicher  Ausdehnung  über.  Man  wird  daher  nach  der  üblichen  Er- 
klärung beim  starken  Kreisel  die  Drehung  um  die  Vertikale  stabUy  beim 
schwachen  labü  zu  nennen  haben.  Praktisch  kann  freilich  die  labäe 
Bewegung  mit  einer  stabilen  gleichwertig  sein,   wenn  nämlich  jener 
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Kreis  von  endlicher  Ausdehnung  selbst  sehr  klein  ist,  und  ebenso  wird 
die  stdbüe  Bewegung  praktisch  labü  sein,  wenn  der  Halbmesser  des 
unteren  Ejreises  mit  wachsender  Grösse  der  Störung  rasch  zunimmt  ^^). 

5)  Einfluss  der  Reibung,  um  zu  bewirken,  dass  ein  starrer 
Körper,  der  in  bezug  auf  eine  durch  den  Schwerpunkt  gehende  Axe,  die 
Figurenaxe,  kinetische  Symmetrie  besitzt,  sich  um  einen  Punkt  0  dieser 
Aze  dreht,  hat  man  Vorrichtungen  verschiedener  Art  angewandt.  Wie 
man  aber  auch  ver&hren  mag,  so  gelingt  es  doch  immer  nur  an- 
genähert die  Voraussetzungen  zu  erfüllen,  unter  denen  man  es  mit 
einem  idealen  sAweren  symmetrischen  Kreisel  zu  tun  hat.  Bei  der 
Gardanischen  Aufhängung  hat  man  zum  Beispiel  im  Gbimde  ein  mehr- 
gliedriges  System  starrer  Körper,  und  nur  wenn  die  Massen  der  Ringe 
sehr  klein  gegen  die  Masse  des  Ej*eiselkörpers  sind,  darf  man  das 
System  mit  Annäherung  durch  einen  symmetrischen  Kreisel  ersetzen; 
aber  auch  dann  wird  die  Bewegung  durch  die  Reibung  gestört,  die  in 
den  Lagern  stattfindet.  Wird  aber  die  unveränderliche  Lage  eines 
Punktes  0  der  Figurenaxe  dadurch  gesichert  (Fig.  23),  daß  diese  Axe 
unten  in  eine  kleine  Halbkugel  ausläuft,  die  in  einer  Pfanne  7on  der 
Oestalt  eines  flachen  Ej*eiskegels 
läuft,  so  findet  wiederum  an  den 
BerQhrungsstellen  Reibung  statt. 

Wenn  man  sich  bei  den 
Versuchen  auf  kleine  Zeiträume 
beschränkt,  so  wird  die  wirk- 
liche Bewegung  des  schweren 
symmetrischen  Kreisels  von  der 
idealen  nur  wenig  abweichen. 
Allein  im  Laufe  der  Zeit  wirkt 
die  Reibung  zunächst  in  der 
Weise,  dass  die  kleinen  Schwin- 
gungen bei  der  pseudoregulären 
Präzeesion  ausgelöscht  werden,  so- 
dass die  Bewegung  sich  einer  regulären  Präzession  nähert.  AladiLTiTi 
beginnt  die  sogenannte  säkulare  Wirkung  der  Reibung,  und  es 
machen  sich  auch  andere  störende  Kräfte  immer  stärker  geltend. 
Eine  Untersuchung  des  gesamten  Bewegungsverlaufes  unter  Berück- 
sichtigung  der   gleitenden   und   bohrenden   Reibung,    des  Luftwider- 


Fig.  28. 


681)  F.  Klein,  Am.  Math.  Soc.  Bull.  (8)  8  (1897),  p.  129  =»  Nonv.  ann.  (8) 
16  (1897),  p.  828;  F.  Klein  und  Ä.  Somtnerfeld,  Theorie  des  Kreisels,  Kap.  Y, 
»  4,  J  8. 
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Standes,  der  Elastizität  dea  Ereiselmaterials  und  der  Unterlage  kaDn 
ireilich  nur  unter  Beackrikaknng  auf  eiae  quaiitative  Diskosaion  in 
Angriff  genommen  werden'^*).  Es  ergiebt  sich,  dass  die  gleitende 
Reibung  die  Figurenaxe  langsam  aufrichtet,  wahrend  die  bohrende 
Reibung  sie  umgekehrt  aus  der  Tertikaien  zn  entfernen  sacht  So 
lauge  die  Neigung  der  Pigurenaxe  beträchtlich  ist,  überwiegt  die 
gleitende  Reibung;  ist  aber  die  Axe  nahezu  vertikal  geworden,  so 
wird  die  senkende  Wirkung  der  bohrenden  Reibung  sehr  klein,  und 
diese  verzehrt  im  wesentlichen,  wie  die  gleitende  R«ibung,  nur  die 
Energie  der  Drehung  des  Kreisels.  Liegt  der  UnteretStzungspunkt  0 
oberhalb  des  Schwerpunktes  S,  so  wird  die  Bewegung  schliesslich  in- 
stabil, and  der  Kreisel  fällt  um. 


Zahlreich  sind  die  Versuche,  fQr  die  Zwecke  des  Unterrichts  das 
Aufrichten  der  Kreiselaxe  in  einfacher  Weise  zu  erklären.  Der  Natur 
der  Sache  nach  konnten  diese  Versuche  nur  mit  begrenztem  Erfolge 
gelingen,  und  wenn  bei  einigen  von  der  Reibung  abgesehen  wird,  sind 
sie  von  vom  herein  als  missglflckt  zu  bezeichnen**^), 

682)  F.  Klein  und  A.  Soiiimerfeid,  Theorie  des  Kreiaels,  Kap,  \T1;  vgl.  aaeh 
die  in  der  Anmerkun);  ötiO  ungeFQhrte  Litteratur. 

683)  Eine  Krklärung  ohne  BerückeiciitigiiDg  der  Reibnng  giebt  x.  B. 
H.  B.  hvbstH,  Mechanik  2,  p.  6S,  Aub  iler  umfangreichen  LiUeratnr  aeien  hin 
nur  genannt  die  kritiBchen  Abhandlnngen  von  JVt  Oilbal,  Bmielle«  Soc  adentif. 
Ann.  2B  (1878),  p.  855  und  M.  Koppe,  Zeitscbr.  phyB.  cbem.  üoterr.  i  (1890). 
p.  70;  7  (1894),  p.  186;  9  (1896),  p.  127  Vgl.  auch  Nr.  3&b  8)  dieaee  Artikel*; 
in  Nr.  48  d  wird  aber  den  acbweren  symmetrischen  Eieiael  mit  zirei  FreOiaU- 
graden  und  das  bei  ihm  sireng  gellende  Prinzip  von  dem  homologvn  Paralle- 
lismui  der  Drehaien  berichtet  werden. 
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6)  Anhangsweise  soll  hier  noch  über  einen  Kreiselapparat  be- 
richtet werden  y  bei  dem  die  Reibung  eine  entscheidende  Bedeutung 
hat,  nämlich  über  den  sogenannten  perimetrischen  Kreisel  von  G,  Sire; 
fliehe  Fig.  24.  Der  symmetrische  Kreisel  besteht  hier  aus  einem  dünnen 
zylindrischen  Stabe,  der  die  Figurenaxe  darstellt  und  einem  daran 
befestigten  glockenförmigen  Kreiselkörper;  der  Schwerpunkt  liegt 
unterhalb  des  festen  Punktes.  Femer  ist  eine  im  Räume  feste  horizon- 
tale Scheibe  angebracht,  die  mit  einem  Rande  beliebiger  Gestalt  ver- 
sehen ist.  Wird  jetzt  der  Kreisel  in  starke  Drehung  versetzt  und  die 
Figurenaxe  an  den  Rand  der  Scheibe  gelegt,  so  wird  sie  bei  der 
gewählten  experimentellen  Anordnung  vermöge  der  Reibung  auf  der 
Randkurve  rollen  und  allen  Krümmungen  der  Kurve  folgen,  wenn 
diese  nicht  zu  scharf  sind;  indem  man  den  Druck  bestimmt,  den  der 
Kreisel  an  dem  Rande  erfährt,  ergiebt  sich,  ob  und  wann  die  Axe 
den  Rand  verlässt  ^'^). 

36.  Sohwerer  unBynunetrisolier  Kreisel.  Dreht  sich  ein  belie- 
biger schwerer  starrer  Körper  vom  Gewichte  G  um  den  festen  Punkt  0, 
und  werden  die  Koordinaten  seines  Schwerpunktes  in  Bezug  auf  das 
im  Körper  feste  System  der  x,  y,  z  (das  von  den  Hauptaxen  in  0 
gebildet  werden  möge)  mit  Xqj  y^y  Zq  bezeichnet,  so  lauten  die  zuge- 
hörigen Eiderschen  Gleichungen: 


(1) 


dt 

B-/^  —  (C—Ä)rp=G  {XqC^  —  z^c,), 
C  4  —  (^  —  B)pq  =  G  {y^c^  —  x^c^)-, 


dt 

dabei  sind  c^,  c^,  c^  die  Richtungscosinus  der  nach  oben  gerichteten 
Vertikalen.  Bei  den  Gleichungen  (1)  kennt  man  von  vornherein  die 
beiden  ersten  Integrale: 

(2)  ^{Ap'  +  Bq'  +  Cr')  =  -  G{x,c,  +  y,c,  +  z,c,)  +  Ä, 

(3)  Ac^p  +  Bc^q  +  Cc^r  =  fe, 

mit    den   Integrationskonstanten  h  und  A;;    (2)    ist   das  Integral   der 


534)  G.  Sire^  M^m.  de  la  soc.  d'^mnlation  du  Doubs,  1861;  Ä.  H.  Eesal, 
Traitd  de  cinematiqne  pure,  Paris  1862,  p.  863;  2>.  BobyleWy  Soc.  fran9.  de  phys. 
S^ances  1884,  p.  184;  Analytische  Mechanik  2  (1888),  p.  656  (russisch);  Moskau, 
Arbeiten  der  phys.  Sektion  d.  Kais.  Ross.  Ges.  der  Freunde  der  Naturkunde  11 
(1901),  Heft  1,  p.  11  (russisch);  Zeitschr.  Math.  Phys.  47  (1902),  p.  364.  Einen 
Apparat  verwandter  Art  hat  auch  N.  Joukowski  konstruiert,  Yerhandl.  des 
I.  intern.  Math.  Eongress  Zürich  1897,  Leipzig  1898,  p.  272. 
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lebendigen  Ejaft  und  (3)  der  Satz  von  der  Erhaltung  der  Flachen  in 
bezug  auf  die  Vertikale  oder,  anders  ausgedrückt,  Ton  der  Konstanz 
der  Yertikalkomponente  des  Impulsrektors.  Wenn  sich  noch  ein 
drittes  erstes  Integral  ermitteln  lässt,  so  kann  man  die  Komponenten 
der  instantanen  Drehung  p^  q^  r  durch  die  Eulerschen  Winkel  aus- 
drücken, kennt  abo  den  Drehungszustand  des  Körpers,  sobald  man 
dessen  Lage  als  gegeben  betrachtet.  Um  die  Lage  des  Korpers  als  Funk- 
tion der  Zeit  zu  ermitteln  und  damit  das  Problem  vollständig  zu  er- 
ledigen, hat  man  die  Werte  Yonp,  g,  r  in  die  kinematischen  Oleichungen 


(4) 


p  =  sm«-  sin  q>^  +  cosy  ^, 

^  d^  d^ 

q  =  amd'  cos  y  -^~  —  sin  y  ^7 , 


einzusetzen  und  diese  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  f&r  d, 
^,  9  zu  integrieren. 

Nun  folgt  aber  aus  den  beiden  ersten  kinematischen  Gleichungen: 

d^       pnii<p-\-q  C08  ^ 


(5) 


dt  sin^ 


mithin  ist  die  Länge  der  Knotenlinie  durch  eine  Quadratur  bestimmt, 
sobald  man  p,  q]  ^,  ^  als  Funktionen  der  Zeit  kennt  Beachtet  man 
jetzt,  dass  die  Koordinate  ^  in  den  Ausdrücken  für  die  Richtungs- 
cosinus  Cj,  Cji,  c^  nicht  auftritt  und  dass  daher  ^  auch  in  den  Euler- 
schen Oleichungen  (1)  nicht  vorkommt,  so  erkennt  man,  dass  die 
Litegration  des  Systems  der  sechs  Differentialgleichungen  (1)  und  (4) 
geleistet  ist,  sobald  man  aus  den  Gleichungen  (1)  und  den  Poisson- 
schen  Gleichungen  (vgl.  Nr.  28  c): 


(6) 


de^ 
dc^ 


p,  g,  r;  d-,  ^  als  Funktionen  der  Zeit  bestimmt  hat;  man  kann  die 
Gleichungen  (1)  und  (6)  auch  als  Differentialgleichungen  für  die  sechs 
Funktionen  |>,  q,  r-,  c^,  c^,  c^  auffassen,  bei  denen  in  dem  ersten  Litegral: 

(7)  ^*  +  ^*  +  ^*  =  const. 

die  Konstante  den  Wert  Eins  haben  solL 

Wie  in  Nr.  35  a  1)  dieses  Artikels  angegeben  wurde,   hat  sieb 
bereits  J.  L,  Lagrange  1788  mit  der  Frage  nach  einem  dritte»  ersten 
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Integral  der  Oleichungen  (1)  beschäftigt  und  dabei  dem  Eulerschen 
FäU  der  krilftefreien  Bewegung  (Nr.  34)  einen  neuen  Fall,  den  be- 
reits aasf&hrlich  behandelten  FaU  des  schweren  symmetrischen  Kreisds 
(Nr.  35),  hinzugefügt.  Bei  den  späteren  Untersuchungen  über  das  dritte 
Integral  ist  die  Auffassung  von  L.  Poinsot  massgebend  gewesen,  dass 
man  in  der  Dynamik  bei  schwierigeren  Problemen  darauf  ausgehen 
solle,  besondere  Fälle  zu  finden,  in  denen  sich  die  Untersuchung  mittels 
elementarer  Funktionen,  ja  womöglich  mittels  algebraischer  Funktionen 
und  den  zugehörigen  Integralen  erledigen  lässt.  Wie  in  diesem  Artikel 
wiederholt  herrorgehoben  worden  ist,  empfiehlt  es  sich  in  der  Tat, 
zuerst  einfache  Spezialfälle  aufzusuchen  und  sich  durch  ihre  Unter- 
suchung eine  Übersicht  über  die  möglichen  Arten  der  Bewegung  zu 
verschaffen.  Allein  es  fragt  sich,  was  man  unter  einfachen  Fällen  zu 
verstehen  hat,  und  da  erscheint  es  zweifelhaft,  ob  man  die  Begriffe 
(ügAraisch  und  einfach  als  gleichbedeutend  ansehen  darf.  Freilich 
hat  man  dem  dritten  Integral  die  Bedingung  des  algebraischen  Cha- 
rakters immer  nur  in  bezug  auf  die  Komponenten  der  Drehgeschwin- 
digkeit p,  9,  r  auferlegt  und  in  bezug  auf  die  darin  vorkommenden 
Eulerschen  Winkel  bloss  die  Voraussetzung  gemacht,  dass  das  Integral 
eine  analytische  Funktion  dieser  Orössen  sein  soll,  dafür  aber  auf  der 
anderen  Seite  verlangt,  dass  die  Zeit  in  dem  dritten  Integral  nicht 
explizite  vorkommen  soll.  Ob  man  unter  diesen  Umständen  berechtigt 
ist,  die  bei  den  genannten  wesentlichen  Beschränkungen  gewonnenen 
Ergebnisse,  über  die  sogleich  berichtet  werden  soll,  dahin  auszulegen, 
dass  es  hei  dem  Problem  der  JDreImng  eines  schweren  starren  Körpers 
um  einen  festen  Punkt  bei  allgemeinen  Anfangsbedingungen  ausser  den 
drei  Fällen  von  Etüery  Lagrange  und  KowdlewsM  kein  einfaches  drittes 
Integral  gebCj  möge  dahin  gestellt  bleiben. 

H.  Poincare^^)  hat  für  das  Vorhandensein  eines  dritten  von 
den  Integralen  (2)  und  (3)  unabhängigen,  die  Zeit  nicht  explizite  ent- 
haltenden, in  den  Oeschwindigkeitskomponenten  p,  q,  r  algebraischen 
Integrales  die  notwendige  Bedingung  hergeleitet,  dass  entweder 
iPo  ■=  yo  =*  ^0  =  0  ist  (Eulers  kräftefreier  Fall,  das  dritte  Integral  ist 
linear  in  p,  q,  r)  oder  dass  zwei  der  Hauptträgheitsmomente,  etwa 
Ä  und  Bf  einander  gleich  werden.  Ist  ausserdem  ^o  =^  Vo  ^^  ^9  ^^ 
erhält  man  den  in  Nr.  35  betrachteten  altbekannten  Lagrange&chen 
Fall  der  Ejreiselung  eines  schweren  Umdrehungskörpers  um  einen  festen 
Punkt  in  der  Figurenaxe;   das  dritte  Integral   ist  hier  auch  linear. 


636)  Les  m^hodes  nouvelles  de  la  mtouiiqae  cäleste  1,  Paris  1898;  vgl. 
anch  Ed.  Hassan,  Paris  C.  B.  141  (1906),  p.  821. 
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Diesem  Falle  hat  im  Jahre  1888  Sonja  KouHÜewshi  einen  neuen  Fall 
hinzugefügt,  bei  dem  J.  =  JB  =  2C  und  ;8rQ«=0  ist,  und  wo  das 
dritte  Integral  vom  vierten  Orade  in  p,  q,  r  wird^**).  Damit  sind 
aber  auch,  wie  Ed,  Htisson  neuerdings  bewiesen  hat,  alle  Möglich- 
keiten erschöpft**^). 

Man  kann  jedoch  der  Frage  eine  andere  Wendung  geben.  Bei 
der  Ereiselung  eines  starren  Körpers  kommen  im  ganzen  12  Kon- 
stanten in  Betracht:  die  6  Konstanten  der  Massenverteäung  x^y  y^,  m^; 
Ay  B,  C  und  die  6  Konstanten  der  Änfangsbetoegung,  nämlich  die  6  'In- 
tegrationskonstanten der  DifferentialgleichuDgen  (1)  und  (4).  Bei  den 
drei  Fällen  von  Euler,  Lagrange  und  Kowaiewski  reduzieren  sich  die 
Konstanten  der  Massenverteilung  auf  drei  wiUkürliche  Grössen,  wahrend 
die  sechs  Konstanten  der  Anfangsbewegung  beliebig  bleiben.  Den- 
selben Qrad  der  Allgemeinheit  wird  also  ein  Kreiselproblem  haben, 
bei  dem  sich  die  Gesamtheit  der  12  Konstanten  auf  9  willkürliche 
Grössen  reduziert;  damit  man  neue  Falle  erhält,  wird  man  die  Kon- 
stanten der  Anfangsbewegung  spezialisieren  können^. 

Hierher  gehört  ein  von  W,  Hess  behandelter  Fall***).  Für  die 
Massenverteilung  um  den  festen  Punkt  gelten  bei  ihm  die  zwei  Be- 
dingungen: 

y,  =  0,   V(  1/^  -  VC)  =  V(iM  -  VB); 

nach  N.  Joukowskij^^^)  besagen  sie,  dass  der  Schwerpunkt  S  auf  dem 


636)  Acta  math.  12  (1889),  p.  177.  Ein  ausführlicher  Bericht  über  die  zahl- 
reichen Arbeiten,  die  eich  anf  den  KowaletcskiBchen  Fall  beziehen,  wird  in  IV 18 
(P.  Stachel)  gegeben  werden. 

637)  Paris  C.  R.  141  (1906),  p.  100;  These,  Paris  1906;  vgl.  auch  die  Versuche 
von  0.  Tedone,  Nuovo  Cimento  (4)  1  (1896),  p.  220,  269,  363  und  S.  Tscluiplygin, 
Moskau,  Phys.  Sektion  d.  Kais.  Ges.  d.  Freunde  der  Naturkunde  9  (1896),  Heft  2. 
p.  16  (russisch).    Die  Behauptung  B.  Liouvüles,  Acta  math.  20  (1897),  p.  239,  dass 

2C 

die  Annahmen  £f^  =  0,  J.  ==  ^  =s  — ,  wo  n  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet 

fi 

auf  algebraische  Integrale  führen  sollten,  hat  sich  als  irrtümlich  herausgestellt; 

nur  die  Werte  «  =  1  (Fall  von  Kowaiewski)  und  n  =  2    (Fall  von  Lagrange  fSr 

eine  homogene  Kugel)  sind  zulässig. 

638)  Vgl.  F.  Klein  und  Ä.  Sommerfeld,  Kreisel,  p.  378. 

639)  Math.  Ann.  37  (1890),  p.  163;  vergl.  auch  B.  lAouvüle,  Paris  C.  R.  120 
(1896),  p.  903,  122  (1896),  p.  1060.  Die  Untersuchung  des  HeMSchen  FaUes  ist 
dann  von  verschiedenen  russischen  Mathematikern  weitergeführt  worden;  ans- 
führliche  Litteraturangaben  findet  man  bei  P.  A.  Nekrassoff,  Math.  Ann.  47  (1896 ', 
p.  44Ö— 447. 

640)  Jahresber.  d.  D.  M.-V.  8  (1894),  p.  62;  vergL  auch  Ä.  Sommerfeld,  Gott. 
Nachr.  1898,  p,  83. 
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Lote  liegty  das  in  dem  festen  Punkte  0  auf  einer  der  Kreisschnitt- 
ebenen des  reziproken  Trägheitsellipsoids 

errichtet  ist.  Zu  dieser  Bedingung  kommt  die  weitere  Beschrän- 
kung^ dass  der  Impulsvektor  zu  Anfang  in  der  genannten  Kreis- 
schnittebene durch  0  liegen  soll,  so  dass  im  Ganzen  wieder  9  will- 
kürliche Konstanten  vorhanden  sind.  Während  der  Bewegung  verharrt 
der  Impulsvektor  in  jener  Ebene,  und  diese  Eigenschaft  ist  fQr  den 
SessBchen  Fall  charakteristisch,  das  heisst:  fragt  man,  unter  welchen 
Bedingungen  der  Impulsvektor  dauernd  in  einer  im  Körper  festen  Ebene 
verbleibt,  so  wird  man  gerade  zu  dem  ^e^schen  Falle  geführt  ^^). 
Stellt  man  diese  Frage  im  besonderen  für  den  schweren  symmetrischen 
Kreisel,  so  gelangt  man  zu  der  sphärischen  Pendelbewegung,  so  dass 
also  der  ^es^sche  Fall  auch  als  eine  Verallgemeinerung  dieser  elemen- 
taren Bewegung  aufgefasst  werden  kann.  Wie  N,  Joukowskij  gezeigt 
hat,  geht  die  Analogie  noch  weiter;  der  Schwerpunkt  des  ^es^schen 
Pendels  bewegt  sich  nämlich  genau  so,  wie  der  Massenpunkt  eines 
sphärischen  Pendels. 

Von  besonderem  Interesse  ist  der  Fall,  dass  über  die  Massen- 
verteilung gar  keine  Voraussetzung  gemacht,  dass  also  die  Konstanten 
x^j  y^y  jeTg;  A,  By  C  als  willkürliche  Grössen  angesehen  werden. 
0.  StaMde^^)  hat  gezeigt,  dass  man  bei  einem  solchen  unsymmetrischen 
Kreisd  stets  eine  Schar  von  oo'  Bewegungen  angeben  kann.  Die 
Bewegung  des  Körpers  besteht  dabei  in  einer  gleichförmigen  Drehung 
um  eine  in  ihm  feste,  vertikale  Axe.  Die  Axen,  um  die  solche  per- 
manente   Drehungen    stattfinden,    bilden    zusammengenommen    einen 


641)  Vgl.  auch  die  Behandlung  des  Hessschen  Falles  bei  jP.  Klein  und 
Ä.  Sommerfeld^  Kreisel,  p.  378 — 886;  die  entsprechende  Untersuchung  fär  den 
Spielkreisel  (vgl.  Nr.  87  dieses  Artikels)  hat  G,  Koloaaoff  durchgeführt,  Moskau, 
Arbeiten  der  phys.  Sektion  der  Kais.  Rass.  Ges.  der  Freunde  der  Naturkunde 
9  (1898),  Heft  2,  p.  11  (russisch);  Göttingen  Nachr.  1898,  p.  80;  Mess.  of  math. 
(2)  80  (1901),  p.  174. 

642)  J.  f.  Math.  113  (1894),  p.  318.  E.  J.  Bouth  hatte  bereits  gefanden,  dass  bei 
einem  schweren  Kreisel  reguläre  Präzession  um  die  Vertikale  nur  möglich  ist,  wenn 
man  entweder  Ä^=  B  hat  (symmetrischer  Kreisel,  siehe  Nr.  85)  oder  bei  un- 
gleichen Haupttr&gheitsmomenten,  wenn  sich  die  reguläre  Präzession  auf  eine 
permanente  Rotation  um  die  Vertikale  reduziert,  siehe  Dynamik  2,  p.  168.  Vgl. 
f<Nner  F,  Klein  und  Ä.  Sommerfeld,  Kreisel,  p.  386—390,  sowie  L.  Leeomu,  Bull. 
80C.  math.  de  France  80  (1902),  p.  71.  0.  Staude  hat  später  die  Untersuchung 
nach  der  geometrischen  Seite  weitergef^rt,  Leipzig  Ber.  61  (1899),  p.  219. 

Siieyklop.  d.  mftth.  Winensoh.    lY  1,  i.  42 
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Kegel  zweiter  Ordnung: 

(8)         (B  —  C)x^ye  +  {G  —  A)y^ex  +  {A  —  B)z^xy  =  0. 

Jede  erzeugende  Gerade  dieses  Kegels  liefert^  wenn  sie  mit  einem  be- 
stimmten ihrer  beiden  Enden  vertikal  nach  oben  gestellt  wird,  eine 
permanente  Rotationsaxe,  sobald  der  Körper  um  sie  mit  einer  gewissen 
Winkelgeschwindigkeit  oder  der  entgegengesetzten  Winkelgeschwindig- 
keit gedreht  wird^.  Im  besonderen  gehören  zu  den  permanenten 
Azen  die  Hauptaxen  von  0,  f&r  die  jedoch  die  Drehgeschwindigkeit 
unendlich  gross  wird^.  Auch  die  Gerade  OS  ist  eine  permanente 
Axe,  und  zwar  mit  der  Geschwindigkeit  Null;  fQr  alle  übrigen  Axen 
hat  die  Winkelgeschwindigkeit  endliche,  Ton  Null  yerschiedene  Werte. 
Bei  besonderer  Massenverteilung  treten  jedoch  Abänderungen  ein;  alle 
diese  AusnahmefäUe  hat  0.  Stande  in  erschöpfender  Weise  ermittelt 
und  diskutiert.  Die  Gleichung  (8)  ist  z.  B.  bei  dem  kräftefreien  Kreisd 
identisch  erfüllt;  jede  Axe  durch  S  ist  hier  eine  permanente  Drehaxe, 
jedoch  im  allgemeinen  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  Null,  dagegen 
wird  bei  den  Hauptaxen  der  Wert  der  Winkelgeschwindigkeit  un- 
bestimmt. Auch  bei  dem  schweren  symmetrischen  Kreisd  ist  jede  Axe 
durch  den  festen  Punkt  0  permanente  Axe;  vgl.  Nr.  35b  1). 

Im  Anschluss  an  0.  Staude  hat  B,  K,  Mlodzjefowskij^  unter- 
sucht, wann  ein  der  Schwere  unterworfener  starrer  Körper  sich  um 
einen  festen  Punkt  0  so  bewegen  kann,  dass  die  Axe  der  instantanen 
Drehung  im  Körper  fest  bleibt,  wobei  aber  die  Drehgeschwindigkeit 
um  diese  Axe  nicht  konstant  zu  sein  braucht.  Mit  Hilfe  der  Integral- 
gleichungen (2)  und  (3)  erschliesst  er,  dass  die  Drehgeschwindigkeit 
im  allgemeinen  konstant  sein  muss,  was  auf  den  StaudeBchen  Fall 
zurückführt.  Soll  aber  die  Drehgeschwindigkeit  von  der  Zeit  abhangen, 
so  muss  der  Schwerpunkt  S  in  einer  der  Hauptebenen  durch  0  liegen; 
die  Bewegung  des  Körpers  besteht  alsdann  in  einer  Drehung  um  die 
dritte,  horizontal  zu  legende  Hauptaxe,  die  nach  Art  des  physikalischen 
Pendels  erfolgt;  vgl.  Nr.  36b  1). 


■^ 


648)  Die  Frage  nach  der  Stabilität  dieser  permanenten  Drehaxen  ist 
noch  nicht  endg^tig  beantwortet  worden;  einen  Versuch  machte  J.  Hadamard, 
Absoc.  &an9.  Bordeaux  24  (1896),  p.  1. 

644)  Diesen  besonderen  Fall  hatte  vor  Staude  schon  E.  Budde^  Berlin  Phjs. 
Ges.  Mitt.  9  (1890),  p.  16^  betrachtet  und  Folgerungen  für  benachbarte  Bewegungen 
gezogen. 

646)  Moskau,  Arbeiten  der  phys.  Sektion  der  Kais.  Buss.  Ges.  der  Freunde 
der  Naturkunde  7  (1894),  Heft  1,  p.46  (ruBsisch);  vgl.  auch  T.  Sludskü,  Moskau, 
Math.  Sammlung  17  (1894)  (russisch). 
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Merkwürdiger  Weise  hat  neuerdings  P.  Ä.  Sc&i/f  ^***)  gefunden^  dass 
man  bei  dem  schweren  unBymmetrisclieii  Kreisel  mittels  algebraischer 
Operationen  und  zweier  Quadrataren  sogar  eine  Schar  von  oo^  Be- 
wegungen angeben  kann  Sie  sind  dadurch  charakterisiert,  dass  bei 
jeder  Ton  ihnen  der  Impulsvektor  konstante  Länge  behalt;  bei  der  Be- 
w^^ung  beschreibt  dieser  im  Baume  um  die  Vertikale  einen  Ereis- 
kegel  von  beliebiger  Öffnung.  Die  permanenten  Drehungen  sind  unter 
den  Sd^iffschen  Bewegungen  enthalten. 

Verschiedene  Fälle,  in  denen  die  Massenverteüung  und  die  An- 
fangsbedingungen spezialisiert  sind,  haben  in  neuester  Zeit  russische 
Mathematiker,  besonders  W,  Stekloff,  D.  Gorjatschoff  und  S.  Tschaplygin 
angegeben^');  diese  Fälle  haben  jedoch  mehr  ein  analytisches  Interesse, 
und  es  muss  für  sie  auf  IV  13  (P.  Stäckd)  verwiesen  werden. 

Endlich  hat  man  unsere  sehr  lückenhaften  Kenntnisse  von  der 
Bewegung  eines  allgemeinen  schweren  Kreisels  dadurch  zu  erweitem 
gesucht,  dass  mau  Fälle  betrachtete,  die  in  der  Nachbarschaft  be- 
kannter Fälle  liegen.  So  hat  man  gefragt,  wann  kleine  Schwingungen 
um  eine  Gleichgewichtslage  möglich  sind,  und  die  Bedingungen  für 
ihre  Existenz  aufgestellt^'').  Wichtiger  ist  es,  dass  nach  G.  Koenigs 
bei  einem  schweren  Kreisel,  dessen  ünterstützungspunkt  in  der  Nahe 
seines  Schwerpunktes  liegt,  stets  unendlich  viele  Anfangsbedingimgen 
vorhanden  sind,  für  die  p,  2,  r,  c^y  c^,  c^y  wie  beim  EtderQchen.  Fall, 
periodische  Funktionen  der  Zeit  werden  ^^).  Man  wird  daher  hoffen 
dürfen,  dass  sich  auch  aus  den  Ergebnissen  in  dem  LagrangeBchen 
Fall  Schlüsse  auf  das  Verhalten  von  Kreiseln  mit  kleiner  Asymmetrie 
ziehen  lassen-,  vielleicht  wird  man  hier  zum  Ziele  gelangen,  indem 
man  ein  Näherungsverfahren  anwendet,  das  der  Methode  der  allge- 
meinen Störungen  bei  den  Astronomen  nachgebildet  ist***).  Wenn 
erst  noch  mehr  Untersuchungen  nach  dieser  Bichtung  hin  angestellt 
sein   werden,   wird   man    nach   dem   Vorschlage    von   F.  Klein   und 


646*)  Moskau,  Math.  Sammlung  24  (1908),  p.  169  (ruBsisch). 

646)  Siehe  den  Bericht  von  B,  Marcahngo,  Palermo,  Girc.  mat.  Bend.  16 
(1908) ,  p.  349 ;  vgL  femer  die  Untersuchungen  von  P.  Ä.  SM/f,  Moskau,  Math. 
Samml.  24  (1908),  p.  169  (russisch)  und  von  P.  Burgatti,  Ann.  di  mat.  (8)  12 
(1906),  p.  81, 

547)  (7.  L.  Lagrange,  M^anique  analytique,  Ausgabe  von  BertroAtd  2,  p.  284 ; 
vgl.  auch  B,  8,  Ball,  Dublin  Irish  Trans.  24  (1869),  p.  598;  C.  Jordan,  J.  de 
math.  (8)  1  (1875),  p.  1   und  E.  J.  Bouth,  Dynamik  1,  p.  888;  2,  p.  161. 

648)  Paris  G.  B.  122  (1896),  p.  1048;  vgl.  auch  G,  Kobh,  Toulouse,  Fac.  Ann. 
(2)  1  (1899),  p.  6. 

549)  Einen  Versuch  dazu  machte  M.  Winkelnumn^  Dissertation  Gtöttingen 
1904. 

4*2  • 
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Ä,  Sommerfeld  dazu  übergehen  können,  die  Verbindung  zwischen  den 
verschiedenen  bekannten  Fällen  und  ihren  Nachbarfallen  durch  eine 
Art  Yon  Interpolation  herzustellen^.  Auch  die  Andeutungen,  die 
E.  Picarcl^^)  über  die  Verwendung  seiner  Methode  der  successiyen 
Approximationen  für  die  Integration  der  Differentialgleichungen  der 
Bewegung  des  unsymmetrischen  schweren  Kreisels  gemacht  hat,  yer- 
dienten  genauer  durchgeführt  zu  werden. 

37.  Auf  horizontaler  Ebene  spielender  Kreisel  (Spielkreisel). 
Im  gewöhnlichen  Leben  versteht  man  unter  einem  Kreisel  einen  homo- 
genen Rotationskörper,  der  in  eine  Spitze  ausläuft;  durch  Abziehen  einer 
Schnur  bringt  man  den  Kreisel  in  rasche  Drehung  um  die  Figuren- 
axe  und  setzt  ihn  mit  der  Spitze  auf  eine  horizontale  glatte  Ebene. 
Man  hat  demnach  diesen  auf  horizontaler  Ebene  spielenden  Kreisel 
oder  kurz  den  Spidkreisd  wohl  zu  unterscheiden  von  dem  Kreisd, 
von  dem  in  den  vorhergehenden  Nummern  die  Rede  war;  dort  be- 
deutete nämlich  das  Wort  Kreisel  einen  starren  Körper  von  kinetischer 
Symmetrie  in  bezug  auf  eine  Figurenaxe,  der  sich  um  einen  in  dieser 
Axe  befindlichen  Punkt  dreht,  oder  in  noch  allgemeinerer  Bedeutung 
des  Wortes  irgend  einen  staiTen  Körper,  der  sich  um  einen  festen 
Punkt  dreht.  Allerdings  wird  sich  herausstellen,  dass  zwischen  den 
Bewegungen  des  schweren  symmetrischen  Kreisels  und  des  Spiel- 
kreisels eine  grosse  Ähnlichkeit  besteht,  so  dass  eine  Reihe  von  Be- 
trachtungen, die  in  Nr.  36  dieses  Artikels  angestellt  wurden,  sich 
leicht  auf  den  Spielkreisel  übertragen  lässt. 

1)  Die  Erfahrimg  zeigt,  dass  die  Figurenaxe  eines  rasch  rotierenden 
Spielkreisels  sich  aus  der  ursprünglichen  geneigten  Lage  der  Schwere 
entgegen  aufrichtet,  sodass  sie  schliesslich  fast  genau  vertikal  steht. 
In  permanenter  Drehung  um  die  Axe  verharrt  der  Kreisel  längere 
Zeit  als  sogenannter  schlafender  Kreisel  (sleeping  top,  toupie  dormani^). 
Schliesslich  wird  die  Energie  der  Drehbewegung  durch  die  Reibungs- 
widerstände stark  vermindert,  und  unter  un regelmässigen  Zuckxmgen 
fällt  der  Spielkreisel  um;  vgl.  die  ähnlichen  Erscheinungen,  die  für  den 
schweren  symmetrischen  Kreisel  in  Nr.  35  b  5)  beschrieben  worden  sind. 

Diese  paradoxen  Bewegungen  haben  bereits  die  Aufmerksamkeit 
J.  A.  Segnera  (1755)  auf  sich  gezogen,  der  auch  ganz  richtig  be- 
merkt hat,  dass  zur  Erklärung  des  Aufrichtens  der  Kreiselaxe  die 
Reibung   benutzt  werden   müsse  ^*).     Bald   darauf  haben  J.  d'Alem- 


660)  Kreisel,  p.  890. 

661)  Torino  Atti  84  (1898),  p.  6. 

662)  Specimen  tbeoriae  tarbinum,  Halle  1766.     Das  Wort  turbo  bedeutel 
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hert^^)  und  i.  Ikder^^)  die  Di£Ferentialgleichungen  der  Bew^^ng 
angesetzt^  zunächst  ohne;  dann  auch  mit  Berücksichtigung  der  gleiten- 
den Reibung. 

Es  handelt  sich  bei  dem  Spielkreisel  um  einen  starren  Körper  mit 
5  Graden  der  Freiheit.  Um  die  zugehörigen  Lagekoordinaten  zu  gewinnen, 
wähle  man  die  feste  Ebene  als  ^i^-Ebene  und  lasse  die  g-Aze  vertikal 
nach  unten  gehen.  Das  im  Körper  feste  System  der  x,  y,  0  habe  den  auf 
der  Figurenaxe  liegenden  Schwerpunkt  S  zum  Anfeingspunkt,  und  die 
«-Axe  möge  mit  der  Figurenaxe  in  der  Richtung  von  S  nach  der 
Kreiselspitze  0  zusammenfallen;  die  Strecke  OS  habe  die  Länge  l. 
Als  Lagekoordinaten  nehme  man  die  drei  Evierw^&TL  Winkel  ^,  ^^  9, 
die  die  Lage  des  Kreiselkörpers  gegen  die  Axen  der  1,  i^,  {;  festlegen, 
und  die  Koordinaten  l^,  i^q  des  Schwerpunktes;  die  dritte  Koordinate 
l^  ist  mit  der  Neigung  der  Figurenaxe  gegen  die  Vertikale  %•  durch 
die  Gleichung 

(1)  ^=lQO^»^l(^ 

▼erknüpft.  Als  äussere  Ej*aft  wirkt  die  Schwere.  Fügt  man  ihr  die 
Reaktion  R  der  Ebene  hinzu^  die  eine  in  0  angreifende,  vertikal  nach 
oben  gerichtete  Einzelkraft  ist,  so  darf  man  das  System  als  frei  an- 
sehen und  erhält  auf  die  bekannte  Art  die  6  Differentialgleichungen 
der  Bewegung,  aus  denen  sich  iZ  leicht  eliminieren  lässt.  Um  die 
gleitende  Reibung  zu  berücksichtigen,  wird  noch  eine  Reibungskraft 
eingeführt,  die  in  0  angreift  und  deren  Richtung  der  Richtung  ent- 
gegengesetzt ist,  in  der  «sich  die  'Kreiselspitze  in  der  festen  Ebene 
bewegt.  Euler  gesteht,  dass  er  ,piicht  im  Stande  sei,  aus  den  so  ge- 
wonnenen Gleichungen  etwas  zu  erschliessen,  woraus  man  die  Natur 
der  Bewegung  erkennen  könne'',  und  cFAlembert  ist  „zufrieden,  das 
Problem  auf  eine  einfache  Aufgabe  der  Analysis  zurückgeführt  zu 
haben''. 

2)  Erst  £1.  D.  Poissan  hat  1811  die  Differentialgleichungen  der 
Bewegung  unter  der  Voraussetzung  integriert,  dass  keine  Reibung 
stattfindet,  und  einen  wichtigen  Spezialfall  diskutierte^).  Er  verfährt 
dabei  rein  rechnerisch.     Wenn  man  aber  auch  die  anschauliche  Be- 


hier  Kreisel;  es  findet  sich  schon  bei  Jah.  Bemoulli,  Acta  enidit.  Lips.  1716, 
p.  242  »B  Opera  2,  p.  187,  der  jedoch  darunter  einen  starren  Körper  versteht, 
der  sich  nm  eine  feste  Äxe  dreht. 

563)  Opnscules  math.  1,  Paris  1761,  p.  100;  6,  Paris  1768,  p.  489  (verfasst 
1762). 

664)  Theoria  motus,  Greifswald  1766  (verfasst  1760),  Kap.  14  und  17,  nnd 
Snpplementum,  Kap.  4. 

666)  M^caniqne,  1.  ^.,  Paris  1811,  2,  p.  198;  2.  M.,  Paris  1888,  2,  p.  214. 
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deutong  der  Oleichungen  ins  Aage  fasst^,  lässt  sich  sein  Verfahroii 
folgendermassen  beschreibeiL 

Die  äusseren  Kräfte  sind  äquivalent  einer  vertikal  gerichteten 
Einzelkraft  B,  —  mg  nnd  einer  Drehkraft,  deren  Axe  horizontal  liegt 
und  deren  Grösse  gleich  dem  Moment  Ton  12  nm  S  ist.  Wendet 
man  die  Impulssätze  an  (siehe  Nr.  29  dieses  Artikels),  so  folgt  za- 
nächst  fOr  den  Schiebestoss  des  Impulses,  dass  E^  und  H^  konstant 
sind.  Mithin  bewegt  sich  die  Horizontalprojektion  des  Schwerpunktes 
gleichförmig  in  gerader  Linie,  und  sieht  man  Ton  dieser  Bewegung 
ab,  so  wird  der  Schwerpimkt  selbst  nur  mehr  auf  einer  festen  Tsr- 
tikalen  (Geraden,  die  man  zur  (-Axe  machen  kann,  auf  und  nieder 
gehen.  Die  dritte  Komponente  Z^  des  Schiebestosses  liefert  die 
Gleichung 
(2)  m^— JB  — m^; 

aus  ihr  lässt  sich  die  Reaktion  iZ  berechnen.  Weiter  ist  tou  den 
Eomponenten  des  Drehstosses  N^  konstant,  etwa  gleich  n,  und  das- 
selbe gilt  Yon  N^y  also  auch  yon  r.  Die  Eonstanz  yon  r  lässt  sich 
übrigens,  6a  A=^  B  ist^  sofort  aus  der  dritten  .Eulerschen  Gleichung 
erschliessen.  Die  beiden  anderen  £iiferschen  Gleichungen  an£EusteUen 
ist  nicht  nötige  da  schon  der  Satz  der  lebendigen  Kraft  unter  Berficksidi- 
tigung  der  Konstanz  yon  N^  und  N^  zu  einer  Gleichung  fährt,  die 
nur  die  Neigung  %•  und  deren  Ableitung  nach  der  Zeit  enthält.  Die 
lebendige  Kraft  des  Spielkreisels  setzt  sich  nämlich  zusammen  aus 
der  lebendigen  Kraft  der  fortschreitenden  Bewegung  des  Schwerpunktes 
und  der  drehenden  Bewegung  um  die  instantane  Axe  durch  5.  Diese 
aber  hat  denselben  Ausdruck,  wie  die  lebendige  Kraft  des  symme- 
trischen Kreisels  (siehe  Nr.  35  dieses  Artikels),  und  joie  unterscheidet 
sich  von  \w^  nur  um  eine  Konstante.  Da  man  auch  hier  un- 
unbeschadet  der  Allgemeinheit  A  =  B  =  C  setzen,  also  auf  den 
Kugelkreisel  spezialisieren  darf  (ygL  Nr.  35a  3)  dieses  Artikels),  so 
ergiebt  sich  schliesslich  f^  c^  =  h  die  Differentialgleichung 

^^^       \dt)  ~  A*  +  Aml\l -^  u*)  ' 

aus  der  man  t  durch  eine  Quadratur  ab  Funktion  yon  ^  erhält  Das 
Zusatzglied  4'''*  So'  bewirkt  also,  dass  man  nicht  mehr,  wie  beim 
schweren  symmetrischen  Kreisel  elliptische,  sondern  hyperelliptische 
Integrale  in  u  bekommt.  Vermöge  der  kinematisdien  Gleichungen 
wird  schliesslich  auch  die  Länge  der  Knotenlinie  ^  und  das  Azimuth 
9  je  durch  eine  Quadratur  als  Funktionen  yon  9*  bestimmt. 


666)  VgL  F.  Klem  und  A.  Sommerfdd,  Tbaone  des  KieiMls,  p.  614. 
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3)  Aus  den  so  gewonnenen  Formeln  lassen  sich,  wie  bei  dem 
schweren  symmetrischen  Kreisel,  sofort  gewisse  Periodizitätseigen- 
schaften  der  Bewegung  erschliessen;  die  genauere  Untersuchung  der 
Bewegung  verlangt  jedoch  höhere  Hilfsmittel^*').  Poisson  wendet  sich 
daher  sogleich  zu  einem  besonderen  Falle;  er  fragt  nämlich^  ob  es  Be- 
wegungen des  Spielkreisels  gebe,  bei  denen  die  Neigung  der  Figuren- 
axe  d"  nahezu  konstant  bleibt,  so  dass  man  die  Bewegung  des  Spiel- 
kreisels  als  Schwingung  um  eine  reguläre  Präzession  ansehen  kann. 
Setzt  man  dementsprechend  ^  =  ^^^  -f-  «;  wo  j£  eine  kleine  Grösse 
bedeutet,  deren  Quadrat  yemachlassigt  werden  darf,  so  ftlhrt  die  in 
Nr.  9  dieses  Artikels  auseinandergesetzte  Methode  zu  dem  Satze,  dass 
eine  solche  pseudoreguläre  Präzession  nur  dann  eintreten  kann,  wenn 
die  Komponente  des  Drehstosses  nach  der  Figurenaxe  N^  sehr  gross 
ist,  wenn  also  dem  Spielkreisel  anfänglich  eine  starke  Drehung  um 
die  Figurenaxe  beigebracht  worden  ist.  In  diesem  Falle  erhält  man 
die  Bahnkurve  der  Kreiselspitze,  indem  man  auf  einem  Kreise  zahl- 
reiche kleine  Zacken  aufsitzen  lässt.  Wegen  ihrer  Kleinheit  und  wegen 
der  Schnelligkeit,  mit  der  diese  Zacken  durchlaufen  werden,  entziehen 
sich  die  entsprechenden  Nutationen  der  groben  Beobachtung,  und  die 
Bewegung  erscheint  als  reguläre  Präzession;  die  Analogie  mit  den 
Bewegungen  eines  schweren  symmetrischen  Kreisels  ist  unverkenn- 
bar*»«). 

Die  Bahn  der  Kreiselspitze  wird  durch  den  Kreisel  selbst  aufge- 
zeichnet, wenn  man  eine  berusste  Spiegelglasplatte  als  Unterlage  be- 
nutzt. Die  Figuren  25  und  26  auf  der  folgenden  Seite  sind  Negative 
von  Originalen,  die  Lord  Kdvin  und  jP.  Klein  auf  diese  Art  erhalten 
haben  *»»). 

Man  erkennt,  dass  statt  des  Kreises  eine  sich  verengernde  Spirale 
entsteht;  dass  die  Windungen  der  Spirale  nach  der  Seite  auseinander- 
gezogen sind,  ist  die  Wirkung  eines  Anfangsstosses  oder  vielleicht  auch 
einer  geringen  Neigung  der  Unterlage.  Wie  die  Beobachtung  zeigt,  ist 
die  Präzession  nicht  gleichförmig,  sondern  beschleunigt.  Endlich  bleibt 
der  Schwerpunkt,  auch  wenn  er  sich  anfänglich  in  Ruhe  befand,  nicht 
auf  einer  vertikalen  Oeraden,  sondern  beschreibt  in  einer  horizontalen 


657)  F.  Klein,  The  mathematioal  theory  of  the  top,  Princeton  Lectnres, 
London  1897,  letzter  Abschnitt. 

668)  Siehe  auch  F,  Klein  nnd  A.  SommerfM,  Theorie  des  Ereisels,  Anhang 
m  Kap.  VI,  p.  518,  sowie  anoh  F.  Puiseux,  J.  de  math.  (1)  18  (1848),  p.  249 
und  Finde,  Nout.  ann.  (1)  9  (1860),  p.  310. 

669)  C,  Barw,  Science  (2)  4  (1896),  p.  446;  F.  Klein  and  Ä.  Sommerfeld^ 
Theorie  des  Kreisels,  p.  622. 
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Ebene  kleinere  kreisShnliche  Kurven,  wobei  er  der  Bew^nng  der 
Ereiselfipitze  mit  90"  Phaeenyerschiebniig  folgt;  die  Figorenaze  dorcb- 
läoft  daher  nahezu  ein  RotationahTperboloid,  dessen  engste  Stelle 
unterhalb  des  Schwerpunktes  S  liegt  Hieraus  folgt,  dasa  die  Be- 
wegungen, die  in  Wirklichkeit  ror  siob  gehen,  durch  die  Poissonschen 


Formeln  such  nicht  in  erster  Annäherung  dargestellt  werden,  das» 
vielmehr  der  Einfluss  der  Seibung,  mag  die  Unterl^e  auch  noch  so 
glatt  sein,  von  primärer  Bedeutung  ist  Han  wird  damit  zu  ganz 
äbulicben  Betrachtungen  geführt,  wie  bei  dem  schweren  symmetrischen 
Kreisel,  bei  denen  man  aich  wiederum  auf  eine  quaUtattre  Diskussion 
beschränken  musa,  und  es  möge  daher  auf  den  Bericht  in  Nr.  35b  5) 
dieses  Artikels  verwiesen  werden**"). 

38.    GleitOD   and  Bollen   auf  Unterlagen.     Ein&ch   nnd  doch 
lehrreich   sind  die  Untersuchongen  Aber  Aate  Bmihnm^Aaeegungm, 


BSO)  Vgl.  noch  Ard».  Smith,  Cambridge  math.  J.  1  (18MX  P-  41;  A.AmOior, 
Disi.  Leipdg  1889;  J.  H.  JeOett,  Beibung,  p.  198  und  E.  G.  Oailop,  Cambridge 
Phil.  8oc.  Proc.  IS  (1908),  p.  82;  Tiau.  19  (1904),  p.  US. 
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d.  h.  über  Berühnmgsbewegungen  (siehe  Nr.  31),  bei  denen  die  Ge- 
Bchwindigkeitsvektoren  aller  Punkte  des  Körpers  K  stets  einer  festen 
Ebene  parallel  bleiben  (siehe  Nr.  33).  Diese  Bewegungen  haben  zwei 
Grade  der  Freiheit.  Ein  Beispiel  hierfür  ist  die  Bewegung  einer  homo- 
genen Walze  (eines  Ereiszylinders),  die  der  Schwere  unterworfen  ist 
und  eine  schiefe  Ebene  berührt.  Die  Bewegung  ist  ^>en,  wenn  die 
Anfangsbedingungen  so  gewählt  werden,  dass  die  Axe  der  Walze  stets 
horizontal  bleibt.  Es  sei  a  der  Halbmesser  der  Walze,  a  der  Neigungs- 
winkel der  schiefen  Ebene.  Soll  reines  Rollen  stattfinden,  so  ist,  wenn 
o  die  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Axe  bedeutet,  die  Geschwindig- 
keit des  Schwerpunktes  gleich  aco,  und  man  hat  daher  für  seine  Be- 
wegung die  Gleichung 

(1)  ^^'^  "^  ^9  ®^^  "  —  -^• 

Hierin  bezeichnet  F  die  gleitende  Reibung,  deren  Maximalbetrag  im 
Sinne  der  sogenannten  Coti{(mi&schen  Gesetze  fMg  cos  a  ist  (vgL  Nr.  33 
dieses  Artikels).  Da  aber  für  die  Drehung  um  eine  horizontale  Axe 
die  Gleichung  gilt: 

(2)  im«»^  =  Fo, 

SO  ist  beim  reinen  Rollen 

(3)  F  =  -^mg  sin  a. 

Damit  also^  bei  der  genannten  Anfangsbedingung,  die  Walze  rollt,  ohne 
zu  gleiten,  darf  die  Neigung  der  Ebene  den  Winkel  a*  nicht  über- 
steigen, der  durch  die  Gleichung 

(4)  tga*  =  3/- 

bestimmt  ist;  sonst  findet  Gleiten  und  JRoüen  statt.  Bei  dieser  Be- 
trachtung ist  von  der  rollenden  Reibung  abgesehen  worden,  die  auf 
der  rechten  Seite  der  Gleichung  (2)  noch  ein  Zusatzglied  Je  Mg  cos  a 
bedingen  würde,  wo  k  den  Koeffizienten  der  rollenden  Reibung  be- 
deutet; den  kritischen  Winkel  erhält  man  jetzt  aus  der  Gleichung 

(5)  tg«*  =  3/--'^. 

In  ähnlicher  Weise  lässt  sich  auch  das  ebene  Rollen  inhomogener 
Walzen  und  überhaupt  beliebiger  Zylinder  behandeln  ^^^). 


661)  J.  d'Alemberi,  Dynarnique,  Paris  1748,  §  116;  L.  Euler,  Theoiia  motiiB. 
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Ob  die  Ergebnisse  dieser  und  der  folgenden  theoretischen  Unter- 
suchungen, bei  denen  die  sogenannten  (7t>ti2om&schen  Gesetze  zugrunde 
gelegt  sind^  in  befriedigender  Weise  mit  den  Ergebnissen  überein- 
stimmen, die  Versuche  über  solche  Bewegungen,  besonders  bei 
grosseren  Geschwindigkeiten',  liefern  würden,  erscheint  zweifelhaft 
Experimentelle  Untersuchungen  über  das  Bollen  einer  exzentrischen 
schweren  Walze  (Ereisscheibe)  auf  schiefer  Ebene  hat  H.  Chaumat^^') 
im  Anschluss  an  P.  Painleve»  Kritik  der  Coulombschen  Reibungs- 
gesetze, vgl.  Anmerkung  75  dieses  Artikels,  angestellt;  es  hat  sich 
dabei  ergeben,  dass  in  der  Tat  der  Reibungskoeffizient  f,  der 
nach  dem  sogenannten  CatdombBchen  Gesetze  allein  durch  die  Be- 
schaffenheit der  sich  berührenden  Körperflächen  bestimmt  sein  sollte, 
unter  Umständen  merklich  von  der  Massenverteilung  in  der  rollenden 
Scheibe  abhängt. 

Die  Bewegung  einer  homogenen  schweren  Kugd  auf  einer  horizon- 
talen Ebene  hat  schon  J.A,  Euler  (^o\m)^^  betrachtet,  und  später  ist  sie 
besonders  von  (?.  Coridlis^^^  (im  Interesse  der  Theorie  des  Billardspiels) 
und  von  F.  Minding^^)  untersucht  worden.  Bei  Anfangsbedingungen 
allgemeiner  Art  wird  Gleiten  eintreten.  So  lange  es  anhält,  bewegt  sich 
nach  J.  A.  Euler  der  Mittelpunkt  in  einer  horizontalen  Parabel,  deren 
Hauptaxe  der  Richtung  des  Gleitens  parallel  ist.  Die  Geschwindigkeit 
des  jeweiligen  Berührungspunktes  hat  dabei  konstante  Richtung  und  ist 
gleichförmig  verzögert;  die  gleitende  Reibung  ist  konstant  nach  Richtung 
und  Grösse.  Endlich  ist  die  Komponente  der  Winkelgeschwindigkeit 
um  die  Axe  parallel  der  Richtung  des  Gleitens  konstant,  die  Kompo- 
nente um  eine  dazu  senkrechte  horizontale  Axe  aber  gleichförmig  ver- 
zögert. Da  jedoch  die  Geschwindigkeit  des  Berührungspunktes  be- 
ständig abnimmt,  so  hört  das  Gleiten  nach  einer  gewissen  Zeit  au^ 
und  der  Mittelpunkt  bewegt  sich  jetzt  geradlinig  in  der  Tangente  der 
Parabel  weiter.  Unter  den  besonderen  Fällen  der  Bewegung  verdient 
das   Zurücklaufen   einer   Billardkugel    erwähnt   zu   werden,   der   man 


Kap.  19;  Ch.  Delaunay,  Mechanik,  p.  397;  C.  Bender,  Archiv  Math.  PhjB.  SO 
(1877),  p.  113;  B.  Hoppe,  Archiv  Math.  Phye.  66  (1881),  p.  213;  E.  J,  BauO^, 
Dynamik  1,  Kap.  4. 

561*)  Paris  C.  R.  136  (1903),  p.  1634. 

562)  Berlin  M^m.  ann^e  1758  (1765),  p.  284;  ann^  1760  (1767),  p.  261; 
vgl.  auch  L.  Eüler,  Theoria  motos,  Kap.  18  und  Snpplementam  Kap.  6. 

562)  Theorie  math^matiqne  des  effets  da  jen  de  billard,  Parifl  1836,  chap.  1. 
Vgl.  auch  IV  9,  Nr.  1  (ö^.  T.  Walker). 

563)  Mechanik,  Berlin  1838,  p.  345;  vgl.  auch  H.  Beaal,  Nouv.  ann.  (2)  11 
(7872),  p-  193. 
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durch  einen  Drehstoss  eine  starke  Drehung  nach  rückwärts  um  eine 
horizontale  Axe  beigebracht  hat*^). 

Die  Bewegung  einer  homogenen  schweren  Kugel  auf  einer  schiefen 
Ebene  ist  von  F,  Minding^^^)  untersucht  worden.  Damit  das  Gleiten 
aufgehoben  werden  kann,  darf  hier  der  Neigungswinkel  a  nicht  grösser 
sein,  als  ein  kritischer  Winkel  a*,  der  durch  die  Gleichung 

(6)  tga*  =  |/- 

bestimmt  wird.  Das  Rollen  einer  Kugel  auf  einer  Kugelääche  und 
allgemeiner  auf  einer  Rotationsfläche  haben  E.  J.  BotiOi^^^),  A,  G. 
GreenhiU^'^)  und  Ä.  Vierkandt^^)  untersucht. 

Neben  die  Kugel  tritt  der  Beifen,  nämlich  ein  starrer  Körper,  der 
von  einer  scharfen  Kante  in  Form  eines  Kreises  begrenzt  ist,  dessen 
Schwerpunkt  in  dem  Mittelpunkte  dieses  Kreises  liegt  und  dessen 
Trägheitsellipsoid  in  bezug  auf  den  Schwerpunkt  ein  Rotations- 
ellipsoid ist,  bei  welchem  die  Symmetrieaxe  senkrecht  zu  der  Ebene 
des  Kreises  steht.  Die  Masse  des  Reifens  werde  der  Einfachheit  halber 
gleich  Eins  gesetzt;  der  Halbmesser  des  Kreises  sei  a,  die  Haupt- 
tragheitsmomente  seien  Ä^  Ä,  C]  wiederum  mögen  die  sogenannten 
Coulombschen  Reibungsgesetze  als  exakt  vorausgesetzt  werden. 

Die  Diskussion  des  Verlaufes  der  Bewegung  gestaltet  sich  am 
einfachsten,  wenn  man  neben  dem  im  Räume  festen  Koordinaten- 
system der  S,  t},  S  oui  im  Räume  und  im  Körper  bewegliches  System 
der  rc*,  y*,  jei*  einführt.  Die  J-Axe  sei  vertikal  nach  oben  gerichtet, 
die  £17 -Ebene  die  feste  Ebene.  Der  Anfangspunkt  der  x*yy*,js*  sei 
der  Schwerpunkt  8,  die  jei*-Axe  stehe  senkrecht  auf  der  Ebene  des 
Kreises,  die  ai*-Axe  sei  horizontal,  die  j^-Axe  also  eine  Gerade  grösster 


564)  Aus  der  umfangreichen  Litteratur  seien  noch  genannt:  8.  D.  PoisBon, 
Mäcanique,  2.  öd.,  Paris  1833,  2,  p.  249;  H.  Bescd,  Paris  C.  R.  68  (1869),  p.  1168; 
NouT.  ann.  (2)  2  (1872),  p.  193;  A.  Amthor^  Diss.  Leipzig  1869;  B.  Hoppe  ^  Arch. 
Math.  FhjB.  60  (1877),  p.  169;  P.  Appell,  Roulements,  Paris  1899,  p.  21;  G.  A. 
Maggi,  Stereodinamica,  Mailand  1903,  p.  184;  A.  G.  Wehster,  Dynamics,  p.  804; 
O,  Wüling,  Diss.  Leipzig  1904.  Verwandte  Probleme  behandelten:  /.  Didion^ 
Paris  CR.  77  (1878),  p.  167;  M. Fieper,  Diss.  Jena  1879;  E.  Padova,  Roma  Aoc. 
Line.  Rend.  (4)  4*  (1888),  p.  607;  E.  Crescini,  ebenda  (4)  6*  (1889),  p.  204.  Für 
die  Anwendungen  auf  das  Billardspiel  Tgl.  lY  9,  Nr«  1  (6r.  T,  Walker). 

565)  Mechanik,  p.  825. 

566)  Dynamik  2,  Kap.  5;  vgl.  auch  Cr.  Akuia,  Riyista  di  fisica,  mat.  e 
Bcienze  nat.  6  (1905),  p.  18. 

567)  Quart.  J.  of  math.  15  (1877),  p.  176;  17  (1880),  p.  86;  18  (1882),  p.  229. 

568)  Monatshefte  f.  Math.  3  (1892),  p.  97. 
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Neigung  in  der  Ebene  des  Kreises;  der  Beröhrangspnnkt  P  von  Reifen 
und  Ebene  liege  auf  der  oegativen  y^-Axe. 

Die  Lage  des  Reifens  wird  festgelegt  dorch  die  Koordinaten 
iof  Vof  So  ^®s  Schwerpunktes  nnd  die  Winkel  iSg*  =  ^,  ^Sx^  —  ^, 
sowie  den  Winkel  q>  zwischen  der  x-kxe  und  einem  festen  Halb- 
messer des  Kreises.  Zwischen  diesen  sechs  Grössen  besteht  die 
Gleichung 

(7)  go  =  «  cos  ^7 

so  dass  l^y  rjQy  d^yilf,q>  als  Lagekoordinaten  genommen  werden  dürfen. 
Die  Komponenten  der  absoluten  Geschwindigkeit  des  Schwer- 
punktes nach  den  Axen  der  rc*,  y*,  0*  seien  u*,  tf^,  w*,  die  Kompo- 
nenten der  relativen  Drehung  um  S  nach  denselben  Axen  p*,  q^,  r*. 
Bei  diesen  Festsetzungen  werden  die  kinematischen  Gleichungen: 

(8)  |)*  =  ä',    g*  =  i^sin^,    r*  =  ^cos^  +  9- 

Sind  femer  ?7*  F*,  W*  die  Komponenten  der  Reaktion  der  Ebene, 
so  lauten,  wenn  die  Schwere  wirkt,  die  Differentialgleichungen  für  die 
Bewegung  des  Schwerpunktes: 

^  -^7"  +  9.  ("'**  —  cotg  ^t;*)  =  C7* 


(9) 


+  q  cotg  O-u*  —  ptc;*  =  F*  —  g  sin  0", 
,     -\-  pv^  —  qu*  ==  W*  —  g  cos  0", 


dt 
dw* 


und  die  -Biiferschen  Gleichungen  für  die  bewegli^en  Axen  x*,  y*,  j* 
(vgl.  Nr.  31  dieses  Artikels)  werden: 


(10) 


A  -^j  +  {Cr*  —  JLg*  cotg  »)q*  =  —  aW*, 
A  -f-  —  (Cr*  —  Aq"  cotg  »)p*  =  0, 


dt 

Soll   kein  Gleiten   eintreten,   so   muss    die  Geschwindigkeit  des 
Berührungspunktes  P  gleich  0  sein,    ffieraus  folgen  die  Gleichungen: 

(11)  M*  +  ar*=0,    t;*  =  0,    w*  —  ap*  =  0, 

und  das  Problem  ist  auf  Quadraturen  zurückgeflELhrt,  sobald  man  r* 
kennt.  Für  r*  aber  ergiebt  sich  die  lineare  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung: 
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die  sich  mittels  der  hjpergeometrischen  R^ihe  integrieren  lässt^. 
Formeln,  die  eine  bequeme  numerische  Berechnung  des  Verlaufes  der 
Bewegung  bei  gegebenen  Anfangsbedingungen  ermöglichen,  hat  E.  Cor- 
vaUo  bei  seinen  Untersuchungen  über  die  Theorie  des  Ein-  und  Zwei- 
rades  entwickelt '*'®). 

Wenn  man  die  Bedingung  des  Rollens  von  vomherein  einführt, 
wird  man  auf  zwei  nichtholonome  Bedingungsgleichungen  geführt  und 
hat  nach  den  in  Nr.  31  angegebenen  Grundsätzen  die  Differential- 
gleichungen der  Bewegung  aufzustellen^'^). 

Wie  neuerdings  S,  Tschaplygin  gezeigt  hat,  lässt  sich  das  Problem 
der  Bewegung  eines  schweren  homogenen  Botationskörpers  auf  einer 
horizontalen  Ebene  stets  auf  die  Integration  einer  linearen  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  zurückführen^'*).  Stationäre  Bewegungen 
solcher  Körper  und  Schwingungen  um  diese  (vgl.  Nr.  35  b  3)  dieses 
Artikels)  untersuchte  E.  J,  Routh;  bei  der  stationären  Bewegung  rollt 
die  Rotationsfläche  so,  dass  ihre  Axe  mit  der  Vertikalen  einen  ge- 
wissen konstanten  Winkel  bildet  ^'').  Hierher  gehören  auch  die  Unter- 
suchungen über  den  Spidkreisd,  wenn  man  die  Spitze  durch  eine 
kleine  Halbkugel  ersetzt,  siehe  Anmerkung  560,  und  über  die  Er- 
scheinung, dass  ein  eiförmiger  starrer  Körper,  der  rasch  um  eine  Axe 
gedreht  und  dann  auf  einen  glatten  Tisch  gesetzt  wird,  sich  aufrichtet: 
Ei  des  Kolumbus  nach    Lord  Kelvin.     Dabei    wird   allerdings   ange- 


669)  D.  J,  Karteweg,  Nieuw  Archief  (2)  4  (1899),  p.  130,  204;  Palenno  Circ. 
mat.  Rend.  14  (1900),  p.  7;  vgl.  auch  P.  Appell,  Palermo  Circ.  mat.  Rend.  14 
(1900),  p.  1;  J.  f.  Math.  121  (1900),  p.  310;  M^canique  2,  p.  241. 

570)  Joum.  ec.  polyt.  (2)  5  (1900),  p.  119;  6  (1901),  p.  1.  Für  die  Anwen- 
dungen auf  das  Fahrrad  vgl.  IV  9,  Nr.  4  (6r.  T.  WcUker).  Femer  beschäftigten 
eich  mit  dem  Rollen  eines  Reifens,  oder  was  auf  dasselbe  herauskommt,  einer 
homogenen  Kreisscheibe  N,  M.  Ferrers,  Quarterly  J.  of  math.  12  (1872),  p.  1; 
W.  Thomson  und  P.  Q.  Tait,  Handbuch,  p.  96;  B.  Hoppe,  Arch.  Math.  Phys.  67 
(1881),  p.  166;  E.  Padova,  Venezia  Ist.  Atti  (7)  6  (1896),  p.  489. 

671)  Ä.  Vierkandt,*Mon&Uheüe  f.  Math.  3  (1892),  p.  97;  A.  G,  Webster, 
Dynamics,  p.  313;  P.  Appell,  M^canique  2,  p.  382. 

672)  Moskau,  Math. Sammlung  24 (1908), p.  189 (russisch);  vgl.  auch P.TToroneir, 
Die  Gleichungen  der  Bewegung  eines  starren  Körpers,  der  ohne  zu  gleiten  auf 
einer  unbeweglichen  Fläche  rollt,  Eijew  1908  (russisch). 

678)  Dynamik  2,  p.  186;  vgl.  auch  p.  77  und  88.  Das  Rollen  eines  homo- 
genen Rotationskörpers  auf  einer  horizontalen  Ebene  betrachteten  femer  8.  D. 
Poisson,  M^canique  2,  p.  178;  F.  Puiseux,  J.  de  math.  (1)  13  (1848),  p.  249; 
17  (1862),  p.  1;  Paris  C.  R.  82  (1861),  p.  621;  C.  Neumann,  Leipzig  Ber.  1886, 
p.  862  =  Math.  Ann.  26  (1886),  p.  478;  /.  M,  H.  Falkenhagen,  Nieuw  Archief 
(2)  6  (1903),  p.  104.  Das  Rollen  eines  homogenen  Kreiskegels  auf  einer  schiefen 
Ebene  untersuchte  E.  Lampe,  Berlin  Phys.  Ges.  Yerhandl.  1886,  p.  41. 
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nommen,  dass  das  Ei  gekocht  ist^  da  ein  rohes  Ei  sich  trotz  einer 
solchen  Drehung  nicht  aufrichtet^'*;). 

Was  Körper  betrifft,  denen  keine  kinetische  Symmetrie  in  besag 
auf  den  Schwerpunkt  zukommt,  so  hat  sich  S,  D,  Poissan  mit  dem 
Rollen  eines  homogenen  dreiaxigen  EUipsoides  beschäftigt,  das  unter 
Einwirkung  der  Schwere  auf  einer  schiefen  Ebene  rollt;  es  gelang 
ihm  die  Integration  durchzuführen,  wenn  die  Anfangsbedingungen  so 
gewählt  werden,  dass  eine  der  Hauptaxen  stets  horizontal  bleibt*'^). 
Seine  Ergebnisse  lassen  sich  auch  sofort  auf  das  Rollen  einer  inhomo- 
genen Kugel  mit  drei  ungleichen  Hauptträgheitsmomenten  übertragen. 

Die  Anfangsbewegungen  (ygl.  Nr.  19  dieses  Artikels)  beliebiger 
schwerer  Körper,  die  in  Berührung  mit  einer  rauhen  horizontalen 
Ebene  festgehalten  und  dann  losgelassen  werden,  hat  J.  H,  JeUeü  er- 
mittelt^'^).  Er  und  E.  J.  Bouih^'^^)  haben  auch  das  bereits  im 
18.  Jahrhundert  ^'')  in  Angriff  genommene  Problem  der  kleinen 
Schwingungen  eines  auf  einer  Ebene  ruhenden  schweren  starren 
Körpers  wieder  aufgenommen.  E,  J.  RoiUh  gelangte  dabei  zu 
der  Erklärung  einer  sonderbaren  Eigenschaft,  die  man  zuerst  bei 
antiken  Steinbeilen  (celts)  bemerkt  hatte  ^^^),  die  jedoch  überhaupt 
starren  Körpern  mit  elliptischer  Rundung  an  der  Berührungsstelle  zu- 
kommt, dass  sie  nämlich  auf  einem  horizontalen  Tische  in  einer  Rich- 
tung stationär  rotieren,  in  der  anderen  Richtung  in  Rotation  versetzt 
aber  unruhig  werden  und  dann  entweder  umfallen  oder  aber  anfangen, 
sich  in  entgegengesetztem  Sinne  zu  drehen;  dieses  Verhalten  tritt 
dann  und  nur  dann  ein,  wenn  die  Richtungen  der  beiden  Haupt- 
tragheitsaxen  fQr  den  Berührungspunkt,  die  auf  der  Drehaxe  senk- 
recht stehen,  mit  den  Richtungen  der  beiden  Hauptkrümmungstan- 
genten an  der  Berührungsstelle  nicht  übereinstimmen. 

In  engem  Zusammenhange  mit  dem  Problem  der  kleinen 
Schwingungen  steht  die  Frage  nach  der  Stabilität  des  Gleichgewichtes 
eines    schweren   starren  Körpers,    der   auf  einer  horizontalen  Ebene 


573*)  Vgl.  /.  Perry,  Spielkreisel  (1890),  p.  88—89,  sowie  H.  W.  Owpman, 
Phil.  Mag.  (6)  5  (1908),  p.  468. 

674)  M^caniqne,  1.  ^d.  Paris  1811,  2,  p.  183.  Einen  anderen  iniegrablen 
Fall  entdeckte  P.    Waronez^  siehe  Anmerkung  672. 

676)  Reibung,  p.  168. 

676)  Dynamik  2,  Kap.  6. 

677)  L.  Euler,  Comment.  Petrop.  7  ad  ann.  1734—86  (1740),  p.  99;  Joh.  Ber- 
nouUi,  Opera  omnia,  Lausanne  1742,  4,  p.  296;  /.  d*Älembert,  Dynamique,  Parin 
1743,  §  117. 

678)  Auf  diese  paradoxen  Bewegungen  hatte  G.  T.  Walker,  Quart.  J.  of 
math.  28  (1896),  p.  176  hingewiesen. 
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ruht.  Auf  dieselbe  Frage  führt  auch,  falls  die  Ebene  glatt  ist^  das 
viel  behandelte  Problem  der  Stabilität  des  Gleichgewichtes  schwim- 
mender schwerer  Körper;  vgl.  Nr.  39  dieses  Artikels,  wo  man  Hin- 
weise auf  die  betreffende  Litteratnr  findet.  Gleichgewicht  mit  Rei- 
bung hat  besonders  J,  H,  JeUett  untersucht  ^^^). 

39.  Sohwinunende  Körper.  Damit  ein  der  Schwere  unterwor- 
fener starrer  Eöi'per,  der  auf  einer  Flüssigkeit  schwimmt,  sich  im 
Gleichgewichte  befindet,  ist,  wie  schon  Ärchimedes  erkannt  hat,  not- 
wendig und  hinreichend,  dass  die  Gerade,  die  seinen  Schwerpunkt  G 
mit  dem  Schwerpunkte  C  des  eingetauchten  Volumens  (Auftriebszentrum) 
verbindet,  vertikal  steht  und  dass  das  Gewicht  dieses  Volumens  V  gleich 
dem  Gewichte  P  des  Körpers  ist.  Nachdem  Chr,  Huygens  die  Unter- 
suchung solcher  Probleme  wieder  aufgenommen  hatte,  haben  P.  Bouguety 
L,  Euier  und  Ch,  Dupin  einige  Begriffe  eingeführt,  die  für  die  Lehre  von 
der  Stabilität  des  Gleichgewichtes  grundlegend  geworden  sind^. 

Jede  Ebene,  die  von  dem  Körper  das  Volumen  Fabschneidet,  dessen 
Gewicht,  wenn  es  mit  der  Flüssigkeit  erfüllt  wird,  gleich  P  ist,  heisst 
eine  Schwimmebene.  Alle  Schwimmebenen  umhüllen  eine  krumme  Fläche, 
die  Schwimmfläche  (jP),  die  jene  Ebene  in  den  Punkten  F  berühren 
möge.  Der  geometrische  Ort  der  Schwerpunkte  G  der  mit  Flüssig- 
keit erfüllten  Volumina  V  ist  eine  zweite  krumme  Fläche,  die  Auf- 
trid)sfläche  (C),  die  geschlossen  und  überall  konvex  ist^^).  Nach 
Dupin  ist  F  der  Schwerpunkt  des  zugehörigen  (homogen  gedachten) 
Querschnittes  Q  durch  den  Körper,  und  die  Berührungsebene  von  (C) 
in  C  ist  der  Berührungsebene  von  (F)  in  dem  zugehörigen  Punkte 
F  parallel.  Zieht  man  femer  in  zwei  benachbai*ten  Punkten  C  und  C' 
der  Auftriebsfiäche  die  Normalen,  so  heisst  der  Fusspunkt  ihres  ge- 
meinsamen Lotes  ein  Metazentrumy  und  zwar  gehört  es  zu  der  Dreh- 
aze  a  des  starren  Körpers,  die  durch  den  Schnitt  der  zugehörigen 
Schwimmebenen  bestimmt  wird.  Der  Punkt  M  liegt  im  allgemeinen 
zwischen  den  beiden  Hauptkrümmungsmittelpunkten  K^  und  K^  von  C; 


679)  Reibung,  p.  192. 

6S0)  Von  P.  B<mgtier,  Trait^  dn  naviie,  Paris  1746  lührt  der  Name  Meta- 
gentrum her  (p.  267,  er  hat  auch  schon  die  corra  metacentrica,  p.  269).  Der 
Sache  nach  findet  sich  dieser  Begriff  auch  in  dem  bereits  1789  verfossten  Werke 
L,  EtUerB^  Seien tia  navalis,  2  Bände,  Petersburg  1749.  Ch.  Dupin  hatte  seine 
Abhandlung:  De  la  stabilit^  des  corps  flottants  schon  1S14  der  Pariser  Akademie 
eingereicht,  veröffentlicht  wurde  sie  aber  erst  in  den  Applications  de  g^om^trie 
et  de  m^canique,  Paris  1S22;  ihm  verdankt  man  die  Begriffe  Schwimmebene, 
Schwimmflache,  Auftriebsfläche  und  die  darüber  im  Texte  mitgeteilten  Sätze. 

681)  Die  Gestalten  der  Oberflächen  (F)  und  (ß)  sind  von  A,  G.  Greehhiü, 
Hjdrostatics,  London  1894,  für  eine  Anzahl  besonderer  Fälle  untersucht  worden. 
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er  fällt  mit  einem  von  ihnen  zusammen^  wenn  die  Drehaze  einer  der 
Hanptrichtungen  der  Fläche  (C)  in  C  parallel  ist.  K^  und  E^  heissen 
das  kleine  nnd  das  grosse  Metazentmm;  der  Ort  der  Metazentren  ist 
die  Brennfläche  (Zentrafläche)  der  Gbi-aden,  die  auf  der  von  den  Schwimm- 
ebenen umhüllten  Fläche  senkrecht  stehen.  Endlich  ist  für  den 
(homogen  gedachten)  Querschnitt  Q  das  Trägheitsmoment  J  in  bezug 
auf  die  Achse  a  gleich  F-  CM. 

Wenn  Stabilität  herrschen  soll,  so  muss  bei  einer  unendlich 
kleinen  Drehung  des  Körpers  um  eine  beliebige  Drehaxe  ein  Krafte- 
paar  entstehen,  das  den  Körper  in  die  ursprüngliche  Lage  zurück- 
zuführen strebt,  und  das  ist  nur  Fall,  wenn  das  zugehörige  Meta- 
zentmm M  oberhalb  des  Schwerpunktes  G  des  schwimmenden  Körpers 
liegt.  Da  diese  Überlegung  für  alle  möglichen  Drehaxen  gilt,  so 
ergiebt  sich  für  die  Stabilität  als  notwendige  Bedingung,  dass  der 
Schiverpunkt  G  unterhalb  des  Meinen  Metaaentrums  K^  liegt. 

Die  Frage,  ob  diese  von  Ch.  Dupin  aufgestellte  Bedingung  auch 
hinreichend  ist,  haben  J.  M.  C.  Duhamei^^  und  S.  D.  Poisson^  unter- 
sucht, indem  sie  den  in  Nr.  17  dieses  Artikels  besprochenen  statischen 
Ansatz  anwandten,  und  haben  sie  so  auf  die  Frage  zurückgeführt^  ob 
ein  auf  einer  horizontalen  glatten  Ebene  ruhender  schwerer  Hil£9körper, 
dessen  Oberfläche  die  Fläche  C  und  dessen  Schwerpunkt  der  Punkt  0 
ist,  sich  in  stabilem  Gleichgewicht  befindet.  Dem  gegenüber  hat 
A.  Clebsch^^)  gezeigt,  dass  die  von  der  Bewegung  der  Flüssigkeit  her- 
rührenden kinetischen  Druckkräfte  von  derselben  Ordnung  sind,  wie 
die  Glieder,  die  bei  dem  statischen  Ansatz  allein  berücksichtigt  werden. 
Allein  seine  Behauptung,  dass  jene  Druckkräfte  unter  Umständen  die 
Stabilität  zerstören  könnten,  hat  sich  nicht  bestätigt;  denn  die  Durch- 
führung der  Rechnungen,  die  Clebsch  selbst  nicht  vollendet  hatte, 
zeigt,  dass  dessen  Methode  zu  demselben  Ergebnisse  führt,  wie  der 
statische  Ansatz  ^®^). 

Bei  den  Untersuchungen,  über  die  im  Vorhergehenden  berichtet 
worden  ist,  war  der  Nachweis  der  Stabilität  mittels  der  Methode  der 
kleinen  Schwingungen  geliefert  worden.  Gegen  diese  Methode  lassen 
sich  jedoch  dieselben  Bedenken  geltend  machen,  wie  bei  dem  all- 
gemeinen Stabilitätsbeweise  von  Lagrange  (Maximum  der  Ki^ftefank- 
tion,  vgl.  Nr.  5  dieses  Artikels),  und  ein  strenger  Beweis  dafür,  dass 
jene  Bedingung  für  das  Metazentmm  auch  hinreichend  ist,  hat  sich 

5S2)  Joom.  ^c.  poljt.  cah.  84  (1885),  p.  12;  M^canique  2,  p.  262. 

583)  M^caniqne,  2.  6d.  2,  p.  579. 

584)  J.  f.  Math.  57  (1860),  p.  149. 

585)  L.  V.  Turquan,  Braxelles  Soc.  scientif.  AnxL  2B  (1878),  p.  12S. 
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nur  führen  lassen,  indem  der  Minding-Dirichletsche  Stabilitätsbeweis 
auf  den  vorliegenden  Fall  übertragen  wurde;  nachdem  bereits 
X»  Bravais^^)  und  W.  Thomson^^'^  Ansätze  nach  dieser  Richtung 
gemacht  hatten,  hat  zuerst  E.  Ouyou^  diesen  Gedanken  vollständig 
durchgeführt. 

In  neuerer  Zeit  ist  das  Archimedische  Problem  der  schwimmen- 
den Körper  nach  verschiedenen  Richtungen  hin  verallgemeinert  worden. 
P«  Duhem^^)  hat  den  Fall  betrachtet,  dass  der  starre  Körper  in  zwei 
über  einander  gelagerten  Flüssigkeiten  schwimmt;  für  die  Stabilität 
kommt  alsdann  noch  die  Bedingung  hinzu,  dass  die  leichtere  Flüssig- 
keit sich  oberhalb  der  schwereren  befindet.  Noch  verwickelter  wird 
die  Frage  der  Stabilität,  wenn  der  schwimmende  Körper  einen  Hohl- 
raum enthält,  der  zum  Teil  mit  einer  Flüssigkeit  erfüllt  ist  (Tank- 
Bchiflfe  mit  Petroleum)  *»<>). 

Weitere  historisch-litterarische  Angaben  findet  man  bei  J.  L,  Lch 
grange,  Meeanique,  Ausgabe  von  J,  Bertrand,  1,  p.  167  und  P.  Duhemy 
J.  de  math.  (5)  1  (1895),  p.  91.  Zahlreiche  bibliographische  Angaben 
enthält  auch  die  Architecture  navale  von  J.  PoUard  und  Ä.  Dudebaui, 
4  Bde.,  Paris  1890—1894;  zur  Ergänzung  für  die  englische  Litteratur 
möge  Ä.  Q.  GreenhiUj  Treatise  on  hjdrostatics,  London  1894,  chap.  Y 
herangezogen  werden.  Auch  in  IV  15,  Nr.  4  {A.  E.  H.  Love)  wird  die 
Stabilität  schwimmender  Körper  behandelt 

Die  Lehre  von  den  endlichen  Bewegungen  eines  starren  Körpers 
in  einer  inkompressiblen,  insbesondere  reibungslosen  Flüssigkeit  ge- 
hört nicht  mehr  in  die  elementare  Mechanik.  Für  diesen  Gegenstand, 
der  eine  eigene  grosse  Litteratur  hat,  möge  auf  den  Artikel  lY  16 
(A.  E.  S,  Love)  verwiesen  werden;  leider  hat  sich  herausgestellt^  dass 
die  Ergebnisse  der  mathematischen  Untersuchungen,  die  zum  Teil 
von  besonderer  Eleganz  waren,  mit  den  tatsächlichen  Erscheinungen 
80  wenig  übereinstimmen,  dass  man  sie  nicht  einmal  als  eine  An- 
näherung erster  Ordnung  bezeichnen  darf;  vgl.  lY  22  (A,  Kriloff), 


686)  Thöse  Lyon  1887  :«  Snr  T^quilibre  des   corps  flottants,  Paris   1840. 

687)  W.  Thomson  and  P.  G.  Tait,  Treatise,  2.  ed.  2,  p.  820. 

688)  Revae  maritime  M&rz  1879;  siehe  auch  E.  Chtyou,  Theorie  du  nayize, 
Paris  1887,  2.  ^d.  Paris  1894.  Eine  aasfdhrliohe  Daistellong  des  Gnjonsohen 
Beweises  findet  man  bei  P.  AppeU,  Mäcaniqne  8,  p.  211. 

689)  J.  de  math.  (6)  1  (1896),  p.  91.)  ^^ 

690)  E,  Guyou,  Theorie  da  navire,  Paris  1887;  A.  G,  Greenhiü,  TreaBse 
on  hydrostatics,  London  1894,  p.  174;  P.  ÄppeR,  Paris  C.  B.  129  (1899),  p.  667, 
686,  880;  Jonm.  ^o.  polyt.  (2)  6  (1900),  p.  101;  P.  Duhem,  Paris  G.  B.  129 
(1899),  p.  879. 

Sn«7klop.  d.  math.  WiMensoh.    IV  1,  l  48 
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C.  Sjrstesie  starrer  KSrper. 

40.  Xinleitende  Bemerkungen.  Ein  beträchtlicher  Teil  der 
Probleme,  die  herkömmlicher  Weise  in  der  Dynamik  des  einsdneft 
starren  Körpers  ihren  Platz  gefunden  haben,  gehört  im  Grande  in 
die  Dynamik  der  Systeme  starrer  Körper.  Zum  Beispiel  lässt  sich 
bei  dem  physikalischen  Pendel  die  feste  horizontale  Axe,  um  die  sieh 
der  starre,  der  Schwere  unterworfene  Körper  drehen  soll,  nur  ver- 
wirklichen, indem  man  weitere  starre  Körper  zu  Hilfe  nimmt;  allei^ 
dings  befinden  sich  diese  Körper  in  rdativer  Buhe,  sie  reiben  sich  je- 
doch in  den  Berührungsflächen  an  dem  Pendelkörper,  und  die  Gestalt 
dieser  Flächen  ist  von  Einfluß  auf  den  Verlauf  der  Pendelbewegung. 
Wenn  femer  die  Bewegung  eines  starren  Körpers  um  einen  festen 
Punkt  durch  eine  Gardanische  Aufhangung  realisiert  wird,  so  mnss 
man  bei  einer  genaueren  Diskussion  auch  die  Massen  der  Ringe  des 
Gehänges  berücksichtigen  und  hat  es  dann  mit  einem  System  Ton 
drei  starren  Körpern  zu  tun,  die  durch  (Gelenke  mit  einander  ver- 
bunden sind.  Ahnliche  Überlegungen  gelten  immer,  wenn  es  sich  um 
gebundeue  Bewegungen  eines  einzelnen  starren  Körpers  handelt. 

Auf  Systeme  starrer  Körper,  die  sich  in  ihren  Bewegungen 
gegenseitig  beeinflussen,  wird  man  aber  auch  bei  zahlreichen  Au^ben 
der  technischeu  Mechnik  gefuhrt,  wenigtens  wenn  man  sich  mit  einer 
ersten  Annäherung  begnügt  ^^^),  und  es  könnte  daher  scheinen,  ab  ob 
die  theoretische  Dynamik  solcher  Systeme  ein  Gebiet  sei,  über  das 
eine  umfangreiche  Litteratur  vorliegt.  Wenn  das  nicht  zutrifft,  wenn 
vielmehr  die  Dynamik  der  Systeme  starrer  Körper  noch  in  den  An- 
fängen steckt,  so  besteht  der  Grund  wohl  darin,  dass  die  Untersuchung 
auch  schon  in  verhältnismässig  einfachen  Fällen  zu  verwickelten  An- 
Sätzen  führt.  Vielfach  ist  bereits  die  Feststellung  der  kinematischen 
Konstitution  dieser  Systeme,  die  doch  die  unentbehrliche  Ghrund- 
lage  für  eine  erschöpfende  kinetische  Behandlung  bildet,  praktisch 
nur  in  Grenzfällen  durchführbar.  Zuweilen  gelingt  es  allerdings,  Pro- 
bleme aus  der  Dynamik  der  Systeme  starrer  Körper  auf  Probleme  der 
Punktdynamik  im  engeren  Sinne  des  Wortes  oder  der  Dynamik  des 
einzelnen  starren  Körpers  zurückzuführen  und  damit  wenigstens  eine 
approximative  Lösung  zu  ermöglichen.  Nach  dieser  Richtung  zeigt 
sich  in  der  angewandten  Mechanik  vielfach  die  Kunst  des  konstruie- 
renden Physikers  oder  des  schöpferischen  Ingenieurs  darin,   dass  er 


691)  Die  zweite  Ann&herang  besteht  darin,  dass  man  die  Körper  des  Systems 
nicht  als  starr,  sondern  als  elastisch  ansieht;  vgl.  IV  28  {L.  I^nd^ 
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mit  feinem  Gefühl  für  die  Vorgänge  in  der  Wirklichkeit  erkennt^ 
welche  umstände  für  den  vorliegenden  Zweck  yemachlässigt  werden 
dürfen  nnd  welche  von  wesentlicher  Bedeutung  sind,  und  dass  er 
80  ein  idealisiertes  Problem  herausschalt,  das  eine  genügende  An- 
oiaherung  ergiebt.  Ob  die  Annäherung  genügt,  wird  sich  freilich 
meistens  erst  nachtraglich  durch  Versuche  ermitteki  lassen,  und  es 
wird  sich  dabei  manchmal  herausstellen,  dass  die  Annahme,  das  be- 
trachtete System  lasse  sich  durch  ein  System  sta/rrer  Körper  ersetzen, 
unzureichend  ist  Alsdann  hat  man  in  zweiter  Annäherung  das  System 
als  elastisch  anzusehen  und  wird  wiederum  eine  geeignete  Idealisierung 
vorzunehmen  suchen. 

Aus  dem  Vorhergehenden  folgt,  dass  die  Mittel  zum  analytischen 
Ansatz  von  Problemen  aus  der  Dynamik  der  Systeme  starrer  Körper 
in  der  Regel  nicht  aus  aUgememen  theoretischen  Erwägungen^  sondern 
vermöge  der  HUfsmittel  gewonnen  werden,  die  den  einBeinen  Crebieten 
der  angewandten  Medumik  eigentümlich  sind,  und  für  diese  muss  auf 
die  betreffenden  Artikel,  im  besonderen  auf  die  vier  folgenden  Artikel 
von  Pä.  FurtwängUr,  0.  Fischer,  G.  T.  Walker  und  K  Heun  (IV  7 
bis  10)  verwiesen  werden. 

41.  Die  DiffeTentialgleiöhung  der  Bewegung  eines  Systems 
starrer  Körper. 

41a.  Freie  Systeme  starrer  Körper.  Im  allgemeinen  begnügen 
sich  die  Astronomen  damit,  die  Himmelskörper  als  materielle  Punkte 
anzusehen,  das  heisst  die  Bahnen  der  Schwerpunkte  dieser  Körper 
unter  der  Voraussetzung  zu  berechnen,  dass  die  gegenseitigen  An- 
ziehungen so  erfolgen,  als  ob  die  Massen  in  den  Schwerpunkten  ver- 
einigt seien.  In  besonderen  Fällen  hat  man  jedoch  auf  die  räumliche 
Verteilung  der  Massen  Rücksicht  nehmen  müssen  und  hat  also  Systeme 
freier  starrer  Körper  untersucht,  die  auf  einander  Gravitationswirkungen 
ausüben.  Für  jeden  Körper  eines  solchen  Systems  haben  die  Diffe- 
rentialgleichungen der  Bewegung  genau  die  Form,  die  in  Nr.  29  dieses 
Artikels  für  deh  einzelnen  starren  Körper  entwickelt  worden  ist;  der 
Unterschied  besteht  nur  darin,  dass  jetzt  die  Kräfte  von  den  Positions- 
koordinaten aller  Körper  des  Systems  abhängen.  Da  aber  die  Be- 
wegungen der  Schwerpunkte  der  Eiuzelkörper  von  den  Bewegungen 
um  die  Schwerpunkte  nur  unmerklich  beeinflusst  werden '^^),  so  darf 


692)  Am  ehesten  könnte  man  noch  vermuten,  dass  die  Sonne  einen  solchen 
EinfiuBS  auf  den  Merkur  ausübt;  allein  P.  Harzer,  Astr.  Nachr.  127  (1891),  p.  811, 
hat  gezeigt,  dass  man  aus  der  Ungleichheit  der  Haupttrilgheitsmomente  der 
Sonne  die  Abweichung  bei  der  Perihelbewegung  des  Merkur  nicht  erklären  kann. 

48* 
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man  die  Bewegungen  der  Schwerpunkte  als  bekannt  ansehen  and 
sich  auf  die  Ermittelung  der  Bewegungen  um  die  Schwerpunkte  be- 
Bchränken.  Als  Beispiele  seien  genannt  die  genauere  Theorie  der 
Prazession  und  Nutation  der  Erdaxe  (vgl  Nr.  36  b  2  dieses  Artikels) 
und  die  Bewegung  des  Erdmondes  um  seinen  Schwerpunkt,  den  maoi 
um  die  Beobachtungen  mit  genügender  Schärfe  darzustellen,  als  yer- 
schieden  von  dem  geometrischen  Mittelpunkt  annimmt^^).  Erwähnt 
sei  in  diesem  Zusammenhange  auch  die  in  die  Einetostatik  der  Systeme 
starrer  Körper  gehörende  Frage  nach  den  inneren  Eräfiien,  die  in  einem 
starren  Ringe  auftreten ,  der  um  einen  Hauptkörper  rotiert  und  mit 
ihm  im  Gravitationsverhältnis  steht.  Bei  der  Voraussetzung  der 
Starrheit  haben  sich  für  die  Saturnringe  so  beträchtliche  Bean- 
spruchungen ergeben,  dass  man  sie  überhaupt  nicht  für  Eontinoa, 
sondern  für  dicht  gedrängte  Schwärme  einzelner  Teilchen  hält. 

41b.  Allgemeine  Kinetik  der  gebundenen  Systeme  starrer 
Körper.  1.  Synthetisdie  Behandlung.  Um  bei  einem  gebundenen  System 
starrer  Körper  zu  den  Differentialgleichungen  der  Bewegung  zu  ge- 
langen,  Uegt  es  am  nächsten,  den  auf  d«i  System  wirkenden  Kräften  die 
ReaktionsknLfte  hinzuzufügen^  die  an  den  Stellen  auftreten ,  wo  sich 
zwei  Körper  des  Systems  berühren;  ausserdem  wird  man  vielfach  für 
die  Berührungsstellen  noch  Reibungskräfte  in  Ansatz  zu  bringen 
haben.  Nachdem  man  diese  Reaktions-  und  Reibungskräfte  hinzu- 
gefügt hat,  darf  man  die  einzelnen  Körper  des  Systems  als  frei  an- 
sehen und  kann  auf  sie  die  Sätze  anwenden,  die  in  der  Dynamik  des 
einzelnen  starren  Körpers  dargelegt  worden  sind.  Dieses  Verfahren 
führt  jedoch  nur  in  einfachen  Fällen  zu  den  kinetischen  Differential- 
gleichungen, bei  denen  die  expliziten  Ausdrücke  für  einzelne  natur- 
gemäß verschwindende  Reaktionskomponenten  leicht  gebildet  werden 
können.  Im  allgemeinen  aber  wird  man  die  Reaktionen  nach  dem 
d'Alembertschen  Prinzip  mit  Benutzung  des  Prinzips  der  virtuellen 
Verrückungen  als  Gleichgewichtsbedingung  nur  dann  methodisch 
eliminieren  können,  wenn  die  kinematische  Konstitution  des  Sysi^ms 
genau  bekannt  ist.  In  den  Lehrbüchern  ist  über  diesen  Gegenstand 
nur  wenig  zu  finden,  und  erst  in  neuester  Zeit  hat  K.  Heun  die  Be- 
deutung des  d'Alembertschen  Prinzips  für  Systeme  starrer  Körper 
eingehender  untersucht*^). 

Am   günstigsten    gestalten   sich   die  Aussichten   bei   der  svnthe- 

598)  Eine  allgemein veiständliche  Darstellnng  der  betreffenden  Untennchnn- 
gen  gab  E.  J.  Bouih,  Dynamik  2,  Kapitel  XI  und  XU;  im  übrigen  vergL  Vis  8i 
(K,  Schwarzschild), 

694)  Archiv  Math.  Phya.  (.S)  S  (1901—02),  p.  67,  298. 
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tischen  Behandlung  noch  fOr  Probleme  des  Gleichgewichtes  mit  oder 
ohne  Beibang.  Die  Lösungen  einer  erheblichen  Anzahl  hierher  ge- 
höriger statischer  Aufgaben  findet  man  bei  M.JuUien^^^  J,JS.JdleU^^), 
KJ.Bou&^^l  G.  M.  MinOiin^^^)  und  E,  Budde^^^).  Hier  wird  zum 
Beispiel  das  Gleichgewicht  eines  zweirädrigen  Karrens  erörtert,  der 
sich  auf  einer  rauhen  schiefen  Ebene  befindet,  oder  es  wird  bestimmt, 
welches  die  Gleichgewichtslage  einer  Anzahl  homogener  glatter  Engeln 
ist,  die  in  eine  Hohlkugel  gesteckt  worden  sind  und  der  Schwerkraft 
unterliegen*^).  Bei  Aufgaben,  in  denen  die  Schwere  allein  als  wirkende 
Kraft  auftritt,  erweist  sich  übrigens  oft  das  Prinzip  von  E.  TorriceUi 
als  nützlich,  wonach  ein  beliebiges  schweres  System  im  Gleichgewicht 
ist,  wenn  sein  Schwerpunkt  möglichst  hoch  oder  möglichst  tief  liegt  ^^). 

2.  Analytische  Behandhmg.  Der  soeben  geschilderten  syntheti- 
schen Behandlung  steht  eine  analytische  Behandlung  gegenüber,  die 
im  Wesentlichen  durch  J.  L,  Lagrange  begründet  worden  ist  und 
neuerdings  durch  G,  A.  Maggi  eine  ausführliche  Darstellung  erfahren 
hat*®*).  Als  normale  Koordinaten  eines  Systems  starrer  Körper,  die 
mit  einander  auf  vorgeschriebene  Art  verbunden  sind,  bezeichnet  Maggi 
die  Gesamtheit  der  Koordinaten  der  Schwerpunkte  und  der  Eulerschen 
Winkel  für  jedes  Glied  des  Systems;  bei  n  Gliedern  hat  man  also  6n 
normale  Koordinaten.  Bei  den  Bedingungen  oder  Fessdungen  unter- 
scheidet er  solche  ersi4^  Art,  zu  deren  Angabe  die  Kenntnis  der 
kinematischen  Konstitution  des  Systems  allein  ausreicht  und  die  sich 
daher  durch  endliche  Gleichungen  zwischen  den  normalen  Koordinaten 
und  der  Zeit  ausdrücken  lassen,  und  Fesselungen  eweiter  Art,  zu  deren 
Angabe  man  den  Bewegungszustand  des  Systems  kennen  muss  und 


695)  Probl^mes  1,  p.  113. 

696)  Reibung,  p.  49. 

697)  Statics,  chap.  IV,  V,  VU. 

698)  Statics,  3.  ed.,  1,  p.  198,  227. 

699)  Mechanik  2,  p.  936. 

600)  YergL  auch  Osb.  EeynoJds,  Phil.  Mag.  (6)  20  (1886),  p.  469  «  Papers 
on  mechanical  and  physical  subjects  2,  London  1901,  p.  208;  hier  werden 
Schrotsysteme  betrachtet,  nämlich  Anhäofimgen  von  Engeln,  die  auf  einander 
gleiten,  von  einander  abrollen  und  sich  auch  ron  einander  trennen  können. 
Weitere  AuafÜhrongen  dieses  Gedankens  hat  Eeynölds  in  der  grossen  Abhand- 
lung gegeben:  On  the  sub-mechanics  of  the  univeise,  die  1908  als  dritter  Band 
der  Papers  erschienen  ist;  Tgl.  dazu  auch  J.  D.  EvereU,  Phil.  Mag.  (6)  8  (1904), 
p.  30. 

601)  De  motu  gravium  naturalitor  descendeniium ,  Opera  geometrica, 
Ilorenz  1644. 

602)  Stereodinamica,  Mailand  1903. 
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die  sich  durch  Gleichungen  zwischen  den  normalen  Koordinaten^  deren 
ersten  Ableitungen  nach  der  Zeit  und  der  Zeit  selbst  ausdrücken 
lassen.  Er  beschi&ikt  sich  jedoch,  wie  es  üblich  ist^  auf  Gleichungen, 
die  linear  und  homogen  in  den  Differentialen  der  normalen  Koor- 
dinaten sind  und  den  sogenannten  nichtholonomen  Bedingungen  ent- 
sprechen*^). Beine  Gleichungen  der  Bewegung  nennt  Maggi  den  In- 
begriff derjenigen  Differentialgleichungen  zwischen  den  normalen  Koor- 
dinaten und  der  Zeit,  in  denen  die  von  den  Fesselungen  herrühren- 
den Drucke  nicht  vorkommen;  ihre  Anzahl  ist  gleich  der  Anzahl  der 
Grade  der  Freiheit  des  Systems.  Maggi  giebt  nicht  nur  ein  Verfahren 
an,  wie  man  diese  reinen  Gleichungen  auüstellen  kann,  sondern  f&hrt 
auch  die  Aufstellung  an  einer  Reihe  von  Beispielen  wirklich  durch 
(vgl.  auch  Nr.  31c  dieses  Artikels). 

Wenn  die  Anzahl  der  Grade  der  Freiheit  des  Systems  klein,  also 
etwa  gleich  eins,  zwei  oder  drei  ist^  erweist  es  sich  als  zweckmässig, 
statt  der  normalen  Koordinaten  andere  Positionskoordinaten  und  zwar 
in  möglichst  geringer  Anzahl  einzufahren.  Die  Differentialgleichungen 
zwischen  diesen  Koordinaten  und  der  Zeit  werden  ulaHftTm  häufig  un- 
mittelbar durch  das  Prinzip  der  lebendigen  Kraft,  die  Flächen-  und 
die  Schwerpunktssatze  geliefert*^).  Bei  dem  Ansatz  dieser  Differen- 
tialgleichungen kann  man  überdies  unter  Umständen  von  den  Nähe- 
rungsmethoden Gebrauch  machen,  die  in  der  Lehre  von  den  kleinen 
Schwingungen  entwickelt  worden  sind,  und  ist  dann  in  der  Lage, 
qualitative  und  quantitative  Schlüsse  auf  den  Verlauf  der  Bewegung 
zu  ziehen,  ein  Verfahren,  das  in  der  angewandten  Mechanik  eine  wich- 
tige Rolle  spielt,  dessen  korrekte  Handhabung  aber  freilich  einen 
sicheren  mechanischen  Instinkt  erfordert. 

41c.  Gelenkketten;  Massenausgleioh.  Eine  besondere  Ausbildung 
hat  in  neuester  Zeit  die  Dynamik  der  sogenannten  GelenkkeUen  er- 
fahren, die  in  der  Technik  des  Maschinenbaues  und  in  der  physiolo- 
gischen Mechanik  eine  wichtige  Rolle  spielen.  Der  Körper  I  des 
Systems  möge  einen  Zapfen  tragen,  und  es  möge  aus  dem  Körper  II 
ein  Lager  gebohrt  sein,  in  das  der  Zapfen  passt,  sodass  die  beiden 
Körper  I  und  11  gezwungen  sind,  relativ  gegen  einander  sich  um  eine 
feste  Axe  zu  drehen.  Statt  eines  solchen  Zylindergelenks  kann  man 
gegebenen  Falls  auch  ein  Kugelgelenk  nehmen,  so  dass  die  beiden 
Körper  sich  relativ  gegen  einander   um   einen   festen  Punkt    drehen 

603)  Über  die  Begriffe  holonom  und  nicht-holonom  siehe  Nr.  4,  Anm.  Z^, 
sowie  Nr.  88. 

604)  Vgl.  zum  Beispiel  A.  Föppl,  Dynamik,  p.  129  und  Ä.  Lave,  Mechanics, 
chap.  7 — 9. 
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müssen  usw.  Indem  man  so  durch  Gelenke  Körper  an  Körper  fügt, 
erhält  man  eine  Gelenkkette.  Systeme  dieser  Art  sind  schon  uralt; 
man  denke  an  den  Storchschnabel  des  Paters  Chr.  Seheiner^,  an  das 
Parallelogramm  von  J.  Waü^,  an  die  Geradfähnmg  von  Ä,  Peath 
cMer^'').  Aber  erst  1875  hat  F.  Beideaux^  veranlasst  durch  die 
Bedürfhisse  des  Maschinenbaues  die  dort  verwendeten  Mechanismen 
klassifiziert  sowie  ihre  kinematischen  Eigenschaften  systematisch  unter- 
sucht, und  erst  am  Schlüsse  des  19.  Jahrhunderts  ist  die  Kinetik 
der  Gelenkketten  in  Angriff  genommen  worden. 

Gewisse  spezielle  Gelenkketten  hatte  bereits  Ä.  Wangerin  (1889) 
Tom  Standpunkte  der  theoretischen  Kinetik  aus  untersucht^');  die 
Anregungen  zu  einer  eingehenderen  Beschäftigung  mit  diesem  Gegen- 
stande sind  aber  von  der  technischen  und  der  physiologischen  Mecha- 
nik ausgegangen. 

Aus  der  Technik  ist  die  Mctssenausgleichung  bei  Schiffemasehinen 
(1893)  zu  nennen.  Während  nämlich  bei  fest  aufgestellten  Dampf- 
maschinen die  Rückwirkungen  der  Maschine  auf  das  Gestell  von  dem 
Fundament  aufgenommen  werden,  geben  bei  Schiffen  die  Massen- 
yerschiebungen  in  der  Maschine,  die  sich  in  regelmässigem  Wechsel 
wiederholen,  zu  unangenehmen  Schwingungen  Veranlassung,  und  bei 
den  grossen  Ozeandampfern,  bei  denen  die  bewegten  Teile  sehr  schwer 
sind  und  überdies  grosse  Geschwindigkeiten  besitzen,  können  diese 
Schwingungen  gefahrlich  werden.  Damit  die  bewegten  Massen,  also  im 
wesentUchen  die  Kurbelmechanismen,  die  zu  den  einzehien  Zylindern 
der  Dampfmaschine  gehören,  ohne  Einfluss  auf  die  Bewegungen  des 
Schiffes  bleiben,  muss  nicht  nur  der  Schwerpunkt  der  bewegten  Massen 
relativ  zum  Schiffe  ruhen,  sondern  es  muss  auch  das  statische  Moment 
der  Bewegungsgrössen  dieser  Massen  für  jeden  beliebigen  Momenten- 
punkt in  jedem  Augenblicke  verschwinden.  Erst  bei  Berücksichtigung 
der  zweiten  Forderung  ist  ein  praktisch  befriedigender  Massenaus- 
gleich möglich,  und  da  man  durch  geeignete  Wahl  der  Dimensionen 

606)  Pantographice^  Rom  1681. 

606)  Patent  yom  28.  April  1784;  siehe  auch  J,  P,  Muurhead^  Mechanical 
inTentions  of  James  Watt  8,  London  1864,  p.  88. 

607)  Nouv.  ann.  (2)  8  (1864),  p.  844;  (2)  12  (1878),  p.  71. 

608)  Theoretische  Kinematik^  Braonschweig  1876;  ein  zweiter  Band  ist  1900 
unter  dem  Titel:  „Die  praktischen  Beziehungen  der  Kinematik  zu  Greometrie  nnd 
Mechanik*'  erschienen;  beide  Bände  zusammen  haben  jetzt  den  Titel:  „Lehrbuch 
der  Kinematik'*.    Vgl.  auch  lY  8,  Nr.  28—80  (Ä,  Schoenflies  und  M.  Grübler), 

609)  Über  die  Rotation  mit  einander  verbundenen  Körper,  Halle  Univ.-Schrift 
1889,  p.  8;  vergl.  auch  M.  v.  Bohr,  Diss.  Halle  1892  und  E,  Jahnke,  J.  de  math. 
(6)  6  (1899),  p.  166. 
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der  einzelnen  Getriebe  und  ihrer  Schrankongswinkel  beide  Fordern»« 
gen  bei  vierzylindrigen  Maschinen  angenähert  erffiUen  konnte,  ist  ein 
grosser  Fortschritt  in  dem  Bau  der  Ozeandampfer  erzielt  worden*^^. 

In  der  physiologischen  Mechanik  hat  die  Untersuchung  der  Be- 
ioegungen  des  menschlichen  Körpers,  der  sich  näherungsweise  durch 
das  Gelenksystem  des  Skelettes  ersetzen  lässt,  dazu  Veranlassung  ge- 
geben,  dass  0.  Fischer  (1893)  für  die  Gelenkketten  gewisse  Hauptpunkie 
und  Hauptstrecken  eingeführt  hat,  durch  die  man  eine  erhebliche  for- 
male Vereinfachung  imd  zugleich  eine  grossere  Anschaulichkeit  der 
Betrachtungen  erzielt  •^^). 

Vereinigt  man  nämlich  bei  der  Betrachtung  eines  einzelnen  GUedes 
in  dem  Mittelpimkte  eines  jeden  begrenzenden  Gelenkes  die  Masse  des 
jenigen  Eörperabschnittes,  der  nach  Durchschneidung  dieses  Gelenkes 
abfallen  würde,  so  ergiebt  sich  für  das  Glied,  wenn  man  dessen 
eigene  Masse  hinzunimmt,  ein  Massensystem,  das  die  Gesamtmasse 
der  ganzen  Kette  besitzt.  Es  heisst  nach  0.  Fischer  das  zu  dem 
betreffenden  Gliede  gehörige  redtufierte  System.  Der  Schwerpunkt 
eines  jeden  reduzierten  Systems  wird  von  ihm  der  Hauptpunkt  des 
betreffenden  Gliedes  genannt,  und  die  Strecken,  die  die  Mittelpunkte 
der  Gelenke  mit  den  Hauptpunkten  der  zugehörigen  Glieder  verbinden, 
führen  den  Namen  Hauptstrecken.  Hat  man  etwa  ein  dreigliedriges 
Gelenksystem  (Fig.  27),  und  sind  m^,  ni,,  m,  die  Massen  der  Glieder, 
Gl  2  und  6r,  3  die  Gelenkmittelpunkte,  so  findet  man  das  zu  dem 
ersten  Gliede  gehörige  reduzierte  System,  indem  man  im  Punkte  G^^^ 
die  Massen  m^  und  m^  vereinigt  und  dem  ersten  Körper  hinzufügt; 
ebenso  wird  für  den  zweiten  Körper  in  G^^  die  Masse  m^,  in  6r, , 
die  Masse  m,  vereinigt,  und  man  fügt  diese  Massen  dem  zweiten 
Körper  hinzu.  Endlich  werden  bei  dem  dritten  Körper  in  G^^  die 
Massen   m^  und  m,    vereinigt   und   diesem    Körper   hinzugefügt    Es 

610)  Vgl.  etwa  0.  Schlick,  Trans.  Inst,  of  Nav.  Arch.  42  (1900),  p.  186  (Deutdcbes 
Reichspatent  Nr.  80  974  vom  10.  Not.  1898);  H.  Lorenz,  Dynamik  der  Kurbel- 
getriebe, Leipzig  1901,  Mechanik,  p.  548;  JS.  Schubert^  Theorie  des  Schlickschen 
Massenaosgleichs,  Leipzig  1901 ;  Ä.  Föpply  Dynamik,  p.  127,  tiowie  IV 10  (A^  Henn}. 

611)  Literatur  in  lY  8  (0.  Fischer)  \  dazu  das  inzwischen  erschienene  Werk 
von  0.  Fischer,  Theoretische  Grundlagen  für  eine  Mechanik  der  lebenden  Körper 
mit  speziellen  Anwendungen  auf  den  Menschen  sowie  auf  einige  Bewegnngs- 
Vorgänge  bei  Maschinen,  in  möglichst  elementarer  und  anschaulicher  Weise  dar- 
gestellt, Leipzig  1906.  Ursprünglich  hatte  Fischer  die  Hauptpunkte  und  Haupt- 
strecken nur  bei  ebenen  Gelenkketten  angewandt,  und  er  ist  erst  neuerdings 
dazu  übergegangen,  räumtiche  (^elenkketten  zu  betrachten,  Leipzig  AbhandL  29, 
Heft  4  (1905).  Spezielle  Durchführungen  f&r  die  dreigliedrige  ebene  Gelenkkette 
mit  Rücksicht  auf  technische  Anwendungen  (Massenausgleich  bei  KtubelgetriebMi^ 
hat  Fischer  in  der  Zeitschr.  Math.  Phys.  47  (1902),  p.  429  gegeben. 
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versteht  sich  von  selbst^  dass  dabei  jeder  Gelenkmittelpunkt  das  eine 
Mal  als  fester  Punkt  des  einen  ^  das  andere  Mal  als  fester  Punkt  des 
anderen  Körpers  aufgefasst 
wird.  Die  Schwerpunkte 
J3i,  Bi,  H^  der  so  gefun- 
denen  reduzierten  Systeme 
sind  die  Hauptpunkte  der 
dreigliedrigen  Gelenkkette. 

Die  Hauptpunkte  ha- 
ben in  der  Dynamik  der 
fi-gliedrigen  Gelenkketten 
eine  ähnliche  Bedeutung, 
wie  der  Schwerpunkt  bei 
dem  einzelnen  starren  Kör- 
per. Im  Besonderen  er-  Fig.  27. 
möglichen  sie  es^  einen  ein- 
fachen Ausdruck  für  die  lebendige  Kraft  der  Bewegung  der  Kette  um 
ihren  Gesamtschwerpunkt  aufzustellen.  Wenn  man  darin  noch  die 
Hauptträgheitsradien  der  reduzierten  Systeme  einführt;  so  ergeben 
sich  für  die  normalen  Koordinaten  der  einzelnen  Kettenglieder  Diffe- 
rentialgleichungen von  verhältnismässig  durchsichtiger  Struktur^  die 
es  ermöglichen,  einen  Einblick  in  die  Art  zu  gewinnen,  wie  sich  die 
Glieder  in  ihrer  Bewegung  gegenseitig  beeinflussen. 

Neuerdings  hat  auch  K.  Heun  die  Kinetik  der  Gelenkketten  in 
eigenartiger  Weise  behandelt  und  für  sie  ein  Analogon  der  Euler- 
Bchen  Gleichungen  beim  einzelnen  starren  Körper  aufgestellt  ^^^. 

42.  KinetOBtaük  der  Systeme  starrer  Körper.  Während  man 
in  der  Kinetik  die  Bewegungen  der  einzelnen  Teile  eines  Systems  be- 
trachtet, ist  es  nach  K.  Heun  die  Aufgabe  der  Kinetostatik  „die  Ver- 
änderlichkeit der  statischen  Verhältnisse  in  der  Mannigfaltigkeit  der 
Lagen  der  einzelnen  Teile  zu  erforschen'^*^^.  Heun  fügt  hinzu,  dass 
es  sich  also  in  dieser  Disziplin  darum  handle,  „nicht  allein  die  Zapfen- 
und  Lagerdrücke,  die  Kupplungsspannungen  und  Fundamentreaktionen 
während  der  veränderlichen  Bewegungs-  und  Krafbverhältnisse  bei  der 
Maschine  zu  verfolgen,  sondern  auch  die  Krafte  und  Momente  der 
inneren  Beanspruchungen  eines  beliebigen  Querschnittes  jedes  einzelnen 
Maschinenelementes  für  jede  Lage  und  Stellung  desselben  zu  erkennen^. 
Er  kennzeichnet  damit  die  Bedeutung,  die  der  fianetostatik  für  die  ge- 


612)  Archiv  Math.  Phys.  (8)  2  (1902),  p.  311. 
618)  Jahresber.  d.  D.  M.-V.  9«  Heft  2  (1901),  p.  6. 


^ 
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Bamte  technische  Mechanik  zukommt.  In  der  Tat  ergiebt  sich  erat  ans 
der  Grosse  der  Beaktionskrafte  und  ihrer  Momente  ein  Au&chlnsf 
über  die  praktische  Ausführbarkeit  der  konstruierten  Mechanismen, 
deren  Bestandteile  ja  nur  dann  als  starr  angesehen  werden  dfb&n, 
wenn  die  Beanspruchungen  unterhalb  gewisser  Grenzen  li^^an.  Diesen 
Umständen  entsprechend  tragen  die  Einzelausf&hrungen  zur  Kineto- 
statik  der  Systeme  starrer  Körper  einen  so  spezifisch  technischen 
Charakter  y  dass  über  sie  nicht  an  dieser  Stelle,  sondern  in  dem 
Artikel  lY  10  Dynamische  Probleme  der  Maschineniechmk  von  K.  Seim 
berichtet  werden  wird.  Wohl  aber  kann  hier  auf  die  theoretische 
Seite  eingegangen  werden. 

Die  Anfänge  der  Einetostatik  liegen  weit  zurück.  Schon 
L  Newton  hatte  (1687)  auf  die  Wichtigkeit  des  von  ihm  ao^estellten 
Prinzips  der  Gleichheit  der  Aktion  und  Reaktion  für  die  Maschinen 
hingewiesen*^^).  Femer  löste  Jacob  BemouUi  (1691)  das  Problem 
des  Schwingungsmittelpunktes,  indem  er  davon  ausging,  dass  die  Ge- 
samtheit der  Reaktionen  der  einzelnen  Massenpunkte  bei  einem  physi* 
kaiischen  Pendel  in  Gleichgewicht  stehen  muss*^^).  Endlich  befarach- 
tete  J,  cTÄlembert  (1743)  beliebige  gebundene  Systeme,  bei  denen 
vermöge  der  Verbindungen  zwischen  den  einzelnen  Teilen  Reaktionen 
stattfinden*^*);  bei  vollständigen  Systemen  müssen  diese  Reaktionen 
in  ihrer  Gesamtheit  beständig  im  Gleichgewicht  stehen  *^^.  Aller- 
dings verschwinden  bei  d^Älembert  die  Reaktionen  sogleich  wieder 
Yom  Schauplatze ;  sie  werden  vermöge  des  nach  ihm  benannten  Prinzips 
eliminiert.  Ähnlich  steht  es  bei  J,  Z.  Lagrange  (1761 — 1788),  der 
das  d^Alembertsche  Prinzip  analytisch  formulierte.  Die  Reaktionen 
erscheinen  bei  ihm  in  Gestalt  der  Multiplikatoren  X.  Mit  einer  un- 
genauen Ausdrucksweise  hat  Lagrange  diese  Multiplikatoren  manchmal 
schlechtweg  als  Kräfte  (Reaktionskräfte,  Drucke)  bezeichnet;  J.  Bertrand 
bemerkt  hierzu  *^^):  y,les  coefficients  Xy  ii,  v  ne  sont  pas  nommes  forees 

614)  Frincipia,  Scholiiun  zur  Lex  tertia. 

616)  Acta  erad.,  Lips.  1686,  1691  «  Opera  1,  Genevae  1774,  p.  227  und  460, 
vergl.  auch  E.  Madi^  Mechanik,  3.  Eapit«l. 

616)  Dynamique,  Paris  1748. 

617)  Ein  unyollständigep  System  ist  zum  Beispiel  ein  Massenponkt,  der 
sich  auf  einer  krummen  Fläche  bewegt;  das  System  wird  jedoch  voUstandig, 
wenn  man  die  krumme  Fläche  zum  Systeme  hinzunimmt.  In  ähnlicher  Weise 
hat  man  immer  zu  verfahren,  wenn  die  von  den  Verbindungen  herrflhrenden 
Reaktionen  in  ihrer  Gesamtheit  nicht  im  Gleichgewichte  stehen;  Reibungskräfte 
dnd  hierbei  nicht  als  Reaktionskräfte  anzusehen,  sondern  den  äusseren  Kräften 
Euzuzählen. 

618)  Bertranda  Ausgabe  der  M^canique  analytique  1,  p.  168  (»■  Omivxes  11, 
p.  174),  vgl.  auch  Bertranda  Anmerkung  zu  p.  160. 
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qua  par  une  Jocution  figuree,  familiere  a  Lagrcmge.  Noub  avons 
ayerti  plusieurs  fois  qn'il  ne  fallait  pas  prendre  cette  locution  ä  la 
lettre'^  Die  Multiplikatoren  kj  ii,  v  sind  allerdings  den  Komponenten  der 
betreffenden  Reaktion  proportional^  allein  welchen  Proportionalitats- 
faktor  man  zu  nehmen  hat;  das  lässt  sich  nicht  angeben,  wenn  die 
sogehörigen  Positionskoordinaten  lediglich  analytische  Grössen  ohne 
konkrete  Bedeutung  sind;  sobald  aber  die  Bedeutung  de^  Positions- 
koordinaten feststeht;  wird  alles  deutlich,  indem  man  den  Ausdruck 
f&r  die  elementare  Arbeit  heranzieht. 

Auch  bei  Lagrange  zeigt  sich  vielfach  das  Bestreben,  die  Multi- 
plikatoren zu  eliminieren;  jedoch  ist  das  keineswegs  immer  der  Fall;  imd 
es  entspricht  nicht  der  historischen  Wahrheit,  wenn  man  im  19.  Jahr- 
hundert vielfach  ausschliesslich  diejenigen  Differentialgleichungen;  in 
d^nen  allein  die  unabhängigen  Positionskoordinaten  vorkommen;  als 
Lagrangesche  Gleichungen  bezeichnet  hat*^^).  Noch  weniger  aber  ist 
die  Befürchtung  begründet,  dass  die  von  Lagrange  aufgestellten  Diffe- 
rentialgleichungen zur  Bestimmung  der  Reaktionen  uiigeeignet  seien; 
sein  Yerfeihren  ,;trennt  vielmehr  nur  das  rein  kinetische  Problem  von 
dem  kinetostatischen  und  erleichtert  dadurch  gleichzeitig  die  Behand- 
lung beider««»). 

In  einem  gewissen  Gegensatze  zu  La^grange  steht  S.  Z>.  Poissan. 
Er  hat  in  seiner  Mechanik  (1811)  die  Bedeutung  der  Reaktionen 
scharf  hervorgehoben;  wie  er  denn  auch  den  von  Lagrange  ganz  ver- 
nachlässigten Einfluss  der  Reibung  gebührend  berücksichtigt**^). 
Neben  ihm  ist  J,  F,  Poncelet  (seit  1826)  zu  nennen;  der  die  tech- 
nische Mechanik  zu  einer  selbständigen  Disziplin  gemacht  hat***). 
Seit  der  Mitte  des  19.  Jahrhunderts  trat  jedoch  ein  Stillstand  ein, 
und  erst  in  der  neuesten  Zeit  hat  die  Einetostatik  durch  die  Unter- 
suchungen von  K.  Heun  wieder  einen  Aufschwung  erfahren*''). 

Heun  hat  sich  besonders  mit  den  statischen  Verhältnissen  bei 
der  Bewegung  einer  einfach  zusammenhängenden  Gelenkkette  be- 
schäftigt und  die  Reaktionskmfte  bestimmt;  die  in  den  Punkten  eines 


619)  YergL  Nr.  7  diese«  Artikels. 

620)  G.  Hamd,  Zeitschr.  Math.  Phys.  51  (1904),  p.  489. 

621)  Im  Anschluss  an  eine  nachgelassene  Arbeit  Lagranges  hat  Poissoti 
auch  die  Wirkung  eines  Schusses  auf  die  yerschiedenen  Teile  der  Lafette  einer 
Kanone  untersucht,  J.  4c.  polyt.  cah.  21  (1882),  p.  187. 

622)  Einen  ausführlichen  Bericht  über  Ponedet^  Leistungen  in  der  tech- 
nischen Mechanik  gab  K.  Heun,  Jahresber.  d.  D.  M.-Y.  9,  Heft  2  (1901). 

628)  Jahresber.  d.  D.  M.-V.  9,  Heft  2  (1901);  Archiv  Math.  Phys.  (8)  2 
(1901—02),  p.  67,  298. 
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Schnittes  wirken,  den  man  durch  eines  der  Glieder  od^r  dorch  eines 
der  Gelenke  geführt  hat.  Bei  der  synthetischen  Methode  benutzt  man 
zu  diesem  Zwecke  jedesmal  aufs  neue  das  Prinzip  der  yirtuellen  Yer- 
rückungen  y  das  man  auf  die  beiden  durch  den  Schnitt  von  einander 
getrennten  Teile  der  Kette  anwendet.  Bei  der  analytischen  Methode 
werden  für  beide  Teile  die  Lagrangeschen  Beweguugsgleichungen  an- 
gesetzt, in  denen  ausser  den  gegebenen  Kräften  noch  die  unbekannten 
Reaktionen  auftreten;  wenn  die  Bewegung  des  Systems  bekannt  ist, 
lassen  sich  aber  diese  Reaktionen  mittels  jener  Gleichungen  er- 
mitteln. 

Zum  Schluss  dieser  Nummer  möge  noch  darauf  hingewiesen 
werden,  dass  sich  in  der  Kinetostatik  der  Systeme  starrer  Körper 
dieselbe  Schwierigkeit  einstellt,  auf  die  schon  bei  der  Statik  des 
einzelnen  starren  Körpers  (Nr.  27  dieses  Artikels)  hingewiesen 
wurde,  dass  nämlich  die  vollständige  Bestimmung  der  lokalen  Bean- 
spruchungen nur  gelingt,  wenn  man  die  betrachteten  Körper  ab 
elastisch  ansieht.  Die  Lehre  vom  starren  Körper  gestattet  nur  für 
jeden  Querschnitt  die  Resultante  aller  Spannungen  und  ihr  resultie- 
rendes Moment  zu  berechnen,  was  jedoch  unter  Umstanden  für  prak- 
tische Zwecke  ausreicht;  vgl.  das  sogenannte  Saint-Venantsche  Prinzip 
in  der  Elastizitätslehre  (IV  25  0.  Tedone  und  A.  Timpe). 

43.  Spezielle  Probleme  aus  der  Kinetik  der  Systeme  starrer 
Körper. 

In  dieser  Nummer  soll  nur  über  einige  spezielle  Probleme  aus 
der  Kinetik  der  Systeme  starrer  Körper  berichtet  werden,  die  ein 
grösseres  theoretisches  Interesse  besitzen;  im  übrigen  möge  auf  die 
zahlreichen  Beispiele  verwiesen  werden,  die  sich  in  den  folgenden 
Artikeln  7 — 10  des  Bandes  IV  finden. 

Die  Konstitution  vieler  Systeme  starrer  Körper  lässt  sich  so  auf- 
fassen, dass  man  einem  gegebenen  Systeme,  auf  das  gegebene  Kräfte 
wirken,  einen  einzelnen  starren  Körper  hinzugefügt  hat,  meistens  von 
kinetischer  Symmetrie  in  bezug  auf  eine  Figurenaxe,  um  die  er  sich 
dreht;  je  nach  der  Art,  wie  dieser  Körper  mit  dem  ursprünglichen 
Systeme  verbunden  ist  (vgl.  die  Bemerkungen  über  Gelenkketten, 
Nr.  41c  dieses  Artikels),  wird  durch  ihn  die  Anzahl  der  Grade  der 
Freiheit  um  eine,  zwei,  drei  Einheiten  vermehrt.  Dies  triflFt  für  die 
Regulatoren,  Gyrostaten  und  Gyroskope  zu,  die  hier  behandelt  werden 
sollen. 

43  a.  Begulatoren.  Unter  dem  Regulator  einer  Kraftmaschine 
versteht    man    eine    Vorrichtung,    die    die    Drehgeschwindigkeit    der 
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Fig.  28. 


Maschine  dadurch  in  engen  Grenzen  hält,  dass  sie  jeder  einseitigen 
Änderung  des  Kraftfeldes  (etwa  einer  Entlastung  durch  Ausschaltung 
Yon  Arbeitsmaschinen)  eine  sie  ausgleichende  Änderung  entgegensetzt 
(etwa  eine  Verminderung  des  Dampfzutritts). 
Das  klassische  Beispiel  ist  der  Wattsche  Zen- 
irifugalregulator  (Patent  vom  Jahre  1784); 
siehe  Fig.  28.  Die  beiden  Schwungkugeln 
bleiben  dauernd  symmetrisch  zu  der  Axe, 
sodass  der  Maschine  nur  ein  neuer  Freiheits- 
grad zugeführt  wird.  Der  Ausschlagswinkel 
fp  hängt  wesentlich  von  der  Drehgeschwin- 
digkeit des  Regulators  um  die  Symmetrie- 
axe  ab;  bei  einer  Änderung  von  9  wird 
die  Muffe  oder  Hülse  gehoben  oder  gesenkt, 
und  diese  wirkt  mittels  eines  Stellzeuges 
auf  den  Dampfzutritt,  die  Steuerung  oder 
dergleichen.    In  etwas  anderer  Weise  wird 

der  Wattsüh»  Regulator  bei  den  Triebwerken  verwendet,  die  dazu 
dienen,  Pendeluhren  und  Chronometer  in  gleichförmigem  Gang  zu 
erhalten  oder  astronomische  Femrohre  auf  längere  Zeit  paraUaktisch 
einzustellen;  vgl.  VI 2  4,  Nr.  12  {C,  E.  Caspary), 

Über  die  genauere  Behandlung  des  Problems  der  Regulatoren, 
die  von  den  Lagrangeschen  Gleichungen  ausgeht  und  vor  allem  eine 
eingehende  Analyse  des  Kraftfeldes  erfordert,  wird  in  IV  10  {K,  Heun) 
berichtet  werden;  hier  möge  es  genügen,  die  wichtigsten  Züge  der 
Erscheinungen  anzudeutend^). 

Jedem  dauernden  Belastungszustande  der  Maschine  entspricht  eine 
bestimmte  Stellung  (p  der  Regulaturhülse,  bei  der  gerade  diejenige  Trieb- 
kraft  zugefahrt  wird,  die  zur  Überwindung  der  Belastung  erforderUch  ist. 
Die  statische  Behandlung  des  Problems  besteht  nun  darin,  dass  der  Zu- 
sammenhang zwischen  tp  und  der  Drehgeschwindigkeit  o  ermittelt 
wird,  indem  man  die  Sätze  über  das  Gleichgewicht  unter  Berück- 
sichtigung der  Zentrifugalkraft  auf  das  System  der  Schwungkugeln 
anwendet.  Diese  Untersuchung  führt  zu  einem  Kriterium  über  die 
Brauchbarkeit  des  Regulators:  es  soll  0  mit  9  wachsen  {statischer 
Begulator)  oder  höchstens  konstant  sein  {astatischer  Begulatory^). 

Die  kinetische  Behandlung  des  Problems  zeigt,   dass  die   soeben 

624)  SCan  vgl.  aach  K,  Heun^  Einetische  Probleme,  Abschnitt  F;  H.  LorenM, 
Mechanik,  p.  526;  Ä.  Föppl,  Dynamik,  §  84. 

626)  Vgl.  die  historisch-litterarischen  Angaben  bei  W.  Hortj  Zeitschr.  Math. 
Phys.  50  (1904),  p.  284,  die  auch  für  das  Folgende  in  Betracht  kommen. 
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angegebene  Bedingung  weder  notwendig  noch  hinreichend  ist,  was 
ans  der  Praxis  schon  lange  bekannt  war.  Den  Omndgedanken  dieser 
Behandlungsart  y  näSnlich  die  Stabüüät  der  Bewegung  mittels  der 
Methode  der  Meinen  Schwingungen  mi  prüfen,  hat  zuerst  Q.  B.  Airy 
(1840)  auf  den  Waschen  R^ulator^  und  spater  J,  Clerk  Maxwdl 
(1868)  auf  andere  Klassen  von  Reglern  angewendet^.  Bezeichnet 
man  die  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Drehaxe  mit  o^  -{-  ^>  den 
Ausschlagswinkel  mit  (p^  -f-  ^^  so  erhält  man  bei  den  Vernachlässigungen, 
die  in  der  Methode  der  kleinen  Schwingungen  üblich  sind,  aus  den 
Xo^FraM^^schen  Gleichungen  für  i^  und  €  lineare  Differentialgleichungen: 

€  -^  ai  -{-  he  -^  crj  =  Oy     ^  +  a^i  +  b^s  +  c^rj  =  0; 

die  Koeffizienten  sind  Konstanten,  die  von  der  Massenverteilung  und 
dem  Ejraftfelde  abhängen.  Die  Bedingungen  der  Stabilität  ergeben 
sich  aus  der  Forderung,  dass  die  charakteristische  Gleichung  der 
linearen  Differentialgleichung  dritter  Ordnung,  die  sich  f&r  s  durch 
Elimination  von  tj  ergiebt,  keine  Wurzeln  mit  positivem  reellen  Teil 
besitzt;  man  wird  so  auf  eine  Frage  der  Algebra  geführt,  die  bereits 
E.  J.  Rauih^^)  untersucht  hatte  und  die  Ä.Hurwit0^^  für  algebraische 
Gleichungen  beliebigen  Grades  erledigt  hat. 

43b.  Kreisel  mit  einem  Freiheitsgrade;  Qyro- 
staten.  Um  eine  Einsicht  in  die  Erscheinungen  zu 
gewinnen,  die  bei  den  sogenannten  GyrostcUen  auf- 
treten, beginnt  man  am  besten  mit  Versuchen  an 
einem  sogenannten  Handkreisel  mit  einem  Grade  der 
Freiheit.  Dieser  besteht  aus  einem  Schwungrade, 
das  reibungslos  in  einem  äusseren  Ringe  gelagert 
ist;  an  dem  Ringe  befindet  sich  oben  und  unten 
je  eine  Handhabe,  die  man  mit  den  beiden  Händen 
anfassen  möge.  Dreht  man  die  Handhaben  in  der 
Ebene  des  äusseren  Ringes,  so  hat  man  beiderseits 
einen  Druck  (DevicUionsdrucik)  auszuhalten.  Diese 
Drucke  entsprechen  einem  Kräftepaare,  dessen  Axe 
Fig.  29.  senkrecht  gegen  die  beiden  Gbindhaben  ist   und  in 


626)  London  Astr.  Soc.  11  (1840);  20  (1861);  vgl.  auch  E.J.Bauih,  Dynamik 
2,  p.  81. 

627)  London  Royal  Soc.  Proc.  1868  =  Scientif.  papers  2,  p.  106.  Unab- 
hängig von  Maocweü  ist  später  /.  Wischnegradski,  Paris  G.  R.  83  (1876),  p.  318; 
Zivilingenieur  (2)  23  (1877),  p.  95  zu  derselben  Differentialgleichung  gelangt 

628)  Stability  of  motion,  Cambridge  1878;  siehe  auch  Dynamik,  8,  p.  224. 

629)  Math.  Ann.  46  (1896X  p.  278. 
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der  Ebene  des  äusseren  Ringes  liegt.  Das  Moment  dieses  Paares  ist 
der  Grösse  nach  Ciiv,  wenn  v  die  Winkelgeschwindigkeit  bedeutet, 
mit  der  die  Gbindhaben  gedreht  werden  und  ^  die  Winkelgeschwin- 
digkeit, mit  der  sich  das  Schwungrad  um  seine  Axe  dreht.  Was 
den  Sinn  der  Drehung  anlangt,  die  das  Eraftepaar  hervorzurufen  strebt, 
so  bestimmt  er  sich  aus  der  Regel  von  der  Tendenz  zum  gleichsinnigen 
Parallelismus  der  Drehaxen,  vgl.  Nr.  36  b  3),  p.  635  dieses  Artikels. 

Will  man  allgemeiner  dem  Handkreisel  eine  reguläre  Präzessions- 
bewegung aufzwingen,  bei  der  die  Präzessionsgeschwindigkeit  v  ist 
tmd  die  Axe  der  Präzession  den  Winkel  d-^  mit  der  Axe  des  Schwung- 
rades bildet,   so  wird   das  Moment   der  Deviationsdrucke   der  Grösse 

nach  gleich 

[Giiv  -f  (C  —  J.)  V*  cos  d'o]  sin  ^<>, 

und  seine  Axe  fällt  in  die  Enotenlinie;  dabei  bedeutet  fi  wieder  die 
Winkelgeschwindigkeit,  mit  der  das  Schwungrad  sich  um  seine  Axe 
dreht.  Der  E^reisel  scheint  also  immer  senkrecht  gegen  die  Bewegungs- 
richtung ausweichen  zu  wollen,  was  J.  Perry  mit  dem  Verhalten  eines 
störrischen  Schweines  vergleicht,  das  an  einem  Stricke  gezogen  wird^. 

Will  man  aber  dem  Handkreisel  eine  beliebig  vorgeschriebene 
Kreiselung  aufzwingen,  so  setzt  sich  die  Dyname,  welche  die  beiden 
führenden  Hände  auszuhalten  haben,  aus  drei  Komponenten  zusammen, 
nämlich  Deviationsdrucken  senkrecht  zur  instantanen  Drehaxe  und 
dem  Accderationsdruck  in  der  Richtung  dieser  Axe. 

Beim  Kagelkreisel  ist  der  aus  der  Umlagerung  des  Drehvektors  tu 
entspringende  Deviationsdruck  gleich  Äjiv  sin  #o  und  der  aus  der 
Änderung  der  Grösse  von  XO  entspringende  Accderationsdruck  gleich 
ÄVJf  mithin  herrscht  bei  ihm  in  dieser  Beziehung  vollständige  Analogie 
mit  dem  materiellen  Punkte  der  Masse  m.  Will  man  nämlich  diesem 
Punkte  eine  Bewegung  auf  vorgeschriebener  Bahn  mit  vorgeschrie- 
bener Geschwindigkeit  aufzwingen,  so  entsteht  ein  Trägheitsdrucky 
dessen  Komponente  nach  der  Tangente  der  Bahn,  die  aus  der  Änderung 
der  Grösse  des  Geschwindigkeitsvektors  \)  entspringt,  gleich  mv  ist^ 
während  die  aus  der  Änderung  der  Richtung  von  \)  entspringende 
Komponente,  die  Zentrifugalkrafl  mv^/By  senkrecht  zur  Tangente  in 
der  Richtung  des  Krümmungshalbmessers  R  wirkt.  Die  Ähnlichkeit 
geht  sogar  noch  weiter,  da  zur  Überwindung  der  Deviationsdrucke 
und  der  Zentrifugalkraft  keine  Arbeit  erforderlich  ist*'^). 


680)  Drehkreisel,  Leipzig  1904,  p.  2S. 

631)  Vgl.  etwa  F.  Klein  und  A.  Sofnmerfdd,  Theorie  des  Kreisels,  Kapitel 

in,  S  8. 
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Um  den  überraschenden  Eindrack^  den  die  vorher  beschriebenen 
Erscheinungen  beim  Handkreisel  machen^  noch  zu  verstärken,  hat  man 
dessen  Handhaben  in  der  Höhlung  eines  starren  Körpers  befestigt, 
die  nur  mittels  einer  rerschliessbaren  Öffnung  zugänglich  ist;  nach 
W.  Thomson  {Lord  Kelvin)  heisst  dieser  Apparat  ein  Gyrostat.  Trägt 
mau  einen  solchen  Gjrostaten  im  Zimmer  umher,  nachdem  man  das 
Schwungrad  in  rasche  Drehung  versetzt  hat,  ,,so  ist  es^^,  wie  sich 
H,  B.  Lübsen  naiv,  aber  recht  ungenau,  ausdrückt,  „gerade  als  ob 
ein  in  dem  Kästchen  befindliches  lebendes  Wesen  die  Drehung  des 
EAstchens  zu  hindern  suche,  kurzum,  dass  ein  Körper  durch  die  Be- 
wegung [des  Schwungrades]  gleichsam  Leben  erhalt  und  in  diesem 
Zustande  ein  ganz  anderes  Tier  ist  als  im  Zustande  der  Ruhe^'*^^. 

Im  besonderen  hat  TT.  I%omson  das  Schwungrad  in  ein  bilateral- 
symmetrisches  Gehäuse  eingesddossen,  das  ringsherum  mit  einer 
Schneide  versehen  ist;  siehe  die  Figuren  30  und  31.  Setzt  man 
diesen  Gjrostaten  auf  eine  horizontale  Glasplatte,  sodass  sein  Schwer- 
punkt ungefähr  senkrecht  über  der  Schneide  steht,  und  lässt  das 
Schwungrad  unaufgezogen,  so  ist  das  Gleichgewicht  selbstverständlich 
instabil  und  der  Apparat  fällt  um.  Ist  aber  das  Schwungrad  in  sehr 
rasche  Drehung  versetzt  worden,  so  dass  in  dem  Gyrostliten  eine  ver- 
borgene Bewegung  von  hinreichender  Intensität  stattfindet,  so  bleibt 
er  stehen;  dabei  dreht  sich  die  Schneide,  falls  sie  nicht  genau  senk- 
recht aufgesetzt  wurde,  lun  die  durch  den  Schwerpunkt  des  Gjrostaten 
gehende  Vertikale  langsam  herum. 

Die  analytische  Theorie  dieser  Erscheinung  ist  die  folgende. 
Wenn  sich  der  Schwerpunkt  nur  nach  links  und  rechts  (Fig.  30) 
bewegt,  hat  man  ein  System  von  drei  Graden  der  Freiheit *•*•).  Die 
Lagekoordinaten  seien  die  Neigung  90®  -f-  0*  der  Axe  des  Schwung- 
rades gegen  die  Vertikale,  der  Winkel  ^,  den  die  Tangente  an  die 
krumme  Schneide  im  Berührungspunkte  mit  einer  festen  Richtung  in 
der  Ebene  bildet,  und  der  Winkel  Xt  ^^  den  sich  das  Schwungrad 
gegen  die  Anfangslage  gedreht  hat 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Eigenimpuls  des  Schwung- 
rades N^  sehr  gross  ist  und  ^,  #  und  ^  bei  der  Bewegung  sehr  klein 
bleiben,  erhält  man  bei  den  Vernachlässigungen,  die  in  der  Methode 
der  kleinen  Schwingungen  üblich   sind,  f&r  die  lebendige  Kraft,  die 


682)  Mechanik  2,  p.  66;  vgL  auch  /.  Perry,  DrehkieiBel,  Leipzig  1904,  p.  15. 

682*)  Eigentlich  hat  man  ein  Syatem  mit  vier  Graden  der  Freiheit.  Jedoch 
iBt  der  vierte  Freiheitsgrad  (seitliche  Bewegung  des  Schwerpunkte«  in  Fig.  81) 
(fix  sich  stabil  und  kommt  insofern  nicht  in  Betracht. 


Üb.  BjBt.  Btati.  KOipeii  Kieiael  mit  einem  Freiheitsgnde;  QjioitateiL    675 


XM^klop.  d.  mMb.  WitmMh.    IT  1, 


676  IT  S.  P.  8UiML    ElwMitara  DyBftmik. 

dem  Gehäuse  und  dem  Schwimgrade  zusammen  zukommt^  den  Aus- 
druck: 

während  die  Eraftefiinktion 

wird;  hierin  bedeuten  A^  und  0^  die  bezüglichen  Trägheitsmomente  des 
Gehäuses  und  des  Sdiwungrades,  und  P  ist  das  Moment  der  Schwere 
bei  der  Drehung  um  die  Schneide.  Man  ex'hllt  also  als  Lagramge- 
sehe  DifiFerontialf^eichungen  der  Bewegung  die  Gl^ehungen: 

(3)|j(A^)-C,^i=.P*,     ^,(^*  +  C,di)-0,    ^,(C,i)-0. 

Die  dritte  Gleichung  zeigt,  daas  der  Eigenimpuls  ^|  des  Schwung- 
rades konstant  ist,  und  f&r  ^  und  ^  gelten  daher  die  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen : 

(4)  A^h'  —  iV,^  =  P^,       A^^  +  N^»  —  0. 

Weil  bei  sehr  rascher  Drehung  N^ —  ^^i  positiv  ist;  werden  diese 
Gleichungen  befriedigt  durch  die  Ausdrücke: 


<5) 


^  =  ^0  +  -^  *  sm  - — ^-j — ^—  ty 


-^^1     '  Viv,«— ^p 

den  Anfangsbedingungen  entsprechend  sind  dabei  ^^  und  £  kleine 
Grössen.  Die  Bewegung  der  Gyrostaten  setzt  sich  denmach  zusanunen 
aus  einer  sehr  langsamen  Drehung  der  Schneide  um  die  Vertikale 
und  kleinen  Schwingungen  der  beiden  Koordinaten  ^  und  ^  um  diese 
Drehung«"). 

Hierbei  ist  es  eine  wesentliche  Voraussetaung,  dass  die  horizon- 
tale Ebene  glaU  ist.  Ist  sie  rauh,  so  wird  durch  die  Reibung  die 
Koordinate  ^  festgehalten;  folglich  ist  die  Gleichgewichtslage  instabil, 
und  der  Gyrostat  fällt  um. 

Lord  Kdmn  bezeichnet  den  Apparat,  dessen  Theorie  soeben  ent- 


683)  W.  Thamion,  Natare  16  (1877),  p.  S97;  Treatise,  S.  ed«  Cambridge  18S6, 
1,  ari.  346x;  vgl.  auch  C.  Neumann,,  Leipzig  Ber.  21  (1869),  p.  182  »  Math.  Ann. 
8  (1870),  p.  860;  Math.  Ann.  11  (1877),  p.  896;  R  Hoppe,  Zeitschr.  Math.Phjs.  17 
(1872),  p.  167;  D.  Bobylew,  Moskau  Math.  Sammlung  16  (1892),  p.  6U  (nmisch); 
Ä.  G.  Cfreenhiü,  Art.  Gyroscope  and  gyxostate  in  der  Encjclopaedia  Britannica, 
und  endlich  die  popul&re  Darstellong  von  J.  Perry,  Spinning  tops,  London  1890, 
deutsch  von  Ä,  Walzel,  DrehkreiBel,  Leipzig  1904. 
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wickelt  wurde,  als  einen  Oyrostaten  mit  awei  Graden  der  Freiheit, 
indem  er  die  verborgene  Bewegung  des  Schwungrades  nicht  mitzählt 
oder,  wie  er  sich  auch  ausdrückt,  die  LagekoardincUe  %  ignoriert.  Er 
hat  auch  Gyrostaten  konstruiert,  die,  in  demselben  Sinne  des  Wortes, 
drei,  vier  und  mehr  Otrude  der  Freiheit  besitzen,  und  gefunden,  dais 
nur  bei  einer  geraden  Anzahl  der  Freiheitsgrade  eine  solche  Stabili- 
sierung der  Bewegung  stattfinden  kann,  wie  sie  sich  vorher  bei  zwei 
Freiheitsgraden  ergab;  der  Grund  hierfür  liegt  darin,  dass  bei  der  Yer* 
änderung  eines  Parameters  in  eiuer  algebraischen  Gleichung  immer 
nur  eine  gerade  Anzahl  von  Wurzeln  von  reellen  Werten  zu  komplexeu 
Werten  übergehen  kann.  Endlich  hat  Lord  Kelvin  auch  Systeme  be- 
trachtet, die  aus  gelenkig  rerbundenen  Gyrostaten  zusammengesetzt 
sind,  und  zwar  im  Hinblick  auf  seine  kinetische  Theorie  der  Materie^ 
bei  der  alle  potentielle  Energie  als  kinetische  Energie  verborgener 
Bewegungen  von  Gyrostaten  au%efasst  wird;  vgl.  Nr.  26,  p.  551  dieses 
Artikels,  sowie  IV  1,  Nr.  26  (Ä.  Voss). 

Eine  technische  Anwendung  des  Kreisels  mit  einem  Freiheitsgrad 
ist  das  Howdlsehen  Torpedo.  Es  enthalt  in  seinem  Innern  ein  schweres 
Schwungrad,  das  10000  Umdrehungen  in  der  Minute  macht;  die  Axe 
des  Schwungrades  liegt  horizontal  und  steht  senkrecht  auf  der  Sym- 
metrieate  des  Torpedos. 
Wenn  nun  ein  störendes 
Kräftepaar  das  Torpedo 

horizontal     aus     seinem  ^^    ^,. 

geradlinigen  Kurse  abzu-  -^   ^    ^l^*' 

lenken  sucht,  so  dreht  sich 
die  Axe  des  Schwungra- 
des in  vertikaler  Rich- 
tung, das  Torpedo  dreht  ^*»-  ^^ 
sich  daher  um  seine  hori- 
zontale Läugsaxe  und  jetzt  wird,  vermöge  eines  Pendels,  eine  Steue- 
rung betätigt,  die  die  horizontale  Abweichung  der  Torpedoaxe  von  der 
normalen  Bahn  und  damit  auch  die  Drehung  der  Sjreiselaxe  wieder 
aufhebt.  Der  Kreisel  stellt  somit  die  Torpedoaxe  wieder  in  ihre 
ursprüngliche  Richtung,  und  das  Torpedo  bewegt  sich  so  automatisch 
in  gerader  Bahn*^). 

43  c  Kreisel  mit  zwei  Freiheitsgraden.  Zu  ganz  anderen  Er- 
scheinungen gelangt  man  bei  Versuchen  mit  einem  Handkreisel  mit 
zwei  Oraden  der  Freiheit^   der  etwa  durch  Fig.  33   dargestellt  wird. 


684)  Vgl.  etwa  A.  G.  Webster,  DjnamicB,  p.  272. 
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Wenn  die  Masse  des  SchwnngradeB  die  Masse  des  innoien  Ringes 
erheblich  überwiegt,  so  ist  die  natürliche  Bewegung  dieses  S[reisel8 
(bei  festgestellter  Handhabe)  eine  r^p^re  Prazession,  bei  der  sich 
das  Schwungrad  mit  der  gleichfSrmigen  (Geschwindigkeit  f»  nm  die 
Axe  PQ  dreht  und  der  innere  Ring  mit  der  gleichförmigen  Geschwin- 
digkeit V  am  die  Axe  ST  rotiert;  dabei  findet  ein  konstanter  Dmck 
anf  jede  der  Gbmdhaben  statt. 

Za  Anfang  des  Yersnches  möge  keine  Drehung  des  inneren  Ringes 
um   die  Axe  ST  stattfinden ,  dagegen  dem  Schwungrade  eine  starke 

Drehung  um  die  Axe  PQ  erteilt  werden.  Wenn 
man  jetzt  den  Handkreisel  in  der  Ebene  des 
äusseren  Ringes  um  einen  kleinen  Winkel  v  dreht 
und  ihn  dann  plötzlich  wieder  festhält^  so  hat 
der  innere  Ring  begonnen  sich  mit  der  kleinen 
Geschwindigkeit 


in  Bewegung  zu  setzen,  während  das  Schwung- 
rad die  Drehung  mit  der  Geschwindigkeit  fi  bei- 
behält. Auch  hier  kommt  also  die  Tendens 
zum  homologen  ParaUdismus  zur  Geltung;  vgl 
Nr.  35  b  3)  dieses  Artikels.  Dabei  entspringt  aus 
Fig.  83.  ^^™  beiderseitigen  Deyiationsdruck  ein  Moment^ 

dessen  Grosse  gleich  C^fi^v/Ä  ist  und  das  die 
Drehung  v  rück^ngig  zu  machen  strebt.  Lassen  wir  mit  den  Händen 
nach^  so  kehrt  der  Handkreisel  wieder  in  seine  Anfangslage  zurück 
und  bleibt  dort  stehen;  er  besitzt  mithin  eine  gewisse  Widerstands- 
kraft gegen  Richtungsänderungen. 

Einen  Kreisel  mit  zwei  Freiheitsgraden  erhält  man  auch,  wenn 
man  bei  der  Cardanischen  Aufhängimg  den  äusseren  bewe^chen  Ring 
festhält;  dadurch  wird  der  Eulersche  Winkel  if;  konstant  erhalten.  Zur 
Erläuterung  der  Regel  Ton  der  Tendenz  zum  homologen  Parallelismus 
ist  folgender^  wohl  von  Fr,  Heinen^^*)  herrührende  Versuch  sehr  g^ 
eignet.  Man  versetze  den  Kreisel  in  rasche  Rotation  und  drehe  darauf 
den  äusseren  Ring  mit  der  Hand  um  die  Vertikale.  Alsdann  stellt 
sich  der  innere  Ring  so  ein,  dass  die  Axe  des  Schwungrades  ebenfalls 
vertikal  steht  und  der  Sinn  der  Drehung  des  Schwungrades  mit  dem 


^ 


634*)  Über  einige  Rotationsapparate,  besonder»  den  Pes^e^schen,  Braun- 
schweig  1857.  Der  Mechaniker  Fr.  Feasd  in  Köln  hatte  nach  den  Angaben  von 
/.  Plücker  einen  Rotationsapparat  hergestellt;  vgl.  Ann.  d.  Physik  90  (186S) 
p.  176,  851. 
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Sinn  der  Drehoog  des  äusseren  Ringes  fibereinstimmt.  Jetzt  möge 
man  den  Sinn  dieser  Drehnng  plötzlich  umkehren.  Die  Folge  ist^ 
dasB  sich  die  Aze  des  Schwungrades  plötzlich  um  180"  dreht;  denn 
nur  80  behalten  die  beiden  Drehungen  denselben  Sinn.  Lässt  man 
also  den  änsseren  King  im  Takte  um  seinen 
Dorchmesser  hin  und  her  gehen,  so  kann 
man  es  so  abpassen,  dass  die  Figureoaxe 
des  Kreisels  beständig  umkippt  und  zwar 
immer  in  demselben  Sinne  der  Drehung. 

Kreisel  mit  zwei  Graden  der  Freiheit 
gewinnen  in  der  Technik  eine  täglich  zu- 
nehmende Bedeutung.  Es  genüge  hier  den 
Schi/fskreisd  von  0.  Schlick  zu  erwähnen, 
der  den  Zweck  hat,  das  Schlingern  (Drehen 
um  die  horizontale  Längsaxe)  der  Dampfer 
zu  Termindern.  Auf  dem  Schiffe  ist  ein 
Rahmen  angebracht,  der  mittels  zweier 
Zapfen  um  eine  wagerechte,  querschiffs 
hegende  Aze  schwingen  kann,  und  in  dem 
Rahmen  befindet  sich  ein  Schwungrad,  das 
am  eine  daran  befestigte,  zu  der  wage- 
rechten Aze  senkrechte  Aze  durch  elektro-  / 
magnetischen  Antrieb  in  rascher  Drehung  j 
erhalten  wird.  Der  Schwerpunkt  der  Vor-  ' 
richtung  li^t  unterhalb  der  wt^erechten 
Aze,  so  dass  die  Aze  des  Schwungrades  in 
dem  ruhigen  Schiffe  senkrecht  steht. 
Schlingert  jedoch  das  Schiff,  so  sucht  sich 

die  £reüelaze  während  jeder  Drehnng  des  Schub  in  homologen 
Panllelismns  zu  der  Drehaze  des  Schiffes  zn  stellen,  und  der  Kreisel* 
rahmen  gerät  dem  entsprechend  ebenfaUs  in  Schwingungen.  Der 
Erfolg  ist,  dass  die  Periode  des  Schlingema  bei  dem  Stdiiffe  mit 
Kreisel  grösser  ist,  als  bei  dem  Schiffe  ohne  Kreisel.  Damit  wfirde 
aber  an  sich  wenig  erreicht  sein,  und  der  Schiffskreisel  erlangte  eine 
praktische  Bedeutung  erst  dadurch,  dass  der  Kreisebahmen  mit  einem 
hydraulischen  Bremszjlinder  in  Verbindung  gebracht  wnrde,  der  seine 
Schwingungen  dämpft.  Die  Enei^e,  die  durch  die  Wellen  der 
Schlingerbewegung  zugeführt  wird,  überträgt  sich  also  zum  Teil  auf 
den  Kreisel,  wird  TOn  diesem  aber  nicht  wieder  an  das  Schiff  ab- 
gegeben, sondern  vermöge  der  Bremse  in  Wärme  verwandelt.  Die 
Schlingerbewegung  des  Schiffes  wird  daher  bei  einmaligem  Impulse 


Fig.  S4. 
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in  kuner  Zeit  yemichtet^  bei  mehmisligem  Impulse  aber 
Tenringeri  Ä.  FSppl  hat  die  Diffarentialgleichai^^  dar  Bewegu^ 
mittels  der  Methode  der  kleinen  Schwingongen  angestellt  nnd  danadi 
die  Dimensionen  des  Kreisels  nnd  die  CbSsse  der  YOiteühafteetoi 
Dämpfung  fBr  Drehgeschwindigkeiten  bereehnet^  die  sieh  rerwiiUidiett 
lassen;  Versuche  haben  eine  gnte  Übereinstimmung  mit  den  Be- 
rechnungen gezeigt*"*). 

4Sd.  Kreisel  als  Gyroskope,  unter  Otfrodcopen  yerstdit  man 
nach  L,  FaueaUU^  Apparate,  die  anseigen,  ob  und  in  welchem  Sinne 
ein  Körper,  an  dem  sie  befestigt  sind,  eine  Drehung  im  Baume  aus- 
führt Es  ist  daher  ein  Missbrauch,  wenn  yon  manchen  Autoren  der 
Name  Gftraskop  schlechtweg  für  den  symaidHkftai  KreM  gebraucht 
wird.  Freilich  hatte  man  froher  keine  kune  Beseichnnng  f&r  einen 
starren  Körper  mit  kinetischer  Symmetrie  in  besug  auf  eine  Axe 
durch  den  Schwerptinkt,  auf  der  der  ünterstfitsungspunkt  liegt;  jetst 
sollte  man  aber  die  Worte  CtfroAcp  und  sjfmmeti  iscfcai  Krtisd  je 
in  ihrem  speaifischen  Sinne  gebrauch^L 

Als  Gyroskop  kann  man  einen  Kreisel  in  der  Form  eines  Schwung- 
ringes yerwenden,  der  um  sraien  Schwerpunkt  tm  bewei^ieh  ist^  also 
drei  Freiheitsgrade  besitzt  Wenn  man  den  Schwungiing  in  sriir 
rasche  Drehung  rersetat  und  keine  unnötig  starken  seitlidien  Stosse 
ansfibt,  so  ist,  wie  bereits  in  Nr.  S4b,  p.  616  dieses  Artikels  aus- 
geffthrt  wurde,  die  Bewegung  des  Krmsds  eine  PriJiensionBbewqpmg 
▼on  sehr  kleinem  Offiiumrawinkel,  und  da  sidi  diese  Beweffunir  bei 
kleinen  Störungen  fast  unverändert  fortsetzt  so  giebt  uns  der  Apparat 
eine  Art  yon  absoluter  Orientierung  im  Baume. 

Der  C^edanke,  solche  Gyroskope  zum  Nachweise  der  Erddrehung  zu 
benutzen,  hat  um  die  Mitte  des  19.  Jahrhunderts  yenchiedene  Phy- 
siker beschäftigt^  aber  erst  JL  FomeauU  hat  einen  ernstlichen  Versuch 
gemacht,  ihn  zu  yerwirklichen**^  Dabei  stiess  er  freilieh  auf  grosse 
technische  Schwierigkeiten,  und  es  ist  ihm  nicht  gelungen,  entscheidende 
quantitative  Ergebnisse  zu  eriangen;  die  Bedeutung  seiner  Versudie 

686)  ZeitMhr.  d.  YereiBs  DeulKhar  Ingen.  1904;  TgL  aaeh  H»  Loretu^  Fhyi. 
ZeitMhr.  1904,  p.  S7. 

e$6)  Pftns  C.  R.  S6  (185SX  P-  421,  4i4  ^  Becaeü  de«  tianuix,  p.  401,  40«. 

687)  Paris  C.  B  86  (1S6S),  p.  4SI,  4S4  —  Bmcami  dm  ttaTanz  p.  401,  406. 
Als  Physiker,  die  gieichieüig  mit  FömetmU  den  Kscbweis  der  Eiddiehnng  duck 
tinenKreiBelappanitinsAngefiurtea,  seien  gensant /.  C  i^ffsiirfsrjf,  Ana.  d.  Pkjw. 
SS  (1S61);  G.  aire,  Fkm  C.  R.  86  (1S6S),  p.  481;  Ck.  C.  Arson,  Pteis  C  R.  16 
(186SX  p.  417;  £,  LammrUy  Acmd.  Belg.  BnlL  (1)  19  (186S),  IL  part^  p.  81,  S74, 
486.  FQr  die  Geeehiehte  des  Gjrotkope  TgL  A.  Giiert,  Bmz^es  Soe.  sdeBlil 
Ana.  SB  (187S),  p.  t66;  /.  Bertranä,  Beme  sslroa.  6  (18Si),  pc  441. 
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M*gt  iahet  «ohi  weniger  in  einem  Deaeo  Nachireise  der  Erddrehong 
alt  darin,  dasa  die  allgemeiue  Aufmerksamkeit  auf  die  EreiselwirkimgeD 
gelenkt  worde. 

Erst  in  nenester  Zeit  hat  man  darch  Veraaohe  mit  Gjroakopea 
die  TJmdrehungsdaQer  der  Erde  bestimmen  können,  und  zwar  worden 
dabei  Kreisel  mit  Mteei  Freibeitsgraden  benntst^  auf  deren  Verwendung 
zu  OTTOskopen  eben&Us  schon  L.  Fouccmit  aufinerksam  gemacht  hatte; 
bei  ihnan  kommt  nach  den  Auafllbningen  in  dem  vorhergehenden  Ab- 
sobnitt  dieser  Nummer  zur  Geltung,  dass  sich  die  Drehaze  des  Eraisels 
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rar  Drebaxe  der  Erde^  der  sogenannten  Weltaxe,  in  homologen 
Panllelismus  zu  stellen  snchi  Femer  Terxiohtete  man  auf  die  Tolle 
Äquilibrienmg  des  Kreisels,  die  doch  nur  unTollkommen  blieb,  liess 
vielmehr  auf  die  Ereiselaze  ein  äusseres  Knftepaar  wirken,  dessen 
Moment  dem  Drehwinkel  proportional  iet  nnd  maas  die  Grösse  des 
statischen  Auaaflblags.  Zu  diesem  Zwecke  brachte  Pk.  6iR>ert  bei 
seinem    Barygffro^p'"')   ein    kleines    Übergewicht   an,    das    in    der 

eu)  BnU.   Miene,   nutth.   (S)   t   (188!),  p.  3iS;   Tgl.    sach  F.  £Mn  nnd 
A.  Sommerfetd,  Theorie  dea  EieiaeU,  p.  TM  and  P.  Äfptü,  Hdcaaiqae  9,  p.  869. 
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Figur  35  mit  p  bezeiclinet  ist,  während  A,  Föppl  einen  Elektromotor 
an  drei  StaUdrähten  anfhing  und  deren  Torsion  benutzte^.  Einen 
ausführlichen  Bericht  über  die  Konstruktion  dieser  Apparate  und  die 
Versuche  mit  ihnen  findet  man  in  dem  Artikel  lY  7,  Nr.  48 — 44 
(PÄ.  Furtwängler), 

Die  einfache  Erklärung  der  Erscheinungen  bei  den  Apparaten  mit 
drei  Freiheitsgraden,  die  darauf  beruht,  dass  der  Prazessionskegel  sehr 
eng  ist  und  dass  auch  die  störenden  Einflüsse  für  die  Dauer  des 
Versuches  daran  nichts  ändern  können,  hat  wohl  zuerst  E.  ChMfOU  ge- 
geben^. Die  früheren  Autoren  hatten  lange  und  yerwirrende  Formeln 
für  die  relative  Bewegung  des  Kreisels  zur  Erde  entwickelt;  diese 
sind  jedoch  yollständig  überflüssig.  Denn  erstens  hat  es  keinen  Zwecke 
in  dem  vorliegenden  Fall  die  kinetischen  Formeln  für  die  Belatir- 
bewegung  heranzuziehen,  weil  sich  der  Kreisel  nur  um  seinen  Schwer- 
punkt dreht  und  dem  entsprechend  lediglich  die  KinenMÜk  der  Bela- 
tiybewegung  in  Betracht  kommt,  die  dadurch  entsteht,  dass  der 
Kreisel  im  ruhenden  Räume  eine  reguläre  Präzession  ausführt  und 
wir  dies  von  der  sich  drehenden  Erde  aus  beobachten.  Zweitens 
aber  kommt  in  Betracht^  dass  man  von  Yomherein  konsequent  das 
Gyroskop  als  yerschwindend  klein  gegen  die  Erde  und  seine  Um- 
drehungsgeschwindigkeit als  sehr  gross  gegen  die  Erdumdrehung  an- 
zusehen hat. 

44.  Stösse  starrer  Körper.  Die  Lehre  Yon  dem  Impulse  eines 
materiellen  Systems,  wie  sie  in  den  Nummern  7  und  38  dieses  Artikels 
betrachtet  wurde,  hat  einen  abstrakt  mathematischen  Charakter;  denn 
es  wird  dabei  gänzlich  von  der  Frage  abgesehen,  wie  sich  die  Stoss- 
kräfte  realisieren  lassen,  die  das  System  aus  der  Ruhe  in  den  auiron- 
bli«ldi«h»  CWhwM^keitW^d  «b»ftb™,.  S^  a.™.'^» 
sondern  ist  die  Lehre  yon  dem  physikdlisAen  Stosse,  über  die  yon 
H,  Lanib  in  dem  Artikel  IV  26,  Nr.  8d  ausführlich  berichtet  worden 
ist;  bei  den  Problemen  ans  der  angewandten  Mechanik  hat  man  über- 
dies zu  untersuchen,  ob  das  gegebene  System  solche  Stösse  ertragen 
würde,  das  heisst,  in  welchen  Grenzen  es  erlaubt  ist,  yon  der  Starr- 
heit oder  yon  der  yoUkommenen  Elastizität  der  einzelnen  Teile  des 
Systems  zu  sprechen;  ygl.  IV  10  {K.  Heun),  Die  Lehre  yon  den 
Stössen  starrer  Körper,  über  die  in  dieser  Nummer  berichtet  werden 
soU,  nimmt  eine  eigenartige  ZwischensteUung  ein:   sie  ist  zwar  im 
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689}  MiSnchen  Ber.  34  (1904),  p.  5;  Phys.  Zeitschr.  5  (1904),  p.  416. 
640)  Paris  G.  B.  106  (1888),   p.  1145;   vgl.  F.  Klein  und  Ä.  Sommerfdd, 
Theorie  des  KreiselB,  p.  737. 
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Grunde  nichts  als  eine  mathematische  Fiktion,  aber  sie  lasst  sich 
doch  in  gewissem  Umfange  als  erste  Annäherung  bei  wirklichen 
Stössen  verwerten. 

Zahlreiche  besondere  Fälle  des  Stosses  starrer  Körper  sind  schon 
im  17.  und  18.  Jahrhundert  betrachtet  worden  ^^),  aber  erst  S»D.  Paisson 
hat  1811  die  Frage  in  allgemeinster  Weise  aufgefasst^^.  Wenn  zwei 
überall  konvexe,  starre  und  glatte  Körper,  die  sich  beliebig  bewegen, 
in  einem  Punkte  zusammenstossen,  so  erleiden  in  diesem  Augenblicke, 
in  der  neueren  Ausdrucksweise,  die  6  Koordinaten  der  Impulsdyname 
eines  jeden  der  beiden  Körper  plötzliche  Änderungen;  diese  Änderungen 
konstituieren  je  eine  Stossdyname,  und  zwar  ist  bei  dem  reibungs- 
losen Siosse  jede  dieser  beiden  Stossdjnamen  eine  Einzelkraft,  die  in  dem 
Berührungspunkte  angreift  und  deren  Bichtungslinie  in  der  zugehörigen 
gemeinsamen  Normale  der  Oberflächen  der  beiden  Körper  liegt.  Nach 
dem  Prinzip  von  der  Gleichheit  der  Aktion  und  der  Reaktion  sind 
diese  beiden  Einzelkräfte  entgegengesetzt  gleich.  Mithin  ergeben  sich 
fbr  die  13  Unbekannten  des  Problems,  nämlich  die  Koordinaten  der 
beiden  Impulsdynamen  nach  dem  Stosse  und  die  Grösse  der  unbe- 
kannten Einzelkraft,  12  lineare  Gleichungen.  Hieraus  folgt,  dass  die 
Annahme  der  Starrheit  noch  nicht  ausreicht,  um  das  Verhalten  der 
beiden  Körper  nach  dem  Stosse  zu  bestimmen.  Man  hat  sich  daher 
genötigt  gesehen,  weitere  Annahmen  zu  machen. 

Zu  einer  solchen  Annahme  wurde  L  Newton  gefährt,  indem 
er  die  lebendige  Kraft  zusammenstossender  Kugeln  vor  und  nach 
dem  Stoss  betrachtete.  Das  Verhältnis  der  gesamten  kinetischen 
Energieen  nach  und  vor  dem  Stosse  wird  von  ihm  als  BestitutionS' 
hoeffusient  bezeichnet  und  als  eine  für  den  einzelnen  Fall  charakte- 
ristische Konstante  angesehen.  Ist  dieser  Koeffizient  k  gegeben,  so 
hat  man  eine  dreizehnte  Gleichung.  Im  Allgemeinen  ist  k  ein  echter 
Bruch;  die  Körper  heissen  vollkommen  elastisch,  wenn  X;  =  1  wird. 

Auf  andere  Art  verfuhr  8.  D.  Poisson.  Er  machte  nämlich  die  Annahme, 
dass  die  beiden  Körper  auch  nach  dem  Stosse  in  Berührung  bleiben, 
und  erhielt  so  als  13.  Gleichung  die  Bedingung,  dass  die  Geschwindig- 


641)  Vgl.  Nr.  18,  Anm.  242*  und  ausserdem  die  Monographien  von  H.  P. 
J.  St.  Kroese,  Diss.  Leiden  1879;  E.  Gelcidi,  Zeitechr.  Math.  Phys.,  hisi-litt. 
Abi  33  (1888),  p.  41,  81. 

642)  Mäcanique,  1.  ^d.  2,  Paris  1811,  p.  222;  aosfSlhTlichere  Darstellongen 
des  Stosses  starrer  Körper  enthalten  die  Lehrbücher  Ton  J.  V.  Pancelet,  Mäca- 
niqne,  1,  p.  451;  E.  J,  Bouffi,  Dynamik  1,  Kapitel  IV;  TT.  Scheu,  Bewegung  2, 
p.  852—86;  P.  AppeU,  M^caniqne  2,  chap.  XXVI,  p.  476;  T,  Levi-Üivita,  Mecca- 
nioa,  p.  480. 
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keit  des  Berührungspunktes  nach  dem  Stosse  in  beiden  Körpern  die- 
selbe ist.  Einen  Ghrenzfall  hiervon  untersuchte  L.  Poiii^*^,  nämlich 
den^  bei  welchem  sich  der  eine  der  beiden  Körper  in  Ruhe  befindet 
und  seine  Masse  unendlich  gross  ist  Poinaoi^  Problem  laset  sich . 
auch  so  formulieren,  ein  starrer  Körper  werde  plötsdich  in  einem 
seiner  Punkte  festgehalten,  und  es  soll  untersucht  werden,  um  welche 
durch  den  festgehaltenen  Punkt  gehende  Axe  und  mit  welcher  Winkel- 
geschwindigkeit er  sich  drehi  Im  besonderen  betrachtete  Pcimsct 
den  Fall,  dass  der  Impuls  des  starren  Körpers  eine  EinzeUoraffc  is^ 
die  entweder  in  der  Ebene  durch  swei  Hauptaxen  des  Köipers  in 
bezug  auf  den  Schwerpunkt  liegt  oder  auf  einer  solchen  Ebene  senk-  . 
recht  steht;  er  ermittelte  unter  diesen  Annahmen  die  Lagen  des  fest- 
gehaltenen Punktes,  bei  denen  der  Körper  den  grössten  Stoss  erleidet 
und  die  Lagen,  bei  denen  die  neue  Winkelgeschwindigkeit'der  Drehung 
um  die  instantane  Axe  extreme  Werte  hat. 

Schon  Poisson  hatte  auch  den  Beibungsstoss  untersucht,  der  statt- 
findet, wenn  die  beiden  Körper  rauh  sind  und  wahrend  des  Zusammen- 
stosses  auf  einander  gleiten^;  später  haben  E.  PhitUps^j  G.  Dar- 
haux^y  E.  J.  Bouih^'^  und  A.  Mayer^  sich  mit  diesem  schwierigen 
Oegenstande  beschäftigt,  der  schon  mehr  in  die  technische  Mechanik 
gehört;  fQr  den  Reibungsstoss  von  Billardkugeln  ygL  lY  9,  Nr.  1 
(G.  T.  Walker). 

645)  J.  de  math.  (2)  2  (1867),  p.  281  »  Zeitechr.  Math.  Phys.  8  (1868),  p.  274; 
J.  de  math.  (2)  4  (1869),  p.  161,  171,  421;  vgL  auch  B,  Ibumsend,  Quart  J.  of 
math.  12  (1878),  p  188;  D.  Chelini,  Bologna  Aco.  Mem.  (8)  6  (1878),  p.  409;  (S) 
8  (1878),  p.  278;  N.  Joukowshy,  J.  de  math.  (8)  4  (1878),  p.  417;  Petenlraig, 
Physiko-chemuche  Gesellschaft  J.  16  (1884),  p.  888  (rascisch),  sowie  Ä,  QfWß^ 
Physik  1,  p.  191,  wo  man  noch  verschiedene  andere  lehrreiche  Beispiele  findet. 

644)  Bull,  de  F^nissac  6  (1826),  p.  168;  auf  Fm99on%  Veranlassang  hat  aneh 
der  General  A.  J.  Morin  Versuche  üher  den  Beibungsstoss  angestellt 

646)  J.  de  math.  (1)  14  (1849),  p.  812. 

646)  Paris  G.  R.  78  (1874),  p.  1421,  1669,  1646,  1767;  BulL  scieno.  math.  (S) 
4  (1880),  p.  126;  Note  XXI  in  der  Mtounqoe  Ton  If.  DeipeyrtmBi  titude  g6o- 
m^triqne  sur  la  percussion  et  le  choc  des  corps. 

647)  Dynamik  1,  p.  848;  vergl.  auch  JT.  v.  Siily^  ungarische  Berichte  19 
(1904),  p.  288. 

648)  Leipzig  Ber.  64  (1902),  p.  208,  827. 
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BAND  IVi.    HEFT  1.     AUSGEGEBEN  AM  13.  SEPTEMBER  1901. 


LEIPZIG, 
DRUCK  UND  VERLAG  VON  B.  G.TEUBNER. 

1901. 

JüV"  Bisher  erschien:  Band  I,  Heft  1—6;  Band  II i,  Heft  1—4;  Band  IVi,  Heft  1 
und  I\%Heft  1- 

gV"  Unter  der  Presse  befinden  sich:   Band  I,  Heft  7  (Sehlnfs);    Band  II i,  Heft  5 
nnd  US,  Heft  1;  Band  lYi,  Heft  2. 

§V^  Einbanddecken  in  Halbfranz  werden  aut  l^^«Xft\\^\^^  ^VX.  \««i  '^^S^^^^^v^ 
eines  Jeden  Bandes  xn  iroblfeilen  Preisen  von  ler  \«iT\ae&\kuOD^«Ai^V»^  ^^v^\ft:t\^ 


lYi.  Heft  2. 

ENCYKLOPÄDIE 

DES 

ATHEMATISOHEN 

WISSENSCHAFTEN 

MIT  EINSCHLUSS  IHRER  ANWENDUNGEN. 

HERAUSGEGEBEN  lU  AUFTRAGE 
B  AEADEMIEEN  DER  WISSENSCHAFTEN  Zu  UÜNCHEN  UND  WIEN 
D  DER  GESELLSCHAFT   DER  WISSENSCHAFTEN  ZU  GÖTTINGEN, 
SOWIE  UNTER  HITWIRKUNG  ZAHLREICHER  FACHGENOSSEN. 


IN  SIEBEN  BÄNDEN. 

V    I;  ARITHMETIK  IIND  ALGEBRA,  RED.  VON  W.  FR.  MEYER  IN  KÜNIGSBERQ. 

II:  ANALYSIS,  IN  2  TEILEN H.  BÜRKHABDT  IN  ZCEICH. 

III:  GEOMETRIE,  m  3  l'BILKN W.  FR.  MEYER  IN  KÖNIGSüEBG. 

IV:  MECHANIK,  IN  2  TEILEN F.  KLEIS  IN  GÜTTINGEN. 

Vt  PHYSIK,  IN  2  TEILEN A.SOMMERFELD  IN  AACHEN. 

VI,  1 :  GEODÄSIE  UND  GEOPHYSIK     .    .    .    .  E.  WIECUERT  IN  GÖTTIKGEN. 

VI,  3:  ASTRONOMIE K.  LEHHASS-FILUES  IN  BERLIN. 

YU:  HISTORISCHE,  PHILOSOPHISCHE  UiiD 
DUlAKTlSCHE  FRAGEN  BEHANDELND, 
SOWIE  OENEKALRESISTER (IS  VORBERBITUKG). 

BAND  IVl.    HEPT  2.     AUSGEGEBEN  AM  8.  JULI  1902. 
MIT  17  FIGUREN  IM  TEXT. 


m 


LEIPZIG, 

DRÜCK  UND  VERLAB  VON  B.  fl.  TEÜBNEK, 

1902. 

ar  Bkher  enekieg:  Ball  1,  Etil  1-6;  Band  ni,  Etil  1—4;  BiW  Ui,  Etfl  1; 
m;  Eeft  I  nnd  IVi,  Heft  1. 
JV;- Leiter  der  PKiiflbeflBdeii^^ Rieh:  Bald  L  Eeft  7  ^djlnfti);^  BandJIi,  fleft  6 


Spreclisaal  für  die  Enejklopädie  der  Mathematischen  Wissenschaften. 

Eine  dankenswerte  Abteilung  ist  in  dem  Archiv  der  Mathematik  und 
Physik  von  den  Herren  E.  Lampe,  W.  Franz  Meyer  und  E.  Jahnke  neu  ein- 
gerichtet worden,  nämlich  ein  Sprechsaal  für  die  Encyklopädie  der  Mathe- 
matischen Wissenschaften.  Unter  dieser  Abteilung  nimmt  die  Redaktion  des 
Archivs  ihr  aus  dem  Leserkreise  zugehende  Verbesserungsvorschläge  und  Ergänzungen 
(auch  in  litterarischer  Hinsicht)  zu  den  erschienenen  Heften  der  Encyklopädie  auf. 
Diesbezügliche  Einsendungen  sind  an  das  Eedaktionsmitglied  Prof.  Dr.  W.  Franz  Meyer 
in  Königsberg  i.  Pr.,  Mitteltragheim  51,  zu  richten.  Beiträge  für  den  Sprechsaal 
haben  bisher  beigesteuert  die  Herren  W.  Ahrens,  A.  v.  Braunmühl,  T.  J.  TA. 
Bromwich,  H.  Burkhardt,  G.  Eneström,  H.  Fehr,  M.  Krause,  A.  Loewy, 
J.  Lüroth,  W.  Fr.  Meyer,  E.  Müller,  E.  Netto,  M.  Noether,  W.  Osgood, 
L.  Saalschütz,  Carl  Schmidt,   A.  Schoenflies,  W.  Wirtinger. 


Inhalt  des  yorliegenden  Heftes. 
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TV  2.  Geometrische  Grundlegung  der  Mechanik  eines  starren  Körpers.  Von  H.E.Timer- 

ding  in  Elsfleth  (Oldenburg).     (Mit  6  Figuren  im  Text) 125 

1Y8.  Kinematik.     Von  A.  Schoenflies  in  Königsberg  i.  Pr.     Mit  einem  Zusatz  von 

M.  Grflbler  in  Dresden.    (Mit  11  Figuren  im  Text) 190 


Berichtigungen  zn  Band  IV„  Heft  1  (Artikel:  Hydrodynamik  I  u.  H): 

S.  60,  Z,  8  V.  u.  statt  „R.  S.  Heath"  lies  „T.  L.  Heath". 

S,  75,  Z.  28  statt  „unten"  lies  „oben". 

S.  96,  Z.  23  statt  „Quart,  of  J.  math"  lies  „Quart  J.  of  math". 

S.  106,  Z.  6  statt  „2i\rvw"  lies  „2JVrw**. 

S.  124,  letzte  Zeile  des  Textes  statt  „W.  Voigt  »«)"  lies  „W.  Voigt  *^»y*. 


Band  IV:  Mechanik,  in  2  TeUen. 

I.  Teil. 

Vorwort  zn  Band  IV  von  F.  Klein  in  Gottingen. 
InhaltsYerzeichnis  von  Band  IV,  Teil  1. 

A.  Grundlegung  der  Mechanik. 

1.  Die  Prinzipien  der  rationellen  Mechanik:  A.  Tofii 
in  WOrzburg. 

B.  Mechanik  der  Punkte  und  starren  Systeme. 

I.    Behandlung   elementarer   Fragen   in 
geometrischer  Form. 

2.  Geometrische  Grundlegung  der  Mechanik  eines 
starren  Körpers:   K.  Timerdiniif  in  Elsfleth  i.  O. 

3.  Kinematik :  A.  Schoenfliefl  in  Königsberg,  mit  einem 
Zusätze  von  X.  tirfibler  in  Dresden. 

4a.  Graphische  Statik:  L.  Henneberg  in  Darmstadt. 
4b. Weitere   Beitrüge   zur   Statik:    L.  Henneberg   in 

Darmstadt. 
r>.   Die  Geometrie  der  Massen:  <).  Jung  in  Mailand. 

6.  Die  elementare  Kinetik:  J.  Petersen  in  Kopenhagen 
und  P.  Sticket  iu  Kiel. 

II.  Anwendungen,   mit  Berücksichtigung 
der   störenden  Einflüsse. 

7.  Die  Mechanik  der  einfachsten  physikal.  Apparate  u. 
Versuchsanordnungen:  Ph. Furtningleri. Potsdam. 
Dynamische  Probleme  der  Maschinentechnik: 
K.  llenn  in  Karlsruhe. 

Spiel  und  Sport:  G.  T.  Walker  in  Cambridge. 
Physiologische  Mechanik:  0.  Fiitcher  in  Leipzig. 

IU.  Behandlung  beliebiger  Systeme  ron 

endlichem  Freiheitsgrad  in  analytischer 

Allgemeinheit. 

IIa. EntWickelung  allgom.  Muthoden:  P.  Sticket  i.JCiel. 

IIb.  Specialdlscusnion  dynamischer  Probleme :  P.  Stiekcl 

in  Kiel. 
IS.   Dio    mathematische    Behandlung    des    n -Körper- 
Problems:  E.  T.  Whlttaker  in  Cambridge. 
Botation  starrer  Körper  und  Verwandtes;  P.  Sticket 
ta  Kiel. 


Redigiert  von  F.  Klein  in  ftSttingen. 

n.  Teü. 

luhaltsTerzoichnis  von  Band  IV,  Teil  S. 

C.  Mechanik  der  detormierbtreii  KOrper. 
I.  Analytisch-geometrisohe  HflIftmitteL 
14.    Geometrische    Grundbegriffe:     M.    Abrakam 
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9 
10 


15. 

16. 

17. 
18. 
19. 

20. 

21. 


Geometrische 
Göttingen. 

II.   Hydrodynamik. 
Physikalische    Grundlegung:    A«   E. 


H.  Lore   1b 
A.  E.  n.  Lore    In 


Oxford 

Theoretische    AusfUhmngon: 

Oxford. 

Aerodynamik:  S.  Fin8t«rwalder  in  München. 

Ballistik:  C.  Craai  in  Stuttgart. 

Hydraulik,  erster  Teil:   Das  Strömen  von  Wasser 

iu  Bohren  und  Kanälen:  Pk.  Forckketaier  in  Gras. 

Hydraulik,  zweiter  Teil:   Motoren   und   Pumpen: 

9.  Grübler  in  Dresden. 

Schiflkbewegung:  A.  KrllolT  in  St.  Petersburg. 


III.  Elastizität  und  Festigkeitslohre. 

22.  Physikalische  Grundlagen  der  Elaatizitjkts-  und 
Festigkeitslehre:  A.  SoraaierfBld  in  Aachen. 

28.  Theoretische  Behandlung  der  statischen  Pro- 
bleme: 0.  Tedone  in  Genua. 

24a.  Die  Statik  der  Baukoustruktionen :  E.  Orana  in 
Palermo. 

24b.  Die  Statik  der  Masohinenkonstruktionen:   X.  ?7. 

25.  Schwingungen,  insbesondere  Akustik:  H.  Lamb 
in  Manchester. 

36.  Theorie  der  auf  elastischer  Wirkung  beruhenden 
Mofsapparate:  Ph.  Fartniagter  in  Potsdam. 

D.  Mechanik  der  aus  sehr  zahlreichen  diskreten 
Teilen  bestehenden  Systeme. 

87.  Das  Eingreifen  der  WatirscheinliclüEBit«recluiiiag: 
L.  BoltxBiaBB  in  Leipiig. 
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ENCYKLOPÄDig  ' 


MATHEMATISCHEN 

WISSENSCHAFTEN 

MIT  EINSCHLUSS  IHRER  ANWENDUNGEN. 


HERADSaEeEBEN  IH  AUFTRAGE 

DER  AKADEHIEEN  DER  WISSENSCHAFTEN  ZU  MÜNCHEN  UND  WIEN 

UND  DER  GESELLSCHAFT   DER  WISSENSCHAFTEN  ZU  GÖTTINGEN, 

SOWIE  UNTER  MITWIRKUNG  ZAHLREICHER  FACHGENOSSEN. 

IN  SIEBEN  BÄNDEN. 

BAND    U  ARITUMETIK  U.  ALGEBRA,  RED.  VON  Vf.  FR.  XEYER  IN  KÖNIGSBERG. 

—  II:  AXALYSIS,  IN  2  TEILEN H.  BURKBABDT  IN  ZÜRICH. 

—  [II:  6B0METRIE,  IN  3  TEILKN ff.  PR.  HEYER  IN  KÖNIGSEJEKG. 

—  IV:  MECH.W1K,  IN  2  TEILEN P.  KLEIS  IN  liÖTTINGEN. 

—  V:  PHYSIK,  IN  2  TEILEN A.  SOMMERFELD  IN  AACHEN. 

—  VI,  I:  GEODÄSIE  üNIJ  ÖEOPIIYSIK     .   .   .  E.  WIECHERT  IN  GÖTTINGEN. 

—  VI,  2:  ASTRONOMIE K.SClIffARZSOHILD  IN  OÖTTINGEN. 

—  Vil:  HISTORISCHE,    PHILOSOPHISCHE    UND 

DIDAKTISCHE  FRAOBN  UEHANDELND, 

SOWIE  QEXERALREflISTER (IN  V  0  KB  K  REIT  UNO). 

BAND  n'i.    HEFT  3.     AUSGEGEBEN  AM  11.  SEPTEMBEIt   1903. 

MIT  .19  KjaUBKN  lU  TEXT. 


LEIPZIG, 

0BUCK  UND  VERLAa  VON  1).  O.TEUBNER. 

1903. 

B^-  Bisher  erMbien;  Band  I,  H«ft  1—7:  Bud  111,  Heft  1—4;  Bud  Us,  Heft  1; 
Bd.  IUI,  Heft  I;  Bd.  nil,  Heft  l-S',  Bd.  ITl,  Ueft  1-S;  Bd.  IVl,  Heft  1-2;  Bd. Vi,  Heft  L 


Sprechsaal  ffir  die  Encyklopädie  der  Mathematischen  Wissenschaften. 

Unter  der  Abteilung  Sprechsaal  für  die  Encjklopudie  der  Mathematischen 
Wissenschaften  nimmt  die  Redaktion  des  Archivs  der  Mathematik  und  Physik 
(hrsg.  von  E.  Lampe,  W.  Franz  Meyer  und  E.  Jahnke)  ihr  aus  dem  Lescrki-eise  zu- 
gehende VerbesserungsYorschlfige  und  ErgSuzungen  (auch  in  literarischer  Hinsicht)  zu  den 
erschienenen  Heften  der  Encyklopädie  anf.  Diesbezügliche  Einsendungen  sind  an  den 
Unterzeichneten  zu  richten.  Beiträge  für  den  Sprechsaal  haben  bisher  beigesteuert  die 
Herren  W.  Ahrens,  A.  v.  Braunmühl,  T.  J.  TA.  Bromwich,  H.  Burkharuc,  G.  Enc- 
strOm,  H.  Fehr,  E.  Jahnke,  F.  Klein,  M.  Koppe,  M.  Krause.  Josef  Kürschäk, 
A. Loewy,  Gino  Loria,  J.  Lüroth,  W. Fr.  Meyer,  E.Müller,  E.  Netto,  M.  Noether, 
W.  Osgood,   L.  Saalschutz,   Carl  Schmidt,   A.  Schoenflies,  W.  Wirtinger. 

W«  Fr«  Meyer^  Königsberg  i.  Pr.«  Mittel tragheim  51. 


Inhalt  des  yorliegenden  Heftes. 


IV  4.    Geometrie  der  MaHsen.    Von  6.  Jnig  in  Mailand 

IV  5.    Die  graphische  Statik  der  ptarren  Körper.     Von  L.  Henneber^  in  Dannstudt 
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Unter  der  Presse: 

Ha  ml    II.     Teil  1.     Variationsrechuuug.    Ton  A.  Kaeser  in  Berliu. 

V.  -  2.  Standpunkt  der  Femwirkung,  die  Elementargesetie.  Von  R,  Reiff  iu  Stuttgart  and 
▲.  8onerfeld  in  Aaeben.  —  Standpunkt  der  Feldwirkung,  Maxwell'«cbe  Thourir. 
Von  H.  ▲.  Loreatx  in  Leiden. 


Band  IV:  Meebanik,  in  2  Teilen.    Redigiert  von  F.  Klein  in  GSttingen. 


I.  Teil. 

Torwort  zu  Band  IV  von  F.  Klein  in  Oüttingen. 
Inhaltirerzeichnis  von  Band  IV,  Teil  1. 

A.  Grundlegung  der  Mechanik. 

1.    Die  Prinzipien  der  rationellen  lUechanik:  A.  Tofi 
in  WOrzbnrg. 

B.  Mechanik  der  Punkte  und  starren  Systeme. 

I.    Behandlung   elomontarer  Fragen   in 
geometrischer  Form. 

Geometrische    Grundlegung    der   Mechanik    eines 
starren  Körper»:  E.  Tlmerding  in  Elsfleth  i.  O. 
Kinematik :  A.  Schoenflies  in  Künigsberg,  mit  einem 
Zusätze  ron  M.  Grübler  in  Dresden. 
Die  Geometrie  der  Massen:  G.  Jang  in  Mailand. 
Graphische  Statik:  L.  Henneberg  iu  Darmstadt. 
Die  elementare  Kinetik:  J.  Petersen  iu  Kopenhagen 
und  P.  Stackel  in  KleL 


S. 
8. 

4. 

ft. 
6. 


n.  Anwendungen,  mit  Bertlcksiohtigung 
der  störenden  Einflüsse. 


7. 

8. 

9. 
10. 


Die  Mechanik  der  einfachsten  physikal.  Apparate  u. 
Yersuchsanordnungen:  Ph.  FartwSngleri. Potsdam. 
Dynamische  Probleme  der  Maschinentechnik: 
K.  Henn  in  Karlsruhe. 

Spiel  und  Sport:  G.  T.  Walker  iu  Cambridge. 
Physiologische  Mechanik:  0.  Fischer  in  Leipzig. 


III.  Behandlung  beliebiger  Systeme   von 

endlichem  Freiheitsgrad  in   analytischer 

Allgemeinheit. 

lla.£ntwickelnng  allgcra.  Methoden:  P.  Stickel  i.Kiel. 

IIb.  Spccialdiskussion  dynamischer  Probleme :  P.Stickel 
in  Kiel. 

18.  Die  mathematische  Behandlung  dos  ii- Körper- 
problems: E.  T.  Wblttaker  in  Cambridge. 

1 S.  Botation  starrer  Körper  und  Verwandt  es :  P.  Stacke] 
in  KieL 


n.  Teil. 

rnhaltsvorzeichuis  von  Band  R',  Teil  S. 

C.  Mechanik  der  deformierfoaren  KBrper. 
L  Analytisch-geometrische  Hilfsmittel. 

14.    Geometrische    Grundbegriffe:     H.    Abraham     in 
Göttingen. 

II.   Hydrodynamik. 

16.   Physikalische    Grundlegung:    A.   K.   H.   liOie    in 
Oxford. 

16.  Theoretische    Ausführungen:    A.   E.   II.   Love    in 
Oxford. 

17.  Aerodynamik:  S.  Finsterwalder  in  Mfluchon. 

18.  Ballistik:  C.  Craos  in  Stuttgart. 

19.  Hydraulik,  erster  Teil:  Das  Strömen  \-on  Waasor 
in  Bohren  und  Kanülen:  Pk.  Foreklielaier  in  Graz. 

fiO.   Hydraulik,  zweiter  Teil:   Motoren  und  Pumpen: 
H.  Qrfibler  in  Dresden. 

21.  Schiffsbewegung:  A.  KrllOlT  in  St.  Petersburg 

III.   Elastizit&t  und  Festigkeitslehre 

22.  Physikalische   Grundlagen   der   Elastizität»-    und 
Festigkeitslehre:  A.  Sommerfeld  in  Aachen. 

23.  Theoretische    Behandlung     der     statischen     Pro- 
bleme: 0.  Tedone  in  Genua. 

24a.  Die  Statik  der  Baukonstruktionen:   E.  Otairza   in 

Palermo. 
S4b  Die  Statik  der  Maschinenkonstruktionvn:   N.  N 

25.  Schwingungen,   insbesondere   Akustik:    H.  Lamb 
in  Manchester. 

26.  Theorie  der  auf  elastischer  Wirkung  beruhenden 
Mefiapparate:  Ph.  Fartnangler  in  Potsdam 

D,  Mechanik  der  aus  sehr  zahlreichen  diskreten 
Teiltn  bestehenden  Systeme. 

27.  Das  Eingreifen  der  Wahrscheinlichkoitsrechnung : 
L.  Boltamann  in  Wien 


y.i  -t.i 


o 


